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テクニカルノート

振幅制限を受けた任意形不規則信号のピーク値分布推定法

谷 田 眞† 南 原 英 生††

不規則変動波形に関する各種の統計量は，実測データに基づいて算出されるが，何らかの原因によ
り原波形の上部や下部が振幅制限を受けてデータ記録され，元の波形に関する統計情報を正確に算出
することが困難となる場合がある．このような見地から，いままでに振幅制限を受けた観測波形に基
づく各種の統計量推定法について研究してきた．本論文では，特に，振幅制限を受けて高レベル情報
が損失した観測波形から，元の波形のピーク値分布を推定する方法について検討する．具体的には，
振幅分布情報のみに基づく新たなピーク値分布評価式を導出し，この分布を基にピーク値分布を推定
する．最後に本手法の有効性を計算機シミュレーションで確認する．

An Estimation Method of the Peak Values Distribution for
Arbitrary Random Signals with Amplitude Limitations

Makoto Tanita† and Hideo Minamihara††

In this paper, we propose an estimation method for the peak values distribution of arbi-
trary random signals of which the amplitude fluctuation is limited by upper level. First, an
expression of the probability density function for random signals with amplitude limitations
is introduced using a well-known statistical Hermite orthonormal expansion form. Next, we
propose a new method for approximating the peak values distribution of non-Gaussian type
random signals based on only the expansion coefficients related to the amplitude informa-
tion. As a result, one can see that the peak values distribution in the case with no effect of
the amplitude limitations can be estimated through the expansion coefficients. Finally, the
effectiveness of the proposed method is confirmed using digital simulations.

1. は じ め に

騒音波や振動波などの不規則変動波形に関する各種

の統計量は，一般に実測データに基づいて算出される．

しかし，実際の計測状況では，計測器の動作レンジの

不適切な選択などの原因により，上位レベルや下位レ

ベルの振幅情報が十分に摂取できず，信号波形の上部

や下部が振幅制限を受けた状態でデータ記録される場

合がある．このような振幅情報が失われたデータから

元の不規則信号に関する統計情報を正確に算出するこ

とは困難であり，何らかのデータ処理が必要となる．

このような見地から，いままでに，不規則信号が振

幅制限を受けて記録された観測波形の確率密度関数を，

ガウス分布，あるいは標準ガウス分布を初項とする直
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交展開表現とディラックのデルタ関数を用いて表現し，

この分布を基に振幅制限の影響を軽減した平均値，標

準偏差，相関関数および展開係数を推定する手法につ

いて報告してきた1)～3)．

一方，不規則信号の統計的解析において，平均値や

標準偏差といった低次のモーメントよりは，むしろ不

規則信号の変動の激しさや突発的な値の方が重要にな

る場合がある．このような変動の激しさや，突発的な

値を定量的に評価する統計量として，レベル交差情報

やピーク値分布があげられ，多くの研究がなされてい

る4)～9)．特に，ピーク値分布の統計的評価は多くの分

野に応用されており，騒音波や振動波が人間に与える

心理的影響や船舶の海洋波に対する応答，さらに，地

震波の振幅特性の分析などは，低いレベルよりはむし

ろ高いレベルのピーク値に重要性があると思われる．

しかし，上述のような振幅制限が起こった場合，ピー

ク値そのものが失われてしまい，実測データに基づい

てピーク値分布評価を行うことが困難となり，新たな

データ処理法を構築する必要がある．
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このような問題に対処すべく，本論文では，振幅制

限を受けてピーク値そのものが失われたとき，その観

測波形から元の不規則信号のピーク値分布を推定する

方法について検討した10)．具体的には，ピーク値の

評価に Powellの簡易ピーク評価法11)を採用し，振幅

情報に関する展開係数のみに基づく新たなピーク値分

布評価式を導出する．そして，振幅制限を受けて記録

された観測波形から，上述の手法を用いることで展開

係数を推定し，それを新たに導出したピーク値分布評

価式に取り入れることで，振幅制限を受けた観測波形

から元の不規則信号に関するピーク値分布の推定を行

う．最後に，本理論の正当性をディジタルシミュレー

ションで確認する．

2. 理論的考察

2.1 振幅制限を受けた非ガウス形不規則信号

からの展開係数の推定

いま，考察対象とする不規則信号 x(t) の振幅分布

がガウス分布とは限らない任意の確率密度関数を持つ

とき，エルミート多項式 Hn(x) を導入し，展開係数

を A1,A2,. . .,An とすれば，x(t) の確率密度関数 p(x)

は標準ガウス分布を基幹として式 (1)のように直交展

開表現される．

p(x) = N0(x)

{
1 +

N∑
n=1

AnHn(x)

}
(1)

N0(x) =
1√
2π

exp
(
−x2

2

)
An =

1

n!

〈
Hn(x)

〉
,

〈〉
:平均操作

式 (1)は平均値 0，標準偏差 1の標準ガウス分布を

展開の基幹としているために，実際の平均値，標準偏

差からのずれは展開係数に反映されることになる．

また，考察対象とする不規則信号 x(t) が，下限レ

ベル α1，上限レベル α2 で振幅制限を受けたとき，そ

の観測波形 xt(t) の確率密度関数 pt(x) は，ディラッ

クのデルタ関数 δ(x) を用いて式 (2)のように表すこ

とができる2)．

pt(x)=p(x)u(x)+β1δ(x−α1)+β2δ(x−α2)

(2)

ただし，

u(x) =

{
1 α1 < x < α2

0 x ≤ α1, x ≥ α2

β1 =

∫ α1

−∞
p(x)dx, β2 =

∫ ∞

α2

p(x)dx

また，振幅制限を受けた観測波形 xt(t) の 1次から

N次モーメント統計量は，定義に基づいて式 (3)のよ

うに計算することができる．

m1 =I1+A1I2+A2(I3−I1)+. . .+β1α1+β2α2

m2 =I2+A1I3+A2(I4−I2)+. . .+β1α
2
1+β2α

2
2

...
...

...

mN =IN +A1IN+1+A2(IN+2−IN )+. . .

+β1α
N
1 + β2α

N
2



(3)

式 (3) において，α1，α2 はあらかじめ与えられ，

β1，β2，m1 から mN は振幅制限を受けた観測波形

xt(t) から直接計算できる統計量である．また，In は

式 (4)で定義される標準ガウス分布に関する n 次モー

メントで，あらかじめ計算しておくことができる．

In =

∫ α2

α1

xnN0(x)dx (4)

したがって，数値計算手法☆を用いて式 (3)を N元

連立方程式として展開係数について解くことができ，

振幅制限の影響を軽減した展開係数を算出することが

できる．

2.2 ピーク値分布の推定

不規則信号 x(t) が，単位時間に特定のレベル x を

正方向に横切る期待回数 N(x) は，Riceにより式 (5)

のように定義されている12)．

N(x) =

∫ ∞

0

ẋp(x, ẋ)dẋ (5)

ここで，p(x, ẋ) は信号の瞬時値 x(t) とその 1階微分

信号 ẋ(t) の結合確率密度関数である．いま，不規則

信号の振幅分布に関しては平均値 0，標準偏差 1の標

準ガウス分布を基幹とする統計的エルミート展開表現

を採用し，1階微分信号に関しては近似的に平均値 0

のガウス分布を仮定する．さらに，x(t) と ẋ(t) の独

立性を仮定すると，p(x, ẋ) は以下のように表される．

p(x, ẋ)=
1√
2π

exp
(
−x2

2

){
1+

N∑
n=1

AnHn(x)

}

× 1√
2πσẋ

exp
(
− ẋ2

2σ2
ẋ

)
(6)

σẋ : ẋ(t)の標準偏差

1階微分信号が，平均値 0のガウス分布で近似可能

であるのは，変動が定常な場合，1階微分信号は上り

勾配と下り勾配の機会が等しく，その振幅分布が正負

に対称であると考えられるからである．このことは，

実験的にも確認されている．図 1 に，考察対象とす

☆ ここではガウスの消去法を用いた．
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図 1 非ガウス形不規則信号の確率密度関数
Fig. 1 Amplitude distribution of the non-Gaussian type

random signal.

図 2 1 階微分信号の確率密度関数
Fig. 2 Comparison of differential signal amplitude

distribution.

表 1 x(t) と ẋ(t) の展開係数比較
Table 1 Comparison of expansion coefficient between

x(t) and ẋ(t).

x(t) ẋ(t)

A1 0 0

A2 0 0

A3 −0.139 −0.001

る非ガウス形不規則信号の振幅分布を，図 2 に 1 階

微分信号の振幅分布を示す．図より，非ガウス形の振

幅分布を示す不規則信号に対し，その 1階微分信号の

振幅分布はガウス分布に近づいていることが確認でき

る．また，表 1 に元の信号と 1 階微分信号の展開係

数値を示すが，この結果からも，1階微分信号の振幅

分布をガウス分布で近似できることが考察できる．

次いで，式 (6)を式 (5)に代入し，積分関係：

∫ ∞

0

xHn(x) exp
(
−x2

2

)
dx=




1 (n=0)√
2π

2
(n=1)

Hn−2(0) (n ≥ 2)

を考慮すれば，単位時間に任意のレベル x を正方向に

横切る期待回数 N(x) は式 (7)のように表現できる．

N(x) =
σẋ

2π
exp

(
−x2

2

){
1 +

N∑
n=1

AnHn(x)

}

(7)

一方，不規則信号が狭帯域スペクトルを持つとき，

あるいは，ある程度広い帯域である場合でも標本抽出

の段階で大きな起伏を示すピーク値のみに着目すると

き，Powellの簡易ピーク評価法11)が適用可能であり，

あるレベル x 以上に存在するピーク値の期待数M(x)

は，レベル交差情報に基づいて求まる．つまり，

M(x)≈N(x)

となる．また，すべてのレベルに存在する単位時間あ

たりのピークの総期待数M0 は，平均値 µ以上のピー

ク数と同数であると考えられるので，式 (7)において

x=µ とおけばよく，

M0 = N(µ)

より与えられる．したがって，ピーク値分布の確率密

度関数 pp(x) は，Powell の手法により，式 (7) を x

で微分し全ピーク数で割ることで式 (8)のように表さ

れる．

pp(x) = − 1

N(µ)

dN(x)

dx
(x ≥ µ) (8)

このことから，式 (7)を式 (8)に代入し，考察対象

とする不規則信号の平均値を 0とすると，式 (9)で表

されるピーク値分布評価式を得る．

pp(x) = exp
(
−x2

2

)[{
x+

N∑
n=1

AnHn+1(x)

}/
{

1 +

N∑
n=1

AnHn(0)

}]
(9)

式 (9)は，1階微分情報を必要とせず，原波形の振

幅に関する展開係数のみで表されている．したがって，

式 (3)の解として得た振幅制限の影響を軽減した展開

係数を代入することができ，振幅制限を受けた観測波

形 xt(t) から，元の不規則信号に関するピーク値分布

の推定が可能となる．

3. シミュレーション実験による考察

本理論の正当性を確認するために，三角級数モデル

によって発生させた 2種類の非ガウス形シミュレーショ

ン信号（Signal A，Signal B）を用いて実験を行った．

図 3 は，ピーク値データに基づく実験値の分布と，式

(9)に示す新たなピーク値分布評価式に基づく理論分

布とを比較した結果である．それぞれの信号において，

反映する展開係数の項数を増すことで，実験値に近い

分布を示していることが確認でき，式 (9)の正当性を

うかがうことができる．次に，α2=0.6 ☆として人為的

☆ α2=0.6 で振幅制限を受けた場合，全ピーク数の約 90%が失わ
れている．
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(a) Signal A

(b) Signal B

図 3 ピーク値分布の理論曲線とシミュレーションによる結果の比
較（振幅制限を受けていない場合）

Fig. 3 Comparison between theoretical curves and simula-

tions in evalution of peak values with no amplitude

limitations.

に振幅制限を施して実験を行った．結果を図 4 に示

す．図より，振幅制限を受けた観測波形から推定した

展開係数を式 (9)に反映させることで，残った実験値

がわずかであるにもかかわらず，失われた実験値の分

布の様子をよくとらえている．特に，高レベル付近で

理論値と実験値がよく一致しており，本理論を用いる

ことで，高レベル情報が失われた観測波形からピーク

値分布の推定が可能であることが確認できる．

4. まとめと今後の課題

本論文では，実験的背景に基づいて非ガウス形不規

則信号の 1階微分信号をガウス分布で近似し，1階微

分情報を必要としない新たなピーク値分布評価式を得

た．これにより，振幅制限を受けて記録された観測波

形から推定した展開係数を，新たなピーク値分布評価

式に取り入れることで元の不規則信号に関するピーク

値分布の推定が可能となった．そして，本手法の有効

性を計算機シミュレーションで確認し，振幅制限を受

けて約 90%のピーク値が失われてもピーク値分布の

推定が可能であることが分かった．

今後の課題としては，ガウス分布からのずれがどの

程度までなら本手法が適用可能であるかや，推定に用

いる展開係数の最適な項数の検討などが考えられる．

(a) Signal A

(b) Signal B

図 4 ピーク値分布の理論曲線とシミュレーションによる結果の比
較（α2：0.6）

Fig. 4 Comparison between theoretical curves and simu-

lations in evalution of peak values with amplitude

limitations (α2：0.6).
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