
情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

２部クリーク被覆問題と Modified Galois Lattice

大月 英明1,a) 平田 富夫2,b)

概要：一般の 2部グラフに対して，その 2部クリーク辺被覆問題は NP 困難問題である．グラフが C4 フ
リーグラフや距離遺伝 2部グラフ，それにドミノフリーグラフの場合は，その 2部クリーク辺被覆問題を
多項式時間で解くことができる．我々は 2部グラフ B に対し modifiled Galois lattice Gm(B) を定義し，
それを用いて路重複数 R(B) というパラメータを導入する．R(B) = 0 であることと B がドミノフリーで
あることが同等であることを示す．さらに R(B) と 最小 2部クリーク辺被覆との関係を考察し，最小 2

部クリーク辺被覆問題を多項式時間で解くことが可能な，ドミノフリーを含むグラフクラスを示す．

キーワード：2部クリーク，辺被覆，辺分割

The Biclique Cover Problem and the Modified Galois Lattice

Abstract: The minimum biclique cover problem for general bipartite graphs is known to be NP-hard. The
minimum biclique cover problem can be solved in polynomial time for C4-free bipartite graphs, bipartite dis-
tance hereditary graphs and domino-free graphs. We define the modified Galois lattice Gm(B) for a bipartite
graph B, and using Gm(B)，we introduce the redundant parameter R(B). We show that B is domino-free
if and only if R(B) = 0. We investigate the relation of R(B) and the minimum biclique cover of B and show
that there is a graph class that is a superclass of domino-free, for which the minimum biclique cover problem
can be solved in polynomial time.
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1. はじめに

一般の 2部グラフに関して，その 2部クリーク辺被覆問

題は NP 困難問題である [2] [4]．しかし，C4 フリーグラ

フや距離遺伝 2部グラフ，それにドミノフリーグラフの場

合は多項式時間で解くことができる [3]．C4フリーグラフ

と距離遺伝 2部グラフに対しては線形時間アルゴリズムが

知られており，ドミノフリーグラフに対しては O(m× n)

時間アルゴリズムが知られている．ここで，n はグラフの

頂点数，m は辺の本数である．

6 個の頂点 {x, xa, xb, y, ya, yb} と 7 本の辺 (x, y)，

(xa, ya)，(xb, yb)，(x, ya)，(xa, y)，(x, yb)，(xb, y) からな

るグラフをドミノ（domino）と呼ぶ（図 1）．

ドミノを誘導部分グラフとして持たないグラフはドミノ
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フリーであるという．ドミノフリーグラフは，C4 フリー

グラフや距離遺伝グラフを真に含む．Amilhastre et al. [1]

は，ドミノフリーな 2部グラフに対する 2部クリーク辺被

覆問題と 2部クリーク辺分割問題が多項式時間で解けるこ

とを示した．

本論文では 2部グラフ B に対して modified Galois lat-

tice Gm(B) を定義し，それを用いて路重複数 R(B) とい

うパラメータを定義する．さらに R(B) と最小 2部クリー

ク辺被覆との関係を考察する．R(B) = 0 であることと，

B がドミノフリーであることは同等であることを示す．さ

らに R(B) ≤ 1 の場合は，最少２部クリーク辺被覆問題が

多項式時間で解けることを示す．

2. 定義

B = (XB , YB , EB) を 2 部グラフとする．XB =

{x1, x2, . . . , xnx}，YB = {y1, y2, . . . , yny} はそれぞれ B

の頂点集合であり，EB ⊂ XB ×YB は B の辺集合である．

n = nx + ny， |EB | = m とする．x に対して，その隣接
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図 1 ドミノ

Fig. 1 domino

点集合を N(x) = {y|(x, y) ∈ EB} で表す．空でない 2つ

の頂点集合 X ⊆ XB，Y ⊆ YB で誘導される B の部分グ

ラフを B(X,Y ) で表す．B(X,Y ) が 完全 2部グラフのと

き，B(X,Y ) を B の 2部クリークと呼ぶ．B の 2部ク

リークの集合 {K1,K2, . . . ,Ks} が B の 2部クリーク辺被

覆であるというのは，EB =
∪s

i=1 Ki であるときをいう．

B の 2部クリークの集合 {K1,K2, . . . ,Ks} が B の 2部

クリーク辺分割であるというのは，EB =
∪s

i=1 Ki であり，

かつ EKi ∩ EKj = ∅, (i ̸= j) を満たすときをいう．

B の極大 2部クリークの集合を KM (B)と表す．KM (B)

に次のように半順序を定義する．Kp,Kq ∈ KM (B) に対

し，Kp < Kq ⇐⇒ YKp ⊆ YKq とする．順序がつかない

Kr と Ks（Kr < Ks でも Ks < Kr でもないような Kr

と Ks）は比較不能（imcomparble）であるという．

更に KM (B) のすべての要素の上限 ⊤ と下限 ⊥ を加え
て，次のように有向グラフ G(B) を定義する． G(B) の頂

点集合はKM (B)∪{⊤,⊥}とする．Kp < Kq で，Kp < Kr

かつ Kr < Kq となる Kr が存在しないとき，これらの

頂点を辺 (Kq,Kp) で結ぶ．この手順で構成されたグラフ

G(B) は要するにハッセ図であり，B の Galois lattice と

呼ばれる [1] [5]．

XB の頂点 xi を中心とする極大な星グラフを si と

する．Xs = {si| 1 ≤ i ≤ nx} とする．YB の頂点 xi を

中心とする極大な星グラフを si とする．Ys = {tj | 1 ≤
j ≤ nx} とする．Ks(B) = KM (B) ∪ Xs ∪ Ys とし，

K(B) = Ks(B) ∪ {⊤,⊥} とする．K(B) に対して，上

の G(B) と同様に構成されるグラフを Gm(B) を B の

modified Galois lattice と呼ぶ．

3. modified Galois lattice の性質

2部グラフ B の極大 2部クリーク K1,K2 ∈ KM (B) は

以下の性質を持つ．

性質 1. K1 = (X1, Y1, E1) と K1 = (X2, Y2, E2) を

KM (B) の異なる 2部クリークとすると，X1 ⊂ X2 ⇐⇒
Y2 ⊂ Y1 である．

si ∈ XB と tj ∈ YB を Gm(B) の 2つの頂点とする．si

と tj を通り，⊤ から ⊥ に至る有向路の集合を P(i, j) で

表す．このとき，次の定理が成り立つ．

補題 2. すべての i，j に関して，P(i, j) ̸= ∅ ⇐⇒ (xi, xj) ∈
EB である．

証明. si から tj に至る有向路 (si,Ki1 , . . . ,Kis , tj) が存

在するとする．このとき，si > Ki1 > . . . > Kis > tj なの

で，si > tj である．よって {yj} ⊆ N(xi) が成り立つ．す

なわち B は (xi, yj) を辺に持つ．

B が (xi, yj) を辺に持つならば， yj ∈ N(xi) である．

つまり {yj} ⊆ N(xi) なので si > tj である．よって si か

ら tj に至る有向路が少なくとも一つ存在する．

補題 3. P を Gm(B) の si から tj への有向路とする．K

を P 上の任意の頂点とすると (i, j) ∈ EK である．

証明. K は P 上の頂点なので，si > K > tj である，よっ

て Ysi ⊃ YK ⊃ Ytj = {tj} である．これより (i, j) が K

の辺であることがわかる．

C(B) を Ks(B) の部分集合とする．⊤ から ⊥ に至るす
べての路が C(B) の要素を少なくとも一つ含む場合，C(B)

を Gm(B) のカットと呼ぶ．サイズ（要素数）が最小であ

る C(B) を Gm(B) の最小カットと呼ぶ．

補題 4. Gm(B)のカットは B の 2部クリーク被覆である．

証明. C(B) を Gm(B) のカットとする．定理 2 より，

P(i, j) ̸= ∅ なるすべての i，j に関して，si から tj に至る

路は C(B) のある要素 K ∈ Ks(B) を含む．よって K は辺

(xi, yj) を含む 2部クリークである．したがって，すべて

の i，j に関して，辺 (xi, yj) を含む 2部クリークが C(B)

に存在する．

ドミノフリーである 2部グラフ B は以下の性質を持つ．

性質 5. （[1] の定理 3.1）B をドミノフリー 2部グラフと

する．K1 = (X1, Y1, E1) と K1 = (X2, Y2, E2) を Ks(B)

の異なる 2部クリークとし，E1 ∩ E2 ̸= ∅ であるとする．
このとき以下のうちどちらかが成り立つ．(i) X1 ⊂ X2 か

つ Y2 ⊂ Y1，(ii) X2 ⊂ X1 かつ Y1 ⊂ Y2．

証明. （十分性）K1 と K2 を，辺 (x, y) を共通に持つ

極大 2 部クリークとし，(i)，(ii) をともに満たさないと

仮定する．このとき性質 1 より，以下がすべて満たされ

る．(a) X1\X2 ̸= ∅，(a) X2\X1 ̸= ∅，(a) Y1\Y2 ̸= ∅，(a)

Y2\Y1 ̸= ∅．
x1 と y2 を，x1 ∈ X1\X2，y2 ∈ Y2\Y1 かつ (x1, y2) /∈ EB

を満たすような 2頂点とする．（もし Y2\Y1 ⊆ N(x1) なら

ば，Y1 ∩ Y2 ⊆ N(x1) であり，Y2 ⊆ N(x1) なので，K2 は

極大ではなくなる．したがってこのような y2 が必ず存在

する．）x2 と y1 を， x2 ∈ X2\X1，y1 を y1 ∈ Y1\Y2 か

つ (x2, y1) /∈ EB を満たすような 2頂点とする．このとき

{x, y, x1, y1}と {x, y, x2, y2}は，辺 (x, y)を共有するB の
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2つの C4 を誘導する． (x1, y2) /∈ EB かつ (x2, y1) /∈ EB

であるから，{x, y, x1, y1, x2, y2} はドミノである．
（必要性）B は頂点 {x, y, x1, y1, x2, y2} で誘導されるド
ミノを持つとする．ただし (x1, y2), (x2, y1) /∈ EB とする．

このとき x1 ∈ X1\X2 であり，かつ x2 ∈ X2\X1 である

から，(i)，(ii) はともに偽である．

補題 6. 2部グラフ B はドミノフリーであるとする．この

とき任意の i，j に対し P(i, j) の要素数は高々 1である．

証明. ある i，j に関して |P(i, j)| ≥ 2 と仮定する．

Pa, Pb ∈ P(i, j), Pa ̸= Pbとする．半順序 <の定義より，Pa

と Pb は比較不能な 2部クリーク Ka と Kb をそれぞれ含

む．Ka と Kb はそれぞれ極大であるから，(xa, ya) ∈ EKa

かつ (xa, ya) /∈ EKb
なる (xa, ya) が B に存在する．すな

わち xa ∈ N(yj)，ya ∈ N(xi)，xa /∈ N(yb)，ya /∈ N(xb)

である．同様に (xb, yb) ∈ EKb
かつ (xb, yb) /∈ EKa な

る辺 (xb, yb) が B に存在する．すなわち xb ∈ N(yj)，

yb ∈ N(xi)，xb /∈ N(ya)，yb /∈ N(xa) である．以上よ

り，{xi, xa, xb, yj , ya, yb} で誘導される部分グラフはドミ
ノである．したがって B がドミノフリーグラフならば

|P(i, j)| ≤ 1 である．

定理 7. B がドミノフリーグラフのとき，EB と Gm(B)

上の ⊤ から ⊥ への有向路の集合は１対１に対応する．

証明. (xi, yj) ∈ EB とし，K ∈ Ks(B) を (xi, yj) ∈ EK

を満たす 2部クリークとする．このとき K は si から tj へ

の有向路上の頂点である．補題 6 より，(xi, yj) は P(i, j)

のただ一つの要素に対応する．

定義. 任意の K1,K2 ∈ Ks(B) (K1 ̸= K2) に関して，K2

の辺から K1 の辺を取り除き，それによって生じた孤立点

も取り除いたグラフを K2 −K1 と表す．

このとき，性質 5 より次の補題が成り立つ．

補題 8. （[1] の補題 3.1）2部グラフ B がドミノフリーグ

ラフであるとする．K1,K2 ∈ Ks(B) とすると，K2 −K1

は 2 部クリークである．

定理 9. （[1] の定理 3.2）2部グラフ B がドミノフリーグ

ラフであるとする．B の最小 2部クリーク辺被覆のサイズ

と最小 2部クリーク辺分割のサイズは等しい．

証明. B の 2 部クリーク辺分割は B の 2 部クリー

ク辺被覆である．B の最小 2 部クリーク辺被覆の一

つを {K1,K2, . . . ,Kc} ⊆ Ks(B) とする．ここから集合

Pm(B) = {Ki −Ki+1 −Ki+2 − · · · −Kc|1 ≤ i ≤ c} を構
成すると，補題 8 より，Pm(B) は B の 2部クリークの集

合であり，c = |Pm(B)| なる最小 2部クリーク辺分割を与

える．

定理 10. B はドミノフリーグラフであるとする．B の最

小 2部クリーク辺被覆のサイズと最小 2部クリーク辺分割

のサイズはともに Gm(B) の最小カットのサイズに等しい．

証明. Gm(B) の最小カットを C(B) とし，B の最小 2

部クリーク辺被覆を Cm(B) とする．Gm(B) において，

xi ∈ Xs から yj ∈ Ys への有向路があるとする．すると

(xi, yj) ∈ EB である．Cm(B) が 2部クリーク被覆なので

(xi, yj) ∈ EK である K ∈ Cm(B) が存在する．この K は

xi から yj への有向路上にある．よって Cm(B) は Gm(B)

のカットである．すなわち |C(B)| ≤ |Cm(B)| である．定
理 4 より |C(B)| ≥ |Cm(B)| なので |C(B)| = |Cm(B)| が成
り立つ．補題 9 より，|C(B)| は最小クリーク辺分割のサイ
ズと等しい．

B がドミノフリーなら Gm(B) の最小カットと B の最

少２部クリーク辺被覆が一致するので，Gm(B) の最小カッ

トを求めることで B の 2部クリーク被覆問題を解くこと

ができる．Gm(B) の最小カットは最大フローアリゴリズ

ムを用いて求めることができる．ドミノフリーグラフでは

Gm(B) のサイズが n（B の頂点数）の多項式で抑えられ

るので，2部クリーク被覆問題は多項式時間で解けること

になる．

4. ２部グラフの路重複数と 2部クリーク被覆

B における yj の次数を dB(yj) と表記する．Gm(B) に

おいて Xs の頂点から tj に至る有向路の集合を P(∗, j) で
表す．つまり P(∗, j) = ∪nx

i=1P(i, j)である．B の路重複数

R(B) を R(B) =
∑ny

j=1(|P(∗, j)| − dB(yj)) と定義する．

定理 11. B がドミノフリーならば R(B) = 0 である．

証明. 定理 6より，B がドミノフリーならば，(xi, yj) ∈ EB

なる i，j に対して P(i, j) = 1 である．したがって

|N(yj)| = P(∗, j) であり P(∗, j) = dB(yj) が成り立つ．

すなわち R(B) = 0 である．

定理 12. B を 2部グラフとする．R(B) ≤ 1ならば Gm(B)

の最小カットは B の最小 2部クリーク辺被覆と一致する．

証明. R(B) = 1 のとき，P(∗, j′)− dB(yj′) = 1 を満たす

j′ がただ一つ存在する．ただし j ̸= j′ なるすべての j に対

して P(∗, j′)−dB(yj′) = 0 である．このとき Gm(B) 上で

si0 から tj′ に至る有向路が 2つあるような i0 が存在する．

このような有向路を P1 と P2 とする．また Gm(B)のカッ

トを C(B) とする．このとき K1 ∈ P1 かつ K1 /∈ P2 を満

たす星グラフでない 2部クリークK1 ∈ C(B) が存在する．

ここで K1 は i1 ̸= i0，j1 ̸= j′ を満たすある i1，j1 に関し

て，4本の辺 (xi0 , yj′)，(xi0 , yj1)，(xi1 , yj′) と (xi1 , yj1) を

持つ．このとき K1 は si1 から tj1 に至る有向路上の頂点

であり，P(i1, j1) のただ一つの要素である有向路 P ′
1 上の

頂点である．i ̸= i0，j ̸= j′ なる辺 (xi, yj) に関してはドミ

ノフリーグラフの場合と同様の議論が成り立つ．したがっ

て頂点集合 C(B)\{K1} は辺 (x1, y1) を被覆できない．以
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上より Gm(B) の最小カットは B の最小 2部クリーク辺

被覆である．

定理 13. B を 2部グラフとする．R(B) ≤ 1ならば Gm(B)

の頂点数は O(n) である．ここで n は B の頂点数である．

5. おわりに

ドミノフリーグラフ B の２部クリーク辺被覆問題を計

算時間 O(n×m) で解くアルゴリズムが知られている [1]．

[1] では，与えられた 2部グラフ B を “simplify” という

操作で変換し，そのグラフから Galois lattice を構成して

いる．それに対して本論文の modified Galois lattice は，

2部グラフ B から直接構成でき，一般の 2部グラフに対

しても 2部クリーク辺被覆を考えることができる．さらに

R(B) > 0，つまりドミノフリーよりも広いグラフクラス

に対し，2部クリーク辺被覆問題を多項式時間で解くこと

ができることを意味している．
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