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高速フーリエ変換(FFT)の性能は，多くの科学計算アプリケーションにおいて計算時間短縮のための重要な要素とな
る．また，並列計算機の通信特性を評価するための指標としても用いられている．本報告では，Blue Gene/Q に特化

した並列 FFT計算の最適化として，スレッド並列化によりパイプライン処理を行うことで全対全通信と計算を重ね合
わせる手法を提案する．この手法を実装した並列 FFTライブラリを用いて Blue Gene/Qを用いて性能評価を行い，全
対全通信のバンド幅から計算される論理ピーク性能の 80%という高い実効性能を達成した． 

 

Performance evaluation of parallel FFT on Blue Gene/Q 
 

JUN DOI
†1 YASUSHI NEGISHI
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Fast Fourier Transform (FFT) is commonly used in the scientific computations on supercomputers, and its performance is one of 

the important factors to decrease the elapsed time of computer simulation. Also the performance of FFT is used to evaluate a 

parallel computer as a benchmark test. In this report, we propose an overlapping method of all-to-all communication and 

calculations using thread parallelization by pipelining the parallel FFT algorithm optimized for Blue Gene/Q supercomputer. We 

implemented this method and evaluated it on Blue Gene/Q, and the proposed method achieved 80% sustained performance of 

theoretical peak calculated from all-to-all bandwidth. 

 

 

1. はじめにはじめにはじめにはじめに   

 並列計算機において科学技術シミュレーションを効率よ

く実行するために，高速フーリエ変換（FFT）の性能が重

要になる場合がある．特に超並列の分散メモリ型計算機を

用いる場合，FFTの計算量もさることながら，並列 FFTに

必要な全対全通信（All-to-all通信）の性能が非常に重要に

なり，並列化のスケーラビリティ向上の阻害になる場合も

少なくない．しかしながら，汎用的な超並列計算機におい

て，全対全通信にのみ特化した通信網を実装することは，

コストの面からも電力消費量の面からも現実的ではない．

近年の超並列計算機では，Blue Gene シリーズ[1]や京コン

ピュータ[2]のように，トーラス通信網が用いられている． 

トーラスは隣接するノード間のみを接続しているので，全

対全通信を効率よく行うためには，ソフトウェア的な最適

化を行う必要が出てくる．トーラス通信網における全対全

通信では，トーラスの最長の軸の長さに反比例して全対全

通信の転送速度が決まり，またトーラスの形状も転送速度

に影響することが知られている．特に，トーラス形状が対

称的ではない場合（トーラスの軸方向の長さが均等ではな

い場合）について，通信パケットの輻輳によって全対全通

信の転送速度が落ちる問題があり[3]，我々は，ソフトウェ

ア的な実装でパケットのスケジューリングを工夫すること

でこのような場合の転送速度を改善する手法[4]を提案し

ている． 

 並列FFTの実行時間について全対全通信の実行時間が比

較的多いとはいえ，ローカルな FFT計算や配列の転置にか
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かる時間自体も無視できない．一般的な並列アプリケーシ

ョンの最適化を行う際，通信と計算を平行して行うことで

通信時間を隠蔽する手法が広く用いられるが，並列 FFTの

場合，通常通信時間の方が長いため，通信と計算を平行し

て実行できれば，計算時間を隠蔽することができる．我々

は，Blue Gene/P において並列 FFT 計算をパイプライン化

しマルチスレッド実行することで計算時間と全対全通信の

重ねあわせ実行をする手法[4]を提案している． 

本報告では，HPCチャレンジベンチマークのテスト項目

の 1つである並列 1次元 FFTと，科学技術シミュレーショ

ンで広く使われる並列多次元 FFT について，Blue Gene/Q

を用いて最適化を行い，性能を評価した結果を報告する．

特に，並列 FFTの全対全通信と計算の重ね合わせ実行につ

いて Blue Gene/Pで行った最適化との違いについて述べる．

以下、2 章では，一般的な FFT の最適化手法について，3

章では Blue Gene/Qについての概要と全対全通信の特性に

ついて，FFTの最適化手法について説明する．4章では Blue 

Gene/Qを用いた並列 FFTの性能測定の結果を示す． 

 

2. 並列並列並列並列 FFT 

2.1 1次元次元次元次元 FFTの並列化の並列化の並列化の並列化 

一般的に 1次元の FFTを並列化するには，元の 1次元配

列を np 個のプロセスに均等に分割して各プロセスに配置

する．この状態で式(1)に示す離散フーリエ変換（DFT）を

直接計算するには，各プロセスの持つデータを随時参照す

る必要があるため，効率良く計算するのは困難である． 
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そこで，FFTの並列計算では、各プロセスの持つ配列を

2 次元配列とみなし，2 軸方向にそれぞれ FFT 計算をする

ことで並列化を可能とした，6-step FFT[5]が用いられる．

元の配列の長さを nとしたとき，n=n1*n2として 2次元配列

を作った場合，式(2)のように計算できる． 
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この 6-step FFT では、3 回の転置，2 回の FFT 計算，1

回のひねり係数の乗算の 6回のステップから計算できる． 

この計算には，n1および n2の並列度があるため，これら

の公約数である np 個のプロセスを用いて並列実行できる

[6]ことになる．このとき，初期状態では配列 x を np 個の

プロセスで分割して持ち，x(n/np) = x(n1, n2/np) と，2次元

配列の形で表す．この状態から式(2)を計算していくが，ま

ず長さ n2の配列の FFTを計算するために x(n2,n1/np)の形に

全対全通信を使って 2次元配列を転置する．次に n1の長さ

の FFTを計算するために，もう一度全対全通信を使って配

列を転置する．最後に，出力 y(n2, n1/np)を得るためにもう

一度全対全通信を行い，計 3回の全対全通信が必要となる．

6-step FFTの全対全通信と配列の転置の様子を図 1に示す． 

 

図 1 6-step FFTによる並列 1次元 FFTの計算 

 

2.2 多次元多次元多次元多次元 FFTの並列化の並列化の並列化の並列化 

一般に、多次元 FFTの計算は，各次元について，1次元

FFTを順に計算することで計算できる．各次元の FFTを計

算するためには，その次元を一番内側にするような配列の

転置を行う．並列化を行う場合，ある次元方向について，

プロセス間で配列を分割して持っている場合，転置に全対

全通信を伴うことになる．よって，配列を分割した次元の

数 x2回の全対全通信が必要となる． 

 

3. Blue Gene/Qにおける並列における並列における並列における並列 FFTの最適化の最適化の最適化の最適化 

3.1 Blue Gene/Q概要概要概要概要 

Blue Gene/Qは Blue Geneシリーズの第 3世代の超並列計

算機システムで，米国ローレンスリバモア国立研究所に納

入され 2012年 6月 Top500ランキング 1位のセコイアシス

テムにも採用された．Blue Gene/Qは，初代 Blue Gene/Lか

らの設計思想を受け継ぎ，組み込み専用の Powerプロセッ

サを使用し低消費電力で高密度な実装を実現しつつも，ノ

ードごとに 16GBの主記憶と 16コアの 64ビット CPUを実

装し，また各コアあたり 4スレッドのハードウェアスレッ

ド（SMT）を持ち，共有メモリ並列化をサポートすること

で，より汎用的なスパコンとして活用できるようになった

[7]．浮動小数点演算は，各コアあたり 4-wayの SIMD演算

器を持ち，乗加算演算（FMA演算）を用いると，コアあた

り動作周波数の 8 倍の 12.8GFlopsがピーク性能となる[8]．

また，複素数演算においては専用の命令群を利用すること

で 2-wayの SIMDとして使用できる． 

ネットワークは，これまでの 3次元トーラスから 2次元

増えた 5 次元トーラス接続となり，1 リンクあたりの転送

バンド幅は 2GB/sであり，ノードあたり 10方向（双方向）

合計で 40GB/sとなる[1]．5次元の各次元はABCDEで表す．

Aから D軸では軸の長さが 4以上になるとトーラス接続に

なりそれ未満の場合はメッシュ接続となる．一方 E軸は常

に長さが 2 のトーラス接続となる．2x2x2x2x2 が最小単位

のネットワークで，32ノードのパーティションを形成する． 

 

3.2 Blue Gene/Qのののの All-to-all通信通信通信通信 

トーラスネットワークにおける全対全通信のバンド幅

は，トーラスの最長の軸の長さに反比例する．そのため，

使用するノード数が増えるにつれてパーティション全体の

トーラスサイズが大きくなりバンド幅が減少する．式(3)

は，トーラスの最長軸の長さとバンド幅の関係[3]を表して

おり，この式から計算される Blue Gene/Qと Blue Gene/Pの

バンド幅の違いを図 2に示す． 

( )LBeA 8∗∗=  (3) 

 なお，e はパケットヘッダ等オーバーヘッドによる損失

を考慮した効率でここでは 0.9 とし，B はリンクあたりの

バンド幅，L は最長軸の長さ（ただしメッシュ接続の軸の

場合は 2倍する）を表す． 

 

図 2 Blue Gene 2機種によるトーラスの大きさによる全

対全通信の論理バンド幅の比較 

 

Blue Gene/Q は 5 次元トーラスではあるが 5 次元目は長

さ 2で固定なので，4次元分の長さが倍になると，1段階バ

ンド幅が半減する 3次元トーラスの Blue Gene/Pが 64ラッ
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ク時にバンド幅が 1ラック時の 1/4になるのに比較すると，

Blue Gene/Qでは 128ラック時に 1ラック時の 1/2を得られ

るのは大きなアドバンテージである． 

また，トーラスネットワークにおける全対全通信のバン

ド幅はトーラスの形状にも影響される．長さが不均等なト

ーラスの場合，パケットのスケジューリングを工夫しない

とバンド幅が理論性能よりも劣ることが知られている[3]．

我々は，この問題を解決するために，トーラスの長い軸か

ら順にたどるようにパケットをルーティングすることで，

この性能低下を抑える手法を開発し，Blue Gene/Pにおいて

ソフトウェア的に実装した[4]．一方 Blue Gene/Qでは，ハ

ードウェアによるパケットルーティングがサポートされて

おり，任意の順番の軸方向にパケットをたどらせることが

可能となり[1]，不均一な長さのトーラスネットワークにお

いても，全対全通信の性能劣化はほとんど無くなった． 

図 3に Blue Gene/Qにおいて測定された全対全通信のバ

ンド幅をまとめる． 

 

図 3 Blue Gene/Qにおける全対全通信のバンド幅の実測

値の比較 

 

3.3 並列並列並列並列 1次元次元次元次元 FFTの最適化の最適化の最適化の最適化 

Blue Gene/P における並列 1 次元 FFT の最適化において

は，全対全通信のソフトウェアによるパケットルーティン

グを最適化した実装にFFTの実装を組み合わせることで任

意のトーラス形状に対応する最適化 FFTを実現した[4]．こ

れを実現するために，並列 6-step FFTをパイプライン化し，

共有メモリ並列化を用いてノード内のスレッド並列化を行

うことで全対全通信と，FFT のその他の処理とパケットル

ーティングの処理を重ね合わせ，実質的に全対全通信にか

かる時間のみで FFTを行うことを可能とした． 

Blue Gene/Q では，全対全通信自身の最適化は不要なの

で、FFTのその他の処理と全体全通信の並列化のみを行う． 

並列 6-step FFTをパイプライン化するにあたり，n2のFFT

を行う前半部分と，n1の FFTを行う後半部分の 2つに分け，

それぞれについて別々のパイプライン処理を行う．このと

き，図 4 に示すように前半部分は n1/np 個の，後半部分は

n2/np 個の独立した処理に分割することができるのでスレ

ッド並列化が可能となる． 

 

(a)前半部分 

 

(b)後半部分 

図 4 並列 6-step FFTのスレッド並列化 

 

ここで，全対全通信を各スレッドが自分の分だけを行え

ば，前半部分と後半部分をつなぐ部分だけスレッド間の同

期を取れば，スレッド並列化が完成するが，そのままだと，

複数のスレッドがネットワークのバンド幅を奪い合ってし

まい，効率が悪くなる．そこで，全対全通信を 1つのスレ

ッドのみにしかできないように，全対全通信の入り口で制

御する．ここで注意しなければいけないのは，単に全対全

通信にアクセスできるスレッドを 1つにするだけでなく，

各プロセスで，対応するスレッドが同時に通信しなければ

いけない点である．そこで，スレッド制御にカウンタを用

いて，カウンタの値をスレッド数で割った余りが，スレッ

ド ID に等しい場合に，そのスレッドが全対全通信にアク

セスできるようにする．このカウンタの値の更新は，atomic

な加算処理を行う必要があるが，Blue Gene/Qには，L2キ

ャッシュを利用した非常に高速な atomic演算を行う実装が

あり，これを使用することで小さなオーバーヘッドで制御

することができる． 

 図 5に 4スレッドを使用した場合の，6-step FFTの前半

部分についてのパイプライン制御の様子を示す．このよう

に全対全通信の制御を行うことで，全対全通信と他の FFT

に係る処理を重ね合わせて実行することが可能となり，並

列 1次元 FFTの処理時間は，実質的に全対全通信の処理時

間とほぼ等しくなる． 

 

図 5 6-step FFTの前半部分についての全対全通信のスケ

ジューリングによるパイプライン制御 

 

ところで，Blue Gene/Qでは，ノードあたり 16コアあり，

各コアあたり 4つのハードウェアスレッドを持つため，最

大で 64スレッドの共有メモリ並列化が可能である．ノード

あたりの性能を最大化するためには 16 スレッド以上の並

列化が必要であるが，6-step FFT の並列度（n1/np および

n2/np）が十分に大きくない場合，パイプラインの本数を増

やしても十分な性能の向上を得ることはできない． 

そこで，Blue Gene/Q では，スレッド並列化を 2 段階に
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分け，1段目でパイプライン並列化を，2段目でノード内の

FFT計算の並列化を行う，ハイブリッドスレッド並列化手

法を用いる．たとえば，32スレッドを用いる場合，4本の

パイプラインを用い，それぞれのパイプライン毎に 8つの

スレッドを用いて計算処理を並列化する． 

ノード内の FFT計算のスレッド並列化は，式(2)に出てく

る 1次元 FFTを再帰的に 2次元化することにより可能であ

る． 

 

3.4 並列多次元並列多次元並列多次元並列多次元 FFTの最適化の最適化の最適化の最適化 

トーラスネットワークで形成される並列計算機におい

て，多次元の問題を並列化する場合，一般的に問題の次元

とトーラスの次元が同じであれば，トーラスの長さで解こ

うとしている問題を分割すると効率良く並列化できる場合

が多い．また Blue Gene/Qのような 5次元トーラスでは，

解こうとする問題の次元数のほうが小さい場合もある．こ

の場合トーラス上のノードのマッピングを変えることで仮

想的なより次元の低いトーラスを組むことにより問題の次

元にあわせることでうまく並列化できる[9]．例えば，1/2

ラックの Blue Gene/Q（4x4x4x4x2の 5次元トーラス）を 3

次 元 の 問 題 の 並 列 化 に 適 用 す る 場 合 ， 例 え ば

ABxCExD=16x8x4という仮想的な 3次元トーラスを形成で

きる．この例で，A 軸と B 軸を組み合わせて長さ 16 のト

ーラスを形成するには，図 6に示すようなノードのマッピ

ングをすれば良い． 

 

図 6 ノードのマッピングを変更することで複数次元を組

み合わせてトーラスを形成する（4x4の例） 

 

このように 5次元トーラスを仮想トーラスにマッピング

した場合，全対全通信のバンド幅は，仮想トーラスの長さ

に反比例するのではなく，元のトーラスの最長辺の長さに

反比例する． 

多次元 FFTの最適化についても，1次元 FFTと同様にパ

イプライン化を行い，全対全通信と計算を重ね合わせて実

行する．例えば，三次元 FFTの場合，x(n1/px, n2/py, n3/pz)

のように分割したとする．ここで px,py,pz は各軸方向の分

割数で px*py*pz=npである．このとき，1次元 FFT同様に，

前後 2つのグループに分けてパイプライン化する．ここで

は，(1)X と Y，(2)Z の 2 つのグループに分けるとすると，

(1)は n3/npの並列度，(2)は n1*n2/npの並列度があり，それ

らの並列度の分だけパイプライン化，スレッド並列化が可

能である．ここで注目すべきは，2方向以上の FFTを 1つ

のグループにした場合，パイプライン化によって全対全通

信と計算を重ね合わせられるだけではなく，異なる軸方向

の全対全通信同士も重ね合わせることが可能であるという

点である．図 7に示すように，それぞれの方向の全対全通

信を 1つのスレッドからのみアクセス可能になるように制

御する．図 7では，X軸のトーラスの長さが Y軸の倍であ

るため通信時間が倍になっており，結果 Y軸方向の全対全

通信は，X方向の全対全通信に隠れてしまう．長さが同じ

であっても互いに重ねあわされる． 

 

図 7 多次元 FFTのパイプライン化における 2方向の全対

全通信の重ね合わせ 

 

この手法を用いると，本来グループ化した次元数 x2 回

の全対全通信が必要であるが，見かけ上たった 2回の全対

全通信で処理できることになる． 

 

4. Blue Gene/Qにおける性能評価における性能評価における性能評価における性能評価 

4.1 1次元次元次元次元 FFTの性能評価の性能評価の性能評価の性能評価 

まず，パイプラインの本数を変えた場合の 1次元 FFTの性

能の違いを調べた．Blue Gene/Q 1/2ラック（512ノード）

を使用し，ノードあたりのスレッド数=パイプラインの本

数として 1 スレッドから 64 スレッドまで変えた場合の 1

次元 FFTの実効性能の測定値を図 8に示す． 

 

図 8 Blue Gene/Q 1/2ラックにおけるパイプラインの本数

を変えた場合の 1次元 FFTの実効性能 

 

ここで，Theoretical peak（論理ピーク性能）は，1次元 FFT

の計算量を 3回分の全対全通信の通信時間の合計で割った

ものである．この結果では，8スレッドと 16スレッドを使

用した場合の性能がもっとも高く，それ以上のスレッドを

使用しても十分な性能が得られないことが分かる．逆に少

ないスレッド数では，計算部分の処理時間が通信時間より

も増えてしまい重ね合わせが十分ではない状態になる． 

続いて，使用するスレッド数をノードあたりのスレッド

数を 32スレッドに固定し，パイプラインの本数 xパイプラ
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インあたりのスレッド数=32 となる組み合わせを変えて行

った場合の 1次元 FFTの実効性能の測定値を図 9に示す． 

 

図 9 Blue Gene/Q 1/2ラックにおけるパイプライン数と計

算スレッド数を変えた場合の 1次元 FFTの実効性能 

 

図 9でパイプラインが 1本の場合は，通信と計算の重ね

合わせが一切行われていない状態で，この性能が一般的な

並列 6 step FFTの性能であるが，論理ピーク性能の半分ほ

どしか出ていない．パイプラインの本数を増やしていき，

通信と計算が重ね合わせられるようになると，性能が向上

していき，パイプラインを 4本にした場合に論理ピーク性

能の 80%弱まで性能が向上しているのがわかる． 

図 8 と図 9 の結果を比較すると，スレッド並列のハイ

ブリッド化による性能向上はそれほど大きくは無いが，

6-step FFT の再帰的な並列化によって，キャッシュメモリ

の利用が最適化され，図 8で大きな配列の FFTを行う場合

に性能が大きく低下しているのに比べて，性能が低下しな

くなるという利点も得られた． 

図 10は，HPCCベンチマークのG-FFTテストにおける，

本手法を実装した場合の実測値および論理ピーク性能

(limitと表記)を示したグラフである． 

 

図 10 Blue Gene/Qと Blue Gene/Pによる HPCCベンチマー

クの G-FFTテストの結果の比較 

 

Blue Gene/P では，ノードあたり 4コア（=4スレッド）

であり，パイプラインの本数は 4 本である．Blue Gene/Q

では，ノードあたり 32スレッドを使用し，パイプライン 4

本 x8計算スレッドで測定した結果である． 

 

4.2 多次元多次元多次元多次元 FFTの性能評価の性能評価の性能評価の性能評価 

1次元 FFTの場合と同様に，1ノードあたり 32スレッド

を使用し，パイプライン 4本 x8計算スレッドに設定し，2

次元 FFTおよび，3次元 FFTの性能を測定した．このとき

の測定結果を図 11と図 12に示す． 

 

 

図 11 Blue Gene/Qにおける 2次元 FFTの性能 

 

 

図 12 Blue Gene/Qにおける 3次元 FFTの性能 

 

ここで，3次元 FFTの論理ピーク性能は，全対全通信 2方

向分を重ね合わせた場合を考え 4回分の全対全通信の時間

の合計を通信時間として計算したものである．よって，同

じサイズの配列についての論理ピーク性能は 2次元 FFTと

同じになる． 
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5. おわりにおわりにおわりにおわりに 

本報告では以前 Blue Gene/P において我々の提案した並

列FFT計算をパイプライン化して全対全通信と計算を重ね

合わせる手法について，後継機種である Blue Gene/Qにお

いて実装し，性能を評価した．Blue Gene/Q ではハードウ

ェアによるパケットルーティングのおかげで，全対全通信

自体を最適化する必要が無くなった．一方，ノードあたり

のコア数/スレッド数が増えたことによりスレッドのマッ

ピング方法を工夫する必要が生じたが，パイプラインスレ

ッドと計算スレッドの 2段階のスレッドマッピングによっ

て，最適なスレッド並列化を実現できた．これらの最適化

により，Blue Gene/P同様に，全対全通信から計算される論

理ピーク性能に対して 80%前後という高い性能を実現でき

た． 

今後は Blue Gene以外のトーラスネットワークを持つ並

列計算機や，他のネットワーク構造を持つ並列計算機にお

いても本手法を適用した FFTの性能評価や，実アプリケー

ションにおける性能評価をしていきたいと考えている． 
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