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テクニカルノート

いくつかのfダイバージェンス間の
不等式について

一森 哲男1,a)

受付日 2013年5月9日,採録日 2013年7月3日

概要：情報理論の分野では，分布間の差異を測るダイバージェンスという情報量が多数存在する．本ノー
トでは，いくつかの f ダイバージェンス間の不等式について議論する．具体的には，全変動距離と θ ダイ
バージェンス間の不等式，θダイバージェンスと αダイバージェンス間の不等式，および，αダイバージェ
ンス間どうしの不等式を導く．θ ダイバージェンスとは新たに本ノートの中で定義した情報量で，Pearson
と Neymanのカイ二乗ダイバージェンス，および，三角ダイバージェンスを一般化したものである．
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Abstract: There exist many measures of the divergence (or distance or discrimination) between probabil-
ity distributions in the literature on information theory. This note deals with inequalities for some of the
f -divergences, specifically, for the total variation distance, the θ-divergences and the α-divergences. The θ-
divergences introduced here are generalizations of Pearson’s and Neyman’s χ2 divergences and the triangular
discrimination.
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1. はじめに

情報理論では，2つの分布間の差異を定量化するために

f ダイバージェンスという情報量のクラスが定義されてい

る．本論文では，この f ダイバージェンスのクラスに属

するダイバージェンス間で成立する不等式について議論

する．つまり，Kullback-Leiblerダイバージェンスと全変

動距離との関係を表す Pinskerの不等式のような不等式に

ついて議論する．具体的には，全変動距離と θ ダイバー

ジェンス間で成立する不等式，θダイバージェンスと αダ

イバージェンス間で成立する不等式，最後に，αダイバー

ジェンス間どうしで成立する不等式を新たに導く．θダイ
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バージェンスは新しく定義した情報量で，Pearsonのカイ

二乗ダイバージェンス，Neymanのカイ二乗ダイバージェ

ンス，および，三角ダイバージェンスを一般化したもので

ある．

導かれた不等式はすべてパラメータを含むが，これらは

著者の知る限り新規の不等式である．パラメータに具体的

な数値を代入すればいくらでも（パラメータを含まない）

不等式を導くことが可能である．実際，θダイバージェン

スおよび αダイバージェンスに含まれるパラメータ θおよ

び αにいくつかの値を代入することにより，多くの既知の

不等式を導いている．これらは，たとえば，文献 [1]や [2]

などに散見される．また，θダイバージェンスは新しく提

案したものであることもあり，パラメータ θおよび αにそ

の他のさまざまな値を代入することにより，未知の関係式

を作り出すことも可能である．
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2. f ダイバージェンス

分布間の差異を計測するダイバージェンスとして，Csiszár

の f ダイバージェンス [3]は最も一般的なものとして知ら

れている．これは Ali-Silvey距離 [4]ともいわれているが，

f ダイバージェンスは数学で定義される距離関数とは異な

り，対称性や三角不等式が成り立たないので，厳密には，

距離とはいえない．

1 から n までの整数の集合 N = {1, 2, . . . , n} を定義
する．2 つの離散確率分布 P = (p1, p2, . . . , pn) と Q =

(q1, q2, . . . , qn)が与えられたとする．ここで，pi > 0 (i ∈ N)

かつ
∑n

i=1 pi = 1であり，qi > 0 (i ∈ N) かつ
∑n

i=1 qi = 1

である．このとき，両分布間の f ダイバージェンスとは

Df (P ||Q) =
n∑

i=1

qif

(
pi

qi

)

と定義されている．正の実数の集合を R+ とし，実数の

集合を Rと書く．関数 f : R+ → Rは狭義凸で，さらに，

f(1) = 0と正規化されている．しばしば，Df (P ||Q)は P

から Qまでの（有向）距離という．ただし，これを Qか

ら P までの距離と定義する人もいる．

有名な Jensenの不等式より

n∑
i=1

qif

(
pi

qi

)
≥ f

(
n∑

i=1

qi
pi

qi

)
= f(1) = 0

が導かれ，その値が非負 Df (P ||Q) ≥ 0であることが分か

る．また，関数の狭義凸性より，Df (P ||Q) = 0となるの

は，すべての i ∈ Nに対し pi = qiとなるとき，および，そ

のときのみである．

たとえば，f(t) = t log t (t > 0)とおけば，f ダイバー

ジェンスは

n∑
i=1

pi log
pi

qi

となり，Kullback-Leibler（以下，K-Lと略する）ダイバー

ジェンス [5]が得られる．これは相対エントロピーや情報

ダイバージェンスなどさまざまな名前で呼ばれている [6]．

表 1 に関数 f(t)とそれにより定まるダイバージェンス

をいくつか与える．表 1 のD = D(P ||Q)はK-Lダイバー

ジェンスを，また，D̄ = D(Q||P )は逆 K-Lダイバージェ

ンスを示す．χ2 = χ2(P ||Q) は Pearson のカイ二乗ダイ

バージェンス [7]を，また，χ̄2 = χ2(Q||P )はNeymanのカ

イ二乗ダイバージェンスを表している．H = H(P ||Q)は

Hellinger距離の二乗（Hellingerダイバージェンス）[8]と呼

ばれ，P とQに関して対称である．すなわち，H = H(P ||Q)

はH(Q||P )に等しい．Δ = Δ(P ||Q)と V = V (P ||Q)はそ

れぞれ三角ダイバージェンス（triangular discrimination）

と全変動距離（�1距離）といわれ，これらも P とQに関し

表 1 代表的な f ダイバージェンス

Table 1 Typical examples of f -divergences.

f(t) (t > 0) ダイバージェンス

t log t D = D(P ||Q) =
n∑

i=1

pi log
pi

qi

− log t D̄ = D(Q||P ) =
n∑

i=1

qi log
qi

pi

(t − 1)2 χ2 = χ2(P ||Q) =
n∑

i=1

(pi − qi)2

qi

(t − 1)2

t
χ̄2 = χ2(Q||P ) =

n∑
i=1

(qi − pi)2

pi

(
√

t − 1)2

2
H = H(P ||Q) =

n∑
i=1

1

2

(√
pi −

√
qi

)2
(t − 1)2

t + 1
Δ = Δ(P ||Q) =

n∑
i=1

(pi − qi)2

pi + qi

|t − 1| V = V (P ||Q) =
n∑

i=1

|pi − qi|

tα − 1

α(α − 1)
Aα = Aα(P ||Q) =

1

α(α − 1)

(
n∑

i=1

pα
i

qα−1
i

− 1

)

表 2 代表的な α ダイバージェンス

Table 2 Typical examples of α-divergences.

α ダイバージェンス

−1 χ̄2 = 2A−1

0 D̄ = A0

1/2 H = 1/4 A 1
2

1 D = A1

2 χ2 = 2A2

て対称である．最後は Chernoffの αダイバージェンス [9]

であり，これは 1つのパラメータ −∞ < α < +∞を含ん
でいる．α = 1の場合は極限操作により

f(t) = lim
α→1

1
α(α − 1)

(tα − 1) = t log t

となり，K-Lダイバージェンス D が導かれる．α = 0の

場合は極限操作により f(t) = − log tとなり，逆 K-Lダイ

バージェンス D̄が導かれる．そのため，αダイバージェン

ス Aα はすべての −∞ < α < +∞の値に対して定義され
る．いくつかのパラメータ αの値に対応するダイバージェ

ンスを表 2 に与える．

3. 全変動距離と θ ダイバージェンス間の不
等式

この節では，カイ二乗ダイバージェンス χ2，χ̄2 および

三角ダイバージェンス Δを一般化した θ ダイバージェン

スを定義し，全変動距離 V の二乗との大小関係を導く．

補題 1 0 ≤ θ ≤ 1ならば，関数 (x−1)2/(θx+1−θ) (x >

0)は狭義凸である．

証明 f(x) = (x − 1)2/(θx + 1 − θ) とするとき

f ′(x) = 2{θx2 + 2(1 − θ)x + θ − 2}/(θx + 1 − θ)2 とな

り，さらに，f ′′(x) = 4/(θx + 1− θ)3 となる．この分母に

含まれる項 θx + 1 − θを θx + 1 − θ = θx + (1 − θ)1と見

c© 2013 Information Processing Society of Japan 2345
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表 3 代表的な θ ダイバージェンス

Table 3 Typical examples of θ-divergences.

θ ダイバージェンス

0 χ2 = Θ0

1/2 Δ = 1/2 Θ 1
2

1 χ̄2 = Θ1

なせば，0 < min{x, 1} ≤ θx + 1 − θ ≤ max{x, 1}となる
ことから，θx + 1− θ > 0が得られる．ゆえに，f ′′(x) > 0

となり，f(x)は狭義凸となる． �

この狭義凸関数 (x − 1)2/(θx + 1 − θ) (x > 0)により定

まる f ダイバージェンスを θダイバージェンスと呼ぶこと

にする．すなわち，

Θθ = Θθ(P ||Q) =
n∑

i=1

(pi − qi)2

θpi + (1 − θ)qi
(1)

を定義する．順に，θ = 0, 1/2, 1を代入すると，Θ0 = χ2

（Pearsonのカイ二乗ダイバージェンス），Θ 1
2

= 2Δ（三角

ダイバージェンス），Θ1 = χ̄2（Neymanのカイ二乗ダイ

バージェンス）が導かれる．この結果を表 3 に与える．

定理 1 0 ≤ θ ≤ 1ならば，不等式 V 2 ≤ Θθが成り立つ．

証明 定義より，V 2 = {∑n
i=1 |pi − qi|}2 ={∑n

i=1

√
(pi − qi)2

}2
となる．ここで，θpi +(1− θ)qi > 0

なので，この式は

V 2 =

{
n∑

i=1

√
(pi − qi)2

θpi + (1 − θ)qi

√
θpi + (1 − θ)qi

}2

と書き直せる．ここで，Cauchy-Schwarz の不等式

(
∑

i xiyi)2 ≤ (
∑

i x2
i )(
∑

i y2
i ) を用いると，すなわ

ち，xi =
√

(pi − qi)2/(θpi + (1 − θ)qi) および yi =√
θpi + (1 − θ)qi とおくと，

V 2 ≤
(

n∑
i=1

(pi − qi)2

θpi + (1 − θ)qi

)(
n∑

i=1

(θpi + (1 − θ)qi)

)

の関係が得られる．
∑

i pi =
∑

i qi = 1なので，上式の右

辺第 2項は 1に等しくなり，θダイバージェンスの定義式

(1)より V 2 ≤ Θθ が得られる． �

系 1 V 2 ≤ χ2，V 2 ≤ 2Δ，V 2 ≤ χ̄2 が成り立つ．

証明 順に，θ = 0, 1/2, 1を定理 1の不等式に代入す

ると結果が得られる． �

4. αダイバージェンスと θダイバージェンス
間の不等式

パラメータ −1 ≤ α ≤ 2を持つ関数 fα(x) (x > 0)を以

下のように定義する．すなわち，α �= 0, 1の場合，

fα(x) =
(

xα − 1
α(α − 1)

− x − 1
α − 1

)

×
(
−α − 2

3
x +

α + 1
3

)
− (x − 1)2

2

と定義し，α = 0, 1の場合は，それぞれ，

f0(x) = (− log x + x − 1)
(

2
3
x +

1
3

)
− (x − 1)2

2

および

f1(x) = (x log x − x + 1)
(

1
3
x +

2
3

)
− (x − 1)2

2

と定義する．

補題 2 パラメータが −1 ≤ α ≤ 2のとき，x > 0に対

し fα(x) ≥ 0となる．

証明 α �= 0, 1の場合を考える．f ′
α(x)および f ′′

α(x)

を求めると，それぞれ，

f ′
α(x) =

xα−1 − 1
α − 1

(
−α − 2

3
x +

α + 1
3

)

− α − 2
3

(
xα − 1

α(α − 1)
− x − 1

α − 1

)
− (x − 1)

および

f ′′
α(x) = xα−2

(
−α − 2

3
x +

α + 1
3

)

− 2(α − 2)
3

(
xα−1 − 1

α − 1

)
− 1

が得られる．さらに，g(x) = f ′′
α(x)とおくと，

g′(x) = −1
3
(α + 1)(α − 2)xα−3(x − 1)

が得られる．−1 ≤ α ≤ 2なので，(α+1)(α−2) ≤ 0となる

ことから，g(x)は 0 < x < 1の範囲で減少，x > 1で増加と

なる．さらに，g(1) = 0となることから，g(x) = f ′′
α(x) ≥ 0

となり，fα(x)が凸となる．fα(1) = f ′
α(1) = 0であるこ

とから，fα(x) ≥ 0 (x > 0)が得られる．α = 0, 1の場合

も，同様に証明ができる．よって，−1 ≤ α ≤ 2のとき，

fα(x) ≥ 0 (x > 0)となる． �

定理 2 −1 ≤ α ≤ 2ならば，不等式

Aα ≥ 1
2
Θ−α−2

3

が成り立つ．

証明 θ = −(α − 2)/3とおくと，−1 ≤ α ≤ 2ならば

0 ≤ θ ≤ 1となる．よって，x > 0のとき θx + 1− θ > 0と

なる．1−θ = (α+1)/3より，(−(α−2)/3)x+(α+1)/3 =

θx + (1− θ) > 0に注意すると，補題 2の不等式 fα(x) ≥ 0

は，α �= 0, 1のとき，

xα − 1
α(α − 1)

− x − 1
α − 1

≥ 1
2

(x − 1)2

θx + 1 − θ

と書き直せる．左辺は狭義凸関数であり，これにより定ま

る f ダイバージェンスは，

n∑
i=1

1
α − 1

(
pi

qi
− 1
)

qi =
n∑

i=1

pi − qi

α − 1
= 0
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に注意すると，Aα に等しくなる．また，右辺も補題 1よ

り狭義凸関数であり，これにより定まる f ダイバージェン

スは，定義式 (1)より， 1
2Θθ である．α = 0, 1の場合も，

同様に証明ができる．よって，この定理が成り立つ． �

系 2 不等式 H ≥ 1
4Δが成り立つ．

証明 α = 1/2を定理 2の不等式に代入すると結果が

得られる． �

系 3 −1 ≤ α ≤ 2 ならば，不等式 Aα ≥ 1
2V 2 が成り

立つ．

証明 定理 1と定理 2の不等式から導かれる． �

系 4 不等式 χ̄2 ≥ V 2，D̄ ≥ 1
2V 2，H ≥ 1

8V 2，D ≥ 1
2V 2，

χ2 ≥ V 2 が成り立つ．

証明 順に，α = −1, 0, 1/2, 1, 2を系 3の不等式に代

入すると結果が得られる． �

α = 1のときの不等式 D ≥ 1
2V 2 は Pinskerの不等式と

して知られている [10]．

5. αダイバージェンス間どうしの不等式

定理 3 α ≤ β のとき，不等式

αAα ≤ βAβ

が成り立つ．

証明 これを証明するためには，関数

F (α) = αAα (−∞ < α < +∞)

が増加関数であることを示せばよい．最初に，F (α)がα = 1

で連続であることを示す．α = 1では F (1) = A1 = D と

なる．一方，α �= 1のとき，

F (α) =
1

α − 1

(
n∑

i=1

pα
i

qα−1
i

− 1

)

となり，α → 1のときの極限を調べてみと，

lim
α→1

F (α) =
n∑

i=1

pi log
pi

qi
= D

となる．このことから，F (α)が α = 1で連続であること

が分かる．

次に，α �= 1と仮定して，F ′(α)を求めると，

F ′(α) =

∑n
i=1

pα
i

qα−1
i

{
(α − 1) log pi

qi
− 1
}

+ 1

(α − 1)2

となる．この式の分子の最後の項の 1を
∑n

i=1 piで置き換

えると，この式の分子は

n∑
i=1

[
pα

i

qα−1
i

{
(α − 1) log

pi

qi
− 1
}

+ pi

]

と書ける．

この式全体を pi > 0で除し，さらに，添え字 iを省略し，

見やすいように x = pi/qi と書き換えた第 i項の式を

f(x) = xα−1 {(α − 1) log x − 1} + 1, x > 0

と定義する．以下では，f(x) (x > 0)が非負であることを

示す．

f(x)の右辺で，t = xα−1 > 0とおいた式を g(t)とすると

g(t) = t log t − t + 1

が得られる．g′(t) = log t，g′′(t) = 1/tより g(1) = g′(1) =

0かつ g′′(t) > 0より，g(t) ≥ 0すなわち f(x) ≥ 0が示さ

れる．よって，F ′(α) ≥ 0となり，結果，F (α)は増加関数

となる． �

系 5 2H ≤ D，2H ≤ χ2，D ≤ χ2 が成り立つ．

証明 順に，(α, β) = (1/2, 1), (1/2, 2), (1, 2)を定理 3

の不等式に代入すると結果が得られる． �

系 6 2H ≤ D̄，2H ≤ χ̄2，D̄ ≤ χ̄2 が成り立つ．

証明 系 5の P とQを入れ替えて，H = H(P ||Q) =

H(Q||P )に注意すればよい． �

6. あとがき

新たに θダイバージェンスを導入し，全変動距離と θダ

イバージェンスの間の大小関係（定理 1），θダイバージェ

ンスと αダイバージェンスの間の大小関係（定理 2），最後

に，αダイバージェンス間どうしの大小関係（定理 3）を

明らかにした．著者の知る限り，これらの関係は新規であ

る．さらに，パラメータにいくつかの値を代入することに

より，多くの既知の不等式を導いた．
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