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論理関数のCNFからBDDの効率的な構築法

戸田　貴久1,a)

概要：論理関数の CNFが与えられるとき，その論理式を表す二分決定グラフ BDDを構築するための新し

い手法を提案する．CNFは従来から用いられている論理関数の伝統的な表現法の一つである．BDDには

論理関数を操作するための様々な演算が備わっているので，CNFよりも BDDを用いる方が適切な多くの

問題がある．しかし，CNFから BDDの構築は自明な計算ではない．本稿では，まず CNFを表す中間表

現を計算し，それから BDDに変換する二段階の BDD構築法を提案する．さらに，提案法で中間表現と

して用いられるデータ構造は，BDD構築だけでなく，有向グラフ上の列挙問題など様々な問題に対して有

用であることも示す．
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Efficient Construction of BDDs from CNFs

Abstract: We propose an algorithm to construct the binary decision diagram (BDD) for a CNF formula
of a Boolen function. A CNF formula is a usual representation of Boolean functions and has been used
for a long time. On the other hand, various operations to manipulate Boolean functions are available in a
BDD, and thus there are many problems where using BDDs are more efficient, however converting CNFs to
BDDs is not a trivial task. In this paper, we propose a construction algorithm through two stages: we first
compute an intermediate representation of a CNF formula, and then construct the corresponding BDD. We
furthermore show that the data structure used as an intermediate representation is useful not only in BDD
construction, but also in various problems such as enumeration problems on directed graphs.

Keywords: binary decision diagram, BDD, Boolean function, CNF, conjunction normal form, dualization,
symbolic computation，ternary decision diagram, TDD

1. はじめに

論理回路の設計や検証，人工知能，組合せ論などにおけ

る多くの問題において論理関数は基本的な概念である．そ

のような問題を効率的に計算するために，論理関数の効率

的な表現と操作が不可欠である．

CNFは従来から用いられている論理関数の伝統的な表

現法の一つである．しかし，応用上重要な関数のサイズが

指数になることがあったり，充足可能性判定や等価性判定

などの基本操作を扱いにくいなどの欠点がある．他の表現

法として，論理関数をグラフとして表す二分決定グラフ

BDD [1]がある．BDDは多くの問題に対して実用上効率
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のよい表現として知られており，広く用いられてきた．例

えば，いったん論理関数が BDDとして表現されるならば，

上述の判定を含む様々なクエリに定数あるいは多項式時間

で答えることができる．また，論理演算などの基本操作を

効率的に実行できるという利点もある．したがって，CNF

から BDDへの変換は応用上重要な問題であるが，これは

自明な計算ではない．

CNFから BDDを構築するおそらくもっとも広く用いら

れている方法は，CNFの各節に対応する BDDを構築し，

それらの論理積を計算するものである．各節の BDD構築

はその節のリテラル数に比例する時間で可能だが，BDDの

論理積の最悪計算時間は入力 BDDサイズの積に比例する

ので，すべての論理積を計算するためには節の数に関して

指数的な時間を要するかもしれない．さらに悪いことに，

計算途中で無数の中間 BDDが生成されたり，最終的に得
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られる BDDよりずっと大きいサイズの BDDが現れたり

することがある．これに対して Huangら [2]は，充足可能

性判定の計算で有用な DPLL手続きを応用した BDD構築

法を提案している．素朴な構築法の方が速く構築できる場

合もあるが，多くのデータに対してDPLLに基づく方法で

著しい高速化と省メモリ化が達成されたことが報告されて

いる．堀山ら [3]は，一般の CNFではなく，ホーン CNF

と BDDの間の変換を理論的な観点から扱っている．

本稿では，CNFや DNFなどを含むさまざまな対象を表

現するデータ構造 ZTDDを導入する．ZTDDはもともと

論理関数の項集合の表現として提案されているが，本稿で

は ZTDDを符号つき集合族（通常の集合族の拡張概念）の

ためのデータ構造としてより一般的な観点から捉え直す．

さらに，符号つき集合族を操作するためのいくつかの基本

アルゴリズムを提案する．それらのアルゴリズムを組合せ

て，CNFから BDDを構築できることを示す．さらに，有

向グラフ上での列挙問題にも応用できることを示すこと

で，ZTDDおよび提案アルゴリズムは，CNFだけに限ら

ず，符号つき集合族として特徴づけられうるさまざまな対

象に関する計算問題に対して有効であることを示す．

本稿の構成を以下にまとめる．2節に本稿で必要となる，

論理関数に関する基礎的な概念と結果をまとめる．論理関

数のためのデータ構造 BDDも導入する．3節でもう一つ

のデータ構造 ZTDDを導入し，その有用性について議論

する．4節で BDDと ZTDDに基づくさまざまな基本アル

ゴリズムを与える．これらを応用して，CNFから BDDを

構築する手法を与える．さらに，有向グラフ上の部分グラ

フの列挙などへも応用できることを示す．5節で本研究を

まとめる．

2. 論理関数とそのデータ表現

提案手法で用いられる，論理関数に関する基礎的な概念

を本節でまとめる．さらに，論理関数のためのデータ表現

BDDを導入し，CNFから BDDを構築する既存手法につ

いて解説する．

2.1 論理関数に関する基礎概念

用語は基本的に [4] に従う．n 変数の論理関数は

f : {0, 1}n → {0, 1} の形の関数である．0 と 1 の間の順

序は通常の数の順序とする．二値ベクトル u, v ∈ {0, 1}n

の間の順序は，すべての成分 ui, vi に関して ui ≤ vi のと

き u ≤ vとする．ただし，ベクトルの i番目の成分を ui, vi

と表す．n 変数の論理関数 f, g の間の順序は，すべての

u ∈ {0, 1}n に関して f(u) ≤ g(u)のとき f ≤ gとする．

リテラルは変数あるいはその否定である．変数を正リテ

ラル，その否定を負リテラルと呼び，両者を区別する．い

くつかのリテラルの論理和を節，論理積を項と呼ぶ．ただ

し，節や項は互いに否定の関係にあるリテラルを含まず，

さらに同一のリテラルを重複して含まないとする．論理関

数 f に対して項 tが t ≤ f を満たすとき，tは f の内項とい

う．ここで，tとそれが表す論理関数とを同一視している．

tからどのリテラルを除いても f の内項でなくなるとき，t

は f の主項という．論理関数 f のいくつかの項 t1, . . . , tn

の論理和 φ = ∨1≤i≤nti が f と等しいとき，φを f の DNF

と呼ぶ．双対的に，f のいくつかの節 c1, . . . , cm の論理積

ψ = ∧1≤i≤mci が f と等しいとき，ψを f の CNFと呼ぶ．

節をリテラルの集合とみなすとき，CNFは集合族をなす．

DNFに関しても同様である．本稿では混同の恐れがない

とき，CNFや DNFを集合族と同一視する．

2.2 論理関数のデータ表現

二分決定グラフ（略して BDD）は論理関数のグラフ表

現である [1]．図 1に，二変数以上が 1のとき 1を返す論

理関数を表す BDDの例を示す．最上段の節点は根と呼ば

れる．内部節点は変数の添数と他の節点への二つの有向枝

を持つ．V (f)は内部節点 f に対応する変数の添数を表し，

LO (f)と HI (f)は f の有向枝が指す節点を表す（それぞ

れ f の LO節点，HI節点と呼ぶ）．LO節点への有向枝は

LO枝と呼び，点線矢印で表す．同様に，HI節点への有向

枝は HI枝と呼び，実線矢印で表す．二つの終端節点 ⊥と
>がある．
以下の二条件を満たすものを二分決定グラフ BDDと呼

ぶ．第一に，内部節点 uが vを指すとき，V (u) < V (v)が

満たされなければならない．第二に，以下のいずれの簡約

規則も適用できないという意味で既約でなければならない

（図 2）．

( 1 ) 内部節点 uの両方の枝が同一の節点 vを指すならば，u

を指す全ての枝を vを指すように変え，uを削除する．

( 2 ) もし節点 uと vを根とする部分グラフ同士が等価なら

ば，部分グラフを共有する．

BDD は以下のように理解されうる．BDD の根から終

端節点に至る道は，論理関数の変数への 0, 1 割り当てと

関数値を表す．道上でラベル k の節点で HI 枝が選ばれ

るとき k 番目の変数 xk には 1 が割り当てられ，LO 枝

が選ばれるとき xk には 0 が割り当てられることを意味

する．さらに，その道が >に到達するとき関数値は 1と

なり，⊥ に到達するとき 0 となる．例えば，図 1 にお

いて道 1© 99K 2© → 3© → >， 1© 99K 2© → 3© 99K ⊥，
1© → 2© → > はそれぞれ f(0, 1, 1) = 1，f(0, 1, 0) = 0，

f(1, 1, 0) = 1，f(1, 1, 1) = 1を意味する．ここで，三番目

の道に 3©が現れていないが，節点削除規則により， 3©の
両方の枝は >を指すことが分かり，したがって x3 に 0を

割り当てても 1を割り当ても関数値は 1であることが分

かる．

変数集合 V および変数順序が固定されているならば，V

上の論理関数は BDDとして一意な形をもつ（例えば [5]）．
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図 1 三変数上の多数決関数を表す BDD

Fig. 1 The BDD for a majority function of three variables
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(a) 節点削除規則
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(b) 節点共有規則

図 2 BDD の簡約規則

Fig. 2 The reduction rules of BDDs

効率性のため，各 BDD 節点 p はそれが保持する三つ組

(V (p) ,LO (p) ,HI (p))に対して一意になるようにハッシュ

表で管理されている．すなわち，関数 BDD UNIQUEは添

数，LO節点，HI節点の組 (k, l, h)を受け取り，対応する

節点がハッシュ表に登録されているときその節点を返す．

登録されていないとき，V (p) = k，LO (p) = l，HI (p) = h

を満たす節点 pを作成してハッシュ表に登録して pを返

す．これにより等価なグラフを表す異なる節点が作成され

なくなる上，グラフの等価性判定を定数時間のうちに行え

るようになる．

BDD上の任意の節点に関して，その節点を根とする部

分グラフは BDDである．したがって，混同の恐れがない

ときには BDD上の一つの節点とそれを根とする BDDと

を同一視する．論理関数 f を表す BDDを B(f)で表す．

本稿では |B(f)|は B(f)における内部節点の個数を表し，

B(f)のサイズと呼ぶ．

BDDの特徴は，明示的なデータ表現に比べサイズを抑制

できること，論理関数に関するさまざまな基本操作をBDD

上で実行できることである．例えば，論理和，論理積，排

他的論理和などがある．そのような操作を実現する汎用的

な演算として Apply演算が知られている [1]．Apply演算

は BDDの構造に関して再帰的に実行され，その最悪計算

時間は二つの入力 BDDサイズの積に比例する [6]．

2.3 BDD構築のための既存手法

論理関数の CNFから BDDを構築するための既存手法

を解説する（図 3）．一つの節を表す BDDは，その節に現

れる変数番号に関して降順にリテラルを見ていき以下の操

作を繰り返すことでボトムアップに構築される．現在まで

得られた BDDを f とする（最初 ⊥で初期化する）．次の
リテラルが xj のとき f を BDD UNIQUE (j, f,>)で更新

し，次のリテラルが ¬xj のときBDD UNIQUE (j,>, f)で
更新する．明らかに，一つの節を表す BDDの構築にはそ

の節に現れるリテラルの個数に比例する時間を要する．節

ごとに BDDを構築し，その後それらの論理積をとること

で，CNFを表す BDDを得る．

論理積演算と BDD UNIQUEは通常の BDDライブラリ

において提供されるので，上述の手法を実装するのは容易

であるが，その反面いくつかの欠点がある．

• 実際的な効率は論理積を適用する順序に依存する．著
者の知る限りにおいて，適切な順序は知られていない．

• 論理積演算を節の個数分だけ繰り返すので，最悪の場
合，節数に関して指数的な時間を要するかもしれない．

• 出力 BDDに現れない BDD節点が計算途中に多数生

成されうる．

Huangら [2]は，充足可能性判定の計算で有用な DPLL

手続きを応用した BDD構築法を提案している．上述の素

朴な構築法の方が速く構築できる場合もあるが，多くの

データに対してDPLLに基づく方法で著しい高速化と省メ

モリ化が達成されたことが報告されている．

3. 符号つき集合族とそのデータ表現

本節では，提案手法で用いられる，もう一つのデータ表

現 ZTDDを導入する．ZTDDは論理関数の項集合の表現

として提案されているが，本稿では ZTDDを符号つき集

合族のためのデータ構造としてより一般的な観点から捉え

直し，ZTDDの有用性について議論する．

3.1 符号つき集合族

2.1節において，CNF（節の集合）や DNF（項の集合）

など集合族としての論理関数の表現を導入した．これらの

集合族に属する各集合は以下の二条件を満たすものとして

特徴づけられる．

( 1 ) 集合は符号つきの要素からなり，各要素は非ゼロ整数

とみなされる．

( 2 ) 符号だけ異なる二要素は同一の集合に属さない．

CNF や DNF 以外にも，例えば，有向グラフ上の二節

点を結ぶ（単純）道の集合や木の集合など様々な部分グラ

フの集まりが上の条件を満たす（例えば，有向枝 (i, j)は

i < j のとき正，i > j のとき負として符号を定めれば良

い）．そのような集合族を扱うたびごとに上の条件を確認

するのは煩雑である．本稿では一般性の観点から，これら

二条件を満たす集合を符号つき集合と呼び，それらの集ま

りを符号つき集合族と呼ぶ．
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(d) A ∧B

図 3 A = x1 ∨ x2, B = x1 ∨ x3, C = x2 ∨ x3 のとき対応する BDD．A ∧ B ∧ C を表す

BDD は図 1 に示される．

Fig. 3 The BDDs, where A = x1∨x2, B = x1∨x3, C = x2∨x3. The BDD for A∧B∧C
is shown in Fig. 1.

3.2 ゼロサプレス型三分決定グラフ

符号つき集合族のためのデータ表現ゼロサプレス型三分

決定グラフ（略して ZTDD）を導入する．ZTDDは項の

集合のためのデータ表現として安岡 [7]により提案された．

安岡は単に三分決定グラフ TDDと呼んだが，同じ名前で

呼ばれる他のデータ表現があるため（例えば [8]），それら

と区別するために本稿では ZTDDと呼ぶことにする．

本データ表現は BDD から（より直接的には後述する

ZBDD から）派生した表現であり，BDD との相違点は

以下の三つである．第一に，各内部節点からは他の三つ

の節点への有向枝が出ている（図 4）．節点 f に対して

ZERO(f) ,NEG(f) ,POS (f)はそれぞれ f の三つの有向

枝が指す節点を表す（それぞれ f の ZERO節点，NEG節

点，POS節点と呼ぶ）．BDDでは ZERO節点は ⊥の別名
として使われることがあるが，ここでは ⊥を意味しない．
ZERO節点，NEG節点，POS節点への有向枝をそれぞれ

ZERO枝，NEG枝，POS枝と呼び，点線矢印，破線矢印，

実線矢印で表す．節点ラベルは対応する要素の絶対値とす

る．第二に，ZTDDでは以下の簡約規則が採用されている．

( 1 ) 内部節点 uの POS枝と NEG枝がともに ⊥を指すな
らば，uを指す全ての枝を uの ZERO節点を指すよう

に変え，uを削除する（図 5）．

( 2 ) もし節点 uと vを根とする部分グラフ同士が等価なら

ば，部分グラフを共有する．

節点共有規則はBDDと同じであるが，節点削除規則が異な

ることに注意されたい．第三に，根から終端節点への道は

一つの符号つき集合に対応する（図 4）．すなわち，道上で

ラベル kの節点で POS枝が選ばれるとき正の要素 k (> 0)

が集合に含まれ，NEG枝が選ばれるとき負の要素 −k が
集合に含まれ，ZERO枝が選ばれるとき kも −kも集合に
含まれない．そして，この道が>に至るとき，その集合は
ZTDDが表す集合族に属し，逆に ⊥に至るときその集合
は属さない．

BDD と同様に，符号つき集合族は ZTDD として一意

な形をもつ．ZTDD 節点はハッシュ表で管理され，関数

ZTDD UNIQUEは与えられたラベルと三つの子節点をも

つ ZTDD節点を返す．符号つき集合族 F を表す ZTDDを

Z(F)で表す．|Z(F)|は Z(F)における内部節点の個数を

表し，Z(F)のサイズと呼ぶ．

3.3 ZBDDの拡張としての ZTDD，その有用性

通常の集合族のデータ表現としてゼロサプレス型二分決

定グラフ（略して ZBDD あるいは ZDD）が湊により提案

されている [9]．ZBDDもまた BDDから派生したデータ

表現である．ZTDDにおいて各節点のNEG枝は常に⊥を
指すものとして忘却し，実質的に POS枝と ZERO枝だけ

を使った場合のデータ表現が ZBDDに相当する．ZBDD

は要素が存在するか存在しないかに関して各節点での分岐

を表した決定グラフである．一方，ZTDDでは負の要素の

存在も扱うことができる．負の要素が存在しない集合族を

扱う場合は実質的に ZBDDと同じであるから，この意味

において ZTDDを ZBDDの拡張とみなすことができる．

もちろん，ZBDDにおいても符号つき集合族を扱うことは

可能である．例えば，正の要素 k (> 0)を 2k − 1，負の要

素 −kを 2kと符号化すれば良い（例え ば [10], pp.83ある

いは [5], pp.277の練習問題 252）．しかし，この方法では

符号だけ異なる二要素は同一の集合に属さないという条件

を自然に表現できない．したがって，ZBDDの構造に関す

る再帰呼び出し（BDDやその派生形において極めて重要

な操作）において，節点のラベルの奇偶に応じて計算の振

る舞いを変えなければならないという煩雑さが生じる．

ZBDDが様々な組合せ問題の計算やデータマイニングな

どへ応用されているのに対して（例えば，[11], [12], [13],

[14]），著者の知る限り ZTDD は [7] において論理関数に

対する BDDとは別の表現として提案され，VLSI設計や

CADへの応用が示唆されたこと以外に後続の研究はない

ようである．3.1節において述べたように，符号つき集合

族は CNFや DNF以外にも有向グラフの部分グラフの集

まりとしても現れる．他にもデータマイニングにおいて，

ユーザによるアイテム評価に関するデータセット（例えば，
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Fig. 5 The node elimination rule for ZTDDs

MovieLensデータセット）は，各評価を明確に良いあるい

は悪い評価とみなせる場合とそれ以外（どちらともとれな

い評価）の三値に分けるとき，符号つき集合族となる．こ

のように厳密な二値化が困難なデータセット，あるいは不

完全なデータや未定義値を含むデータセットなどへの応用

が期待される．

4. アルゴリズム

本節では，符号つき集合族から ZTDDを構築するアル

ゴリズムを与える．そのような ZTDDを受け取り，すべ

ての極大符号つき横断を表す BDDを計算するアルゴリズ

ムも与える．これら二つを組み合わせることで CNFから

BDDを構築できることを示す．さらに，論理関数のすべ

ての主項を表す ZTDDを計算するアルゴリズムも与える．

以上のアルゴリズムを組み合わせることで，すべての極小

符号つき横断を計算できることを示し，この計算の応用例

も与える．

4.1 ZTDDの構築アルゴリズム

アルゴリズム 1では，符号つき集合族 F が与えられる
とき，F を表す ZTDDを返す再帰関数 COMPが定義され

ている．ここで，各集合 S ∈ F において，絶対値に関して
d番目に大きな要素を d番目の要素と呼ぶ．S は符号だけ

が異なる二要素を同時に含まないので，d番目の要素は一

意に定まる．簡単のため，さらに，各集合 S ∈ F は正の無
限大 +∞を要素として含むと仮定する．
アルゴリズム 1は [15]で提案された ZBDDの構築アル

ゴリズムと類似の方法に基づいている．各再帰呼び出しに

おいて F を F+,F−,F0 に効率的に分割するために，以下

の前処理を行う．集合 S ∈ F の要素を絶対値に関して昇
順に並べ，S を文字列とみなす．F に対して文字列の整列
アルゴリズム（例えば [16]）を適用し，F を辞書順に整列
させる．ただし，符号だけが異なる二要素に関して，正の

要素が負の要素より小さいと仮定する．また，F の各集合
（へのポインタ）は配列に格納されているとする．このと

き，アルゴリズム 1における kを d番目の要素として持つ

集合が配列の先頭から連続して位置し，−k を d番目の要

素として持つ集合がその後に続き，それ以外の集合は残り

の場所に位置する．したがって，アルゴリズム 1の各再帰

Algorithm 1 符号つき集合族 F を表す ZTDDを計算す

る．最初 d = 1で呼び出されなければならない．
function COMP(F , d)

if F = ∅ then
return ⊥ZTDD;

end if

k ← F の集合で d 番目の要素の絶対値のうち最小値;

if k = +∞ then

return >ZTDD;

end if

F+ ← F の集合で d 番目の要素が k に等しい集合全体;

F− ← F の集合で d 番目の要素が −k に等しい集合全体;

F0 ← F \ (F+ ∪ F−);

f+ ← COMP(F+, d+ 1);

f− ← COMP(F−, d+ 1);

f0 ← COMP(F0, d);

f ← ZTDD UNIQUE (k, f0, f−, f+);

return f ;

end function

呼び出しにおいて F を三分割するためには，F− の最初の

位置と，F0 の最初の位置を二分探索で発見すれば十分で

ある．

アルゴリズム 1の計算時間よりも前処理として行う整列

化の方が支配的である．出力 ZTDDはボトムアップに構築

され，アルゴリズムの途中で生成される節点は出力 ZTDD

に現れるので，必要な記憶量は出力 ZTDDサイズに比例

する．

4.2 すべての極大符号つき横断を計算するアルゴリズム

アルゴリズムに進む前に，符号つき横断の概念を導入す

る．通常の集合族 F に対する横断とは，F に属するすべ
ての集合と交差する集合である．特に，任意の集合は空集

合族 ∅の横断とする．本稿では符号つき横断を，通常の意
味で横断であり，符号つき集合である（符号だけ異なる二

つの要素を同時に含まない）ものとして定義する．文脈か

ら明らかなときは単に横断と呼ぶ．包含関係に関して極小

な横断を極小横断，極大な横断を極大横断と呼ぶ．

例 1. 例えば，集合族 {{1,−2}, {−1, 3}, {−2, 3}} に対し
て，{1,−1, 3} は横断であるが符号つき横断ではない．
{3}や {1,−2}などは横断ではない．{1, 2, 3}，{1,−2, 3}，
{−1,−2, 3}，{−1,−2,−3}は極大符号つき横断*1である．

*1 通常の横断では台集合が最大の横断であるが，符号つき横断では
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表 1 F = {{1,−2}, {−1, 3}, {−2, 3}} のとき χF の真理値表

Table 1 The truth table for χF , where F =

{{1,−2}, {−1, 3}, {−2, 3}}.

x1 x2 x3 χF

0 0 0 1 ← {−1,−2,−3}
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1 ← {−1,−2, 3}
1 1 0 0

1 0 1 1 ← {1,−2, 3}
0 1 1 0

1 1 1 1 ← {1, 2, 3}

Algorithm 2 ZTDD f が与えられるとき，すべての極大

符号つき横断を表す BDDを計算する．
function MAX TRANS(f)

if f = >ZTDD then

return ⊥BDD;

end if

if f = ⊥ZTDD then

return >BDD;

end if

h− ← MAX TRANS (NEG (f));

h+ ← MAX TRANS (POS (f));

t← BDD UNIQUE (V (f) , h+, h−);

h0 ← MAX TRANS (ZERO(f));

h← AND(h0, t);

return h;

end function

{1, 3}，{−2, 3}，{−1,−2}は極小符号つき横断である．
符号つき集合族 F に対するすべての極大符号つき横断を
表現するために，極大符号つき横断なら 1を返し（受理し），

そうでないなら 0を返す（拒否する）論理関数 χF を定義

する（表 1）：各極大符号つき横断 T に対して，i ∈ T が正

の符号をもつとき xi := 1，負の符号をもつとき x|i| := 0

とするとき χF (x1, . . . , xn) := 1と定める．関数値が 1と

なる 0-1割り当て以外はすべて関数値を 0とする．このよ

うな論理関数を表す BDDを用いてすべての極大符号つき

横断を列挙するためには，BDDの根から >に至るすべて
の道をたどれば良い．

アルゴリズム 2では，符号つき集合族 F を表す ZTDD

f := Z(F)が与えられるとき，F に対するすべての極大
符号つき横断を表す BDDを返す再帰関数MAX TRANS

が定義されている．関数 ANDは，二つの BDDを受け取

り，それらの表す論理関数の論理積を表す BDD を返す

（2.2節）．

アルゴリズム 2の正当性を入力 ZTDD f = Z(F)の構造

に関する帰納法で証明する．f = >ZTDDのとき，F = {∅}
である．空集合に交差できる集合は存在しないので，返り

値は ⊥BDD である．一方，f = ⊥ZTDD のとき，F = ∅で
そのような最大元は存在せず，一般に複数の極大元が存在する．

あり，任意の符号つき集合が横断となる．したがって，返

り値は >BDD である．よって，f を内部節点とする．T が

F の極大符号つき横断であるための必要十分条件は，以下
の二つをともに満たすことである．

( 1 ) T は ZERO(f)の表す集合族の極大横断である．

( 2 ) V (f) ∈ T ならば T は NEG(f)の表す集合族の極大

横断であり，−V (f) ∈ T ならば T は POS (f)の表す

集合族の極大横断である．

極大性から，T はV (f)か−V (f)のいずれか一方を含まな

ければならないことに注意されたい．前者に対応する極大

横断は，帰納法の仮定より，MAX TRANS (ZERO(f))

によって表現される．一方，後者に対応する極大横

断は，BDD UNIQUE (V (f) , h+, h−) によって表現され

る．ここで，h+ := MAX TRANS (POS (f))，h− :=

MAX TRANS (NEG (f))とする．よって，これら二つの

BDD の論理積により，両方の条件を満たす極大横断を

表すことができる．以上により，f が内部節点のときも

MAX TRANSが正しい結果を返すことが示された．

以下の定理は，アルゴリズム 2は再帰呼び出しにおいて

生成される中間 BDDのサイズに強く依存することを示し

ている．

定理 1. 入力 ZTDD f に対して，アルゴリズム 2 は

O(|f | · N(f)2) 時間で計算できる. ここで N(f) :=

max {|MAX TRANS (f ′) | : f ′ は f 上の節点 }.

証明. 入力ZTDD上の各節点（を根とするZTDD）f ′に対

して，それを入力としたときの出力BDDMAX TRANS (f ′)

をハッシュ表で記憶する．これにより各 f ′ に対して

MAX TRANS (f ′) の計算はちょうど一度だけしか行わ

れない. 関数 BDD UNIQUE は定数時間で計算される.

|t| < |h+|+ |h−|+ 1から，O(N(f))を得る．AND(h0, t)

の計算時間は入力 ZTDDサイズの積であり，したがって

O(N(f)2)である．ゆえに, MAX TRANS (f)の計算に要

する時間は O(|f | ·N(f)2)である.

4.3 CNFから BDDの構築アルゴリズム

COMPとMAX TRANSとを組合わせることで，CNF

から BDDを構築できることを示す．F を CNFの集合族

としての表現とする．このとき，F の極大符号つき横断
は，F のどの節にも現れるリテラルの集まりであり，し
たがって，すべての節を充足させることのできる変数への

0-1割り当てに対応する．よって，F のすべての極大横断
を受理する論理関数 χF は，CNFとして F が表現する論
理関数に一致する．例えば ，表 1において与えられる χF

は，F = {{1,−2}, {−1, 3}, {−2, 3}}が CNFとして表す論

理式 (x1 ∨ ¬x2) ∧ (¬x1 ∨ x3) ∧ (¬x2 ∨ x3)と等価である．
以上から，COMPとMAX TRANSとを組合せることで，

CNFから BDDを構築できることが示された．
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Algorithm 3 BDD hが与えられるとき，すべての主項を

表す ZTDDを計算する．
function PI(h)

if h = >BDD then

return >ZTDD;

end if

if f = ⊥BDD then

return ⊥ZTDD;

end if

p0 ← PI (AND (LO (h) ,HI (h)));

p− ← DIFF (PI (LO (h)) , p0);

p+ ← DIFF (PI (HI (h)) , p0);

p← ZTDD UNIQUE (V (h) , p0, p−, p+)

return p;

end function

4.4 論理関数のすべての主項を計算するアルゴリズム

アルゴリズム 3では，論理関数 f を表すBDD h := B(f)

から f のすべての主項を表す ZTDDを返す再帰関数 PIが

定義されている．関数 DIFFは，二つの ZTDDを受け取

り，第一引数の表す集合族から第二引数の表す集合族の差

を表す ZTDDを返す [7]．

アルゴリズム 3は以下の再帰式に基づいている．論理関

数 f を変数 xk に関して f = xk ∧ f |xk=1 ∨¬xk ∧ f |xk=0と

展開*2するとき，f のすべての主項の集まり PRIME (f)は

PRIME (f) = A ∪ {¬xk ∧ p : p ∈ B} ∪ {xk ∧ p : p ∈ C}

を満たす（[5], pp. 278，練習問題 253）．ただし，A :=

PRIME (f |xk=0 ∧ f |xk=1)，B = PRIME (f |xk=0)\A，C =

PRIME (f |xk=1) \Aとする．
この再帰式はCoudertとMadre [17]による主項の計算法

において用いられた．彼らの方法では，項の集合をMeta-

Productと呼ばれる符号化により BDDで表している．す

なわち，pを項とするとき，pにおける各変数 xi の出現を

表す変数 oi，出現リテラルの正負を表す変数 si をもうけ

る．すなわち，oi = 0ならば xi も ¬xi も pには出現しな

い．oi = 1かつ si = 1ならば xi が出現する．oi = 1かつ

si = 0ならば ¬xiが出現する．すべての主項を受理する論
理関数をこれらの変数を用いて展開できるので，それに従

い対応する BDDを構築している．この構築における再帰

処理はアルゴリズム 3と本質的に同じであるが，このよう

にして得られた BDDは通常の BDDと区別されなければ

ならないので煩雑である．一方，ZTDDでは表現されてい

るデータが符号つき集合族であるかぎり，特別な配慮は何

も必要ないという利点がある．

4.5 すべての極小符号つき横断を計算するアルゴリズム

以下の定理で示されるように，COMPとMAX TRANS

と PIを組合わせることで，符号つき集合族からすべての
*2 f |xk=1 は f において xk = 1 として得られる論理関数を表し，

f |xk=0 は f において xk = 0 として得られる論理関数を表す．

極小符号つき横断を表す ZTDDを計算できる．

定理 2. F を符号つき集合族とする．論理関数 χF の主項

は，（集合として見るとき）F の極小符号つき横断である．
逆に，F の極小符号つき横断は χF の主項である．

証明. pを χF の主項，T を pが表す符号つき集合とする．

T がもし横断でないならば，F の集合 U で T と交差しない

ものがある．もし T が k (> 0)も −k も持たないならば，
U は kと −kのうち高々一つを持つので，U が持っていな
い方の要素を T に加える．この操作を繰り返すことで，T

を含み U と交差しない極大符号つき集合 T ′ を得る．pは

内項なので，T ′は χF によって受理されなければならない．

よって，T ′ は極大横断となるが，これは T ′ が U と交差し

ないことに矛盾する．ゆえに，T は横断である．T が極小

であることは，pが主項であることからただちに導かれる．

逆に，F の任意の極小符号つき横断 T が（項として見る

とき）χF の主項であることは，上と同様の議論で容易に

導かれるので証明を省く．

極小符号つき横断の計算は様々な応用がある．例えば，

有向グラフ G = (V,E)上の固定された二節点 s, tについ

て sから tを結ぶすべての有向道の集まりを F とすると
き，極小 s-tカットセット，すなわち Gの辺集合でそれら

を除去することで sと tを非連結にする極小なものは，F
の極小符号つき横断*3に対応する．

5. まとめ

本稿では，CNFや DNFなどを含むさまざまな対象を抽

象化した概念として符号つき集合族を定義し，符号つき集

合族を表現するデータ構造 ZTDDを導入した．ZTDDは

もともと論理関数の項集合の表現として提案されているが，

本稿では ZTDDをより一般的な観点から捉え直し，その

有用性について議論した．符号つき集合族を操作するため

のいくつかの基本アルゴリズムを提案した．その応用とし

て，CNFから BDDを構築できることを示した．さらに，

有向グラフ上の極小 s-tカットセット列挙に応用できるこ

とも示した．

ZTDDおよび提案アルゴリズムは，CNFだけに限らず，

符号つき集合族として特徴づけられうるさまざまな対象に

適用可能なので，グラフ列挙やデータマイニングにおける

問題への幅広い応用が今後期待される．

*3 極小 s-t カットセットは方向だけが異なる二辺を同時に含まない
（従って，符号つき集合である）．なぜなら，極小 s-t カットセッ
ト C が (u, v) と (v, u) を含むと仮定せよ．一般性を失うことな
く，C のすべての辺を除去した後のグラフで s と u, t と v がそ
れぞれ同じ連結成分に属すと仮定できる．明らかに C \ {(v, u)}
は依然 s-t カットセットなので C の極小性に反する．
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