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SIMD演算有効利用のための入力データ並列2電子フォック

行列計算

本田 宏明1,4,a) 稲富 雄一2,4,b) 真木 淳3,c)

概要：既存のハートリーフォック分子軌道法プログラムでは計算ボトルネック部分である 2電子フォック

(G行列)計算において SIMD 演算を有効に利用することは難しい．そのため，分子構造の異なる複数の入

力データを同時に計算するアレイジョブ型の計算を SIMD演算に割り当てた場合の SIMD演算の有効利

用性についての検証を行なった．テスト計算としての複数の同一入力による計算から，(ss, ss)，(ps, ss)，

(ps, ps) の各積分タイプ毎の G 行列計算に対し 2 ウェイの倍精度浮動小数点 SIMD 演算が可能な Intel

Xeon X5650では最大 1.75 倍の速度向上が，4ウェイの SIMD演算が可能な Intel Xeon E5-2650 では最

大 2.5倍の速度向上が可能であるとの結果を得た．

1. はじめに

理論化学分野，とりわけ ab initio 分子軌道法に基づく量

子化学計算の分野は近年の計算機環境の著しい発展とあい

まって，現在に至るまで着実に進歩しており，分子の電子

状態の計算のみならず，その成果の無機，有機，生化学や

創薬などの広汎な分野への応用が進んでいる。しかしなが

ら，生体系など現在望まれている大規模分子系への分子軌

道法の適用には依然として種々の解決すべき問題が残され

ている．その一つが計算に必要なフォック行列要素の効率

的な生成法の開拓である．フォック行列の計算アルゴリズ

ムについては，高速な計算機を利用しての大規模分子系の

計算に向いている，積分駆動型アルゴリズムが既に確立さ

れており [1]，多くの量子化学計算にて実際に適用されてい

る．しかしながら計算対象の分子系がますます大きくなっ

ている現在では，更なるフォック行列計算の高速化が必要

であり，ソフトウエアアルゴリズムのみならず，ハードウ

エアの特徴を活かした効率の良いアルゴリズムの開拓が急

務である．

現在，京コンピュータを越えた，次世代のエクサスケー

ルに至るコンピュータシステムやソフトウエア技術，それ

に関わる周辺技術を扱った文献は急増しており，多くの研

究においてエクサスケールコンピュータ実現を到達目標
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とした周辺技術の研究が行われている．有名な技術報告と

しては米国 DARPAによる “Exascale Computing Study”

[2] や，国内では「今後の HPCI に関する技術開発に関わ

る報告書」[3] などがあり，今後のエクサスケールに至るた

めの技術課題やその解決法について様々な議論が展開され

ている．その多くの研究では，今後，アクセラレーターを

含むメニーコアプロセッサを搭載した数十万ノードに達す

る大規模並列コンピュータが開発されるのでは，と予想さ

れている．

この様な大規模並列コンピュータに対して分子軌道法で

は，フラグメント分子軌道法等の方法の適用により現在の

ところMPIやOpenMP によるハイブリッド並列を利用し

た 2万並列に達するスケーラブルな計算が可能となってい

る [4]．

しかしながら，メニーコアプロセッサへの対処について

は，GPGPU による研究が進んでいるものの，依然として

十分に進んでいるとは言えないのが実情である．メニーコ

アプロセッサについては，高性能低消費電力化の要請から

現在のマルチコアプロセッサに比較し，コアについては制

御回路を簡素化する方向に，多数のコア間についてはネッ

トワーク型通信方法の方向に向うと考えられており，以下

のような主要な特徴を持つと予想されている．1. 100 コア

以上のメニーコア構成，2. プロセッサあたりの主記憶量の

低減ならびに主記憶に対するコアあたりの提供メモリバン

ド幅の低下，3. 命令処理におけるインオーダー実行，4. バ

ス方式からパケットスイッチネットワーク通信型へのコア

間通信方式の変更，5. 16 ウェイ以上の SIMD 演算器．こ

れらの特徴を考慮した有効なプログラム実装が必要になる
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といえる．

これら多くの特徴に対し，本研究では多数のウェイ数を

持つ並列度の高い SIMD演算器の有効利用に着目した．後

述するが，本研究が対象とする制限的ハートリーフォック

(RHF)分子軌道法のボトルネックとなる 2電子フォック

行列 (G行列)計算では全演算における SIMD 演算割合が

1% 未満と低く，今後例えば 16ウェイの演算器を持つプロ

セッサが開発された場合，1/16程度の実行性能となってし

まうことが危惧される．

これに対し本研究では，複数の入力からなるデータを

SIMD演算器に割り当て同時に計算することで 分子軌道法

計算においても SIMD 演算資源を有効活用出来無いか？と

の観点にて新規の実装ならびに性能評価を行なった．分子

軌道法では，分子の解離過程や反応過程の際に考慮が必要

な多数の分子構造に対し，構造以外の全ての計算パラメー

タについて同じ計算を行なうことが多く，入力データ並列

計算が実際に有効利用可能である．

本研究ではまず，複数の同一入力を与えた場合にでは有

効な計算が可能か？について調査し，SIMD 計算利用を

行った場合の性能の最大となる結果を求める．また，今回

は通常行なわれている MPI や OpenMP並列化を適用せ

ず，逐次実行でのテスト計算を行なう．

2章では分子軌道法プログラム全体構成ならびにボトル

ネックとなるG行列計算構成，既存アルゴリズムにおける

SIMD演算が非効率となる原因について述べる．3 章では

入力データ並列計算について，分子軌道法全体計算での取

り扱いならびに G行列計算における SIMD並列計算とす

るための実装の詳細について述べる．4章ではその性能評

価について，5章ではまとめと今後の課題を述べる．

2. 既存分子軌道法計算と SIMD演算効率

ここでは RHF分子軌道法計算手法のアルゴリズムなら

びに既存手法での SIMD化効率について説明する．

2.1 分子軌道法計算の全体アルゴリズム

図 1に RHF 分子軌道法計算全体のアルゴリズムを示す．

最初に入力の後，1電子フォック計算ならびに初期密度行

列計算を行なう．次に得られた密度行列を用いG行列計算

を行い，フォック行列対角化を通して新規の密度行列計算

を求め，G行列計算の入力としての密度行列と新規の行列

が収束しほぼ同じ結果となるまで繰り返し計算を行う．収

束後に得られた密度行列計算から種々の物理量の計算を行

なう．

G 行列計算部分が全体計算におけるボトルネックである

ことが知られており，大きな分子ではその計算実行時間に

おいて 99% 以上になることもある．

2.2 G行列計算

図 2にボトルネックとなるG行列計算部分のアルゴリズ

ムを示す．本研究では計算に積分駆動型アルゴリズム [1]

を採用した．全体として 8重ループ構造をとっており，上

位 4重ループのループ長はペプチド分子等の比較的大きな

分子にてそれぞれ数百を越える．下位 4 重ループは上位

ループ変数の値に応じてループ長が異なり，それぞれ 1∼6

の値をとる場合が多い．8重ループ最下層のループボディ

部において原始電子反発積分といわれる量が計算される．

本研究では小原積分法 [6]にて計算を行なった．この小原

積分法では積分を初期項と漸化項に分け計算する．初期項

では 8重ループの各ループ変数に依存して決定される値 T

を計算し，この T 値により条件分岐による不完全ガンマ関

数の計算を行う．T がある閾値より小さい場合にはテーブ

ル参照によるTaylar 展開の方法で，T が閾値より大きい場

合には平方逆数計算を含む解析的な方法により計算する．

漸化式部分については I,J,K,L の組み合わせにより異った

種類の計算を行う．計算に使用する原子のガウス型関数の

最大角運動量により，漸化計算の種類 (積分タイプ)数が異

なり，角運動量 L = 0, 1, 2, 3 · · · (s, p, d, f · · ·関数)まで考

慮する際，それぞれ 1, 6, 21, 55, · · ·種類の漸化計算が選択
され，計算される．

また，計 8重ループにもなる大きな計算のため，不要な

計算を削減するため，図中の (A),(B),(C) の位置にてルー

プ内の計算寄与が閾値より小さいと判断される場合にはそ

の計算がスキップされる．

2.3 本研究での対象プログラム

本研究における RHF法プログラムについては，九大の

稲富らが中心になり開発している超並列フラグメント分子

軌道法プログラム (OpenFMO)のプロジェクト [8] の一部

にて開発された，全て C 言語にて記述されたプログラムを

もとにしている．本バージョンでは，GAMESS プログラ

ム [5]と同様に，単一の G 行列プログラムにて複数の積分

タイプの計算が可能とする実装を利用した．その際に予め

計算で使用するシェルの出現順序を変更することで G 行

列計算にて行う電子反発積分の積分タイプが計算中にラン

ダムに出現しないよう工夫している．

2.4 G行列計算と SIMD演算効率

上記に説明した通常の計算アルゴリズムは GAMESS等

の多くのプログラムにて使用されているが，その SIMD 演

算効率は低い．下位 4重ループ長を全て即値にて 3と固定

した場合の (H2O)8 分子の (ps, ps)型積分タイプのみから

なる G行列テスト計算を行った．Intel Xeon X5650 プロ

セッサ, Intel Compiler 13.0 の O3 最適化にて Perfmon2

ライブラリ [7]によるハードウエアカウンタの取得結果か

ら，SIMD 化された浮動小数点演算数割合は 1% 未満で
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図 1 分子軌道法プログラム主要構成

図 2 2 電子フォック行列プログラム

あった．

一般に，コンパイラの自動並列化機能を利用してコード

中の多重ループ箇所の SIMD化オブジェクトコード生成を

行うには，最内ループが容易にループアンローリング可能

であることならびにループボディ部にデータ依存性が少な

い事が必要である．しかしながら，上記の一般的なG行列

計算コードでは，1. 下位 4重ループ長が上位 4重ループの

変数 I,J,K,L に依存し，全て実行時に決定される，2. 原始

積分計算からなるループボディ部に複雑なデータ依存性が

あり，条件分岐も存在する，といった性質があり，効率的

な SIMD計算が妨げられると考えられる．

2.5 アクセラレーターによる既存並列計算

G 行列計算をハードウエアサポートによりアクセラレー

ター加速実行する方法として，これまで ERIC 2電子積分

計算専用プロセッサによる計算 [9]のほか，Cell プロセッ

サ [10] や GRAPE-DR[11] によるテスト計算，GPGPU

による計算が複数報告されている [13]-[16]．特に最近の

GPGPU による研究結果では，数倍 ∼ 10倍程度の高速化

が達成されている [16]．GPU の計算では上位 4重ループ

が互いに計算依存性が無いことに着目することでスレッド

並列化が行なわれている．

3. 入力データ並列計算コード変更

次に本研究にて提案する分子軌道法計算のための入力

データ並列のためのプログラム実装について説明する．

3.1 全体プログラム

前節 2.1にて説明したが，プログラム全体において，ボ

トルネック部分は G 行列計算部分のみである．そのため，

入力データ並列計算を SIMD演算に割り当て計算するのは

G 行列計算部分のみとした．図 3に全体プログラムにおけ

る変更点を示す．

1 電子フォック行列，2電子フォック行列 (G行列)，密度

行列等，プログラム全体を通して利用するデータは全て異

なる入力データ毎に離散的な配置とした．このようにする

ことで SIMD 化計算を行なう G 行列計算内部以外のコー

ドでは既存のプログラムを再利用可能とする事が可能であ

る．G 行列計算内部では，計算の主要な入力である密度行

列を，異なる入力データ毎に離散的な配置から，行列要素

の異なる入力に対応するデータを連続配置とするよう，並

び換えを行う．G 行列の計算後にはこの計算の出力に対応

するG行列について，行列要素毎に異なる入力に対応した

連続配置のデータを入力データ毎の離散的な配置へと並び

替えを行う．このG行列により続く計算について既存コー

ドをほぼそのまま利用可能となる．

3.2 G行列計算プログラム

G 行列計算内部では，入力データ並列の計算に対しても

分子構造パラメータ以外の入力は同一であるため，制御構

造はおおまかにはオリジナルプログラムと同様である．し

かしながら，図 2に示した，(A),(B),(C) の 3箇所の条件

において，分子構造の異なる入力に依存して一般に真にな

る条件が異なる．この場合では，複数の入力データに対応

する条件が全て真になる場合にのみループ内部の計算を省

略可能となる．

G 行列計算内部での 8重ループ内ループボディ部におけ

るプログラム変更点を図 4に示す．前節で説明したように

小原積分法を実装しているループボディ部は 8 重ループの

それぞれのループ添字に依存した T ならびに種々のデー

タの計算を行う箇所とその T の値による条件分岐部分，続

く漸化計算部分がある．条件分岐以外の箇所については各

文毎に個々の入力に対応する連続データについてループ計

算を行う．その際にはループ長に対応する入力データ個数

を即値により指定する．この記述を通して，オリジナルの

原始電子反発積分の各文が入力データ並列に対するコンパ

イラの自動 SIMD 化対象コードとなる．条件分岐箇所に

ついては各入力毎に通常のループ計算コードを記述する．

この複数の入力データに対する文毎のループについて

は，簡単のため，Intel Compiler の拡張仕様による配列表
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図 3 入力データ並列分子軌道法プログラム

図 4 入力データ並列原始電子反発積分プログラム

記によっても記述可能である．

4. 性能評価実験

4.1 性能評価測定環境

本研究では SSE4.2 命令の 2ウェイの倍精度浮動小数点

計算が可能な Xeon X5650 (2.67GHz, 6コア)プロセッサ

ならびに AVX命令の 4ウェイの倍精度浮動小数点計算が

可能な Xeon E5-2650 (2.00GHz, 16 コア) デスクトップパ

ソコンの 2種類の計算機環境を利用した．コンパイラとし

て，Intel Compiler 13.0.1 を利用し，両計算機環境におけ

る O3 最適化の他，Xeon E5-2650 環境では AVX オプショ

ン最適化を追加した．

計算の入力としては，複数の入力データを全て同一とし，

(H2O)8 分子，6-31G 基底関数系を使用した．この入力で

は図 2 の上位 4重の各ループ長が最大 104 となり，下位 4

重ループ長は 1∼6 にて実行時に変動する．

性能測定方法として，2電子フォック箇所の実行時間測

定ならびに，Perfmon2ライブラリ [7] によるハードウエア

カウンタデータ取得ライブラリを利用した．

図 5 G行列計算の入力データ並列度あたりの速度向上比 (2ウェイ

SIMD 演算可)

4.2 入力データ並列計算の速度向上比

逐次実行計算における N 個の同一入力データを処理する

計算では，1 個の入力の通常計算に比較して，N 倍の実行

時間が必要であるが，SIMD演算資源を利用した並列計算

が可能である場合には実行時間が減少する．これに対し，

本研究では以下の速度向上比を利用し評価を行う．

Ratio =
Exec.time(1)×N

Exec.time(N)
(1)

ここで Exec.time(1)， Exec.time(N) はそれぞれ 1 入力

ならびに N 入力における実行時間を示す．2ウェイの倍精

度 SIMD演算器が利用可能なプロセッサにて，2入力の計

算を行なった場合，もしも SIMD 演算により 2倍の実行

速度にて計算可能であれば，速度向上比は 2となる．この

ように，上式で定義した速度向上比では最大で SIMD演算

器のウェイ数の値を持つ．

4.3 積分タイプ毎のG行列計算性能評価

G行列計算の入力データ並列度あたりの速度向上比につ

いて，図 5と図 6に倍精度 2ウェイ SIMD演算器が利用可

能な Xeon X5650 と 4ウェイ SIMD演算器が利用可能な

Xeon E5-2650 による計算結果をそれぞれ示す．

Xeon X5650 における計算では，並列入力データ数が増

加するに従い，(ss, ss) ∼ (ps, ps) のそれぞれについて，速

度向上比が増加してゆき，8並列にて 1.75倍程度に達する．

一方 Xeon E5-2650 では，X5650 と同様に，並列入力デー

タ数が増加するに従い増加し，8並列以降では (ss, ss) 2倍

程度，(ps, ps) では 2.5倍程度となっており，両プロセッ

サにおいて高速化が達成された．しかしながら，2ウェイ

の演算器の利用に対しては十分に性能向上が果されたとい

えるが，4ウェイでの結果については 2ウェイの向上比に

比較すると高速化の度合いが低い結果となった．

これらの結果に対し，全浮動小数点計算数あたりの SIMD

演算数割合についてのハードウエアカウンタ測定結果を図

7 ならびに 図 8に示す．図 7から，Xeon X5650 では，入

力データ並列度が 1にて SIMD演算数比がほぼ 0 であった

のに対し，データ並列 2ならびに 4では 0.6∼0.7 に達して

いる．さらに 8以降ではほぼ 1.0 と，100% 近くの浮動小

数点演算が SIMD 化されている．一方，図 8から，2ウェ
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図 6 G行列計算の入力データ並列度あたりの速度向上比 (4ウェイ

SIMD 演算可)

図 7 全浮動小数点演算における SIMD 演算数比 (Xeon X5650，2

ウェイ SIMD 演算可)

図 8 全浮動小数点演算における SIMD 演算数比 (Xeon E5-2650，

4 ウェイ SIMD 演算可)

イ，4ウェイの 2種類の倍精度浮動小数点 SIMD演算が可

能な Xeon E5-2650 の結果では，入力データ並列度が 1に

て SIMD演算数比が 0.1 以下であったのに対し，データ並

列度が 2の場合では 2ウェイ SIMD演算比が 0.98 となっ

た．つぎにデータ並列度が 4 の場合では 2 ウェイ SIMD

演算が最大 0.1，4ウェイ SIMD演算が 最大 0.95と，ほ

ぼ 4ウェイ SIMD演算での計算がなされている．入力デー

タ並列度 8 以上では，(ss, ss)，(ps, ss)，(ps, ps) のそれぞ

れの計算に対し 2 ウェイと 4ウェイについて 0.1 と 0.9,

0.08 と 0.92, 0.03 と 0.97 の結果であり，ほぼ一定である．

X5658 と E5-2650 との比較から，データ並列度 8 以上で

は X5658 の 2ウェイ演算数比がほぼ 1.0 であったのに対

し，E5-2650 における 4ウェイ演算数比では最大 0.97 程

度となっていた．

図 9と図 10にそれぞれの計算の全演算あたりの浮動小数

点演算割合を示す．X5650，E5-2650 の両計算ともにデー

タ並列度が増加するに従い，徐々に減少しているが，入力

データ並列度 8 以降では 0.25 程度であり，若干の増加傾

図 9 全演算における浮動小数点演算数比 (Xeon X5650，2 ウェイ

SIMD 演算可)

図 10 全演算における浮動小数点演算数比 (Xeon E5-2650，4ウェ

イ SIMD 演算可)

向となっている．この 0.25 程度の浮動小数点演算数比に

より SIMD演算による入力データ並列計算の性能向上が抑

えられていると考えている．

入力データ並列 8 以上にて，両者の全演算における浮

動小数点演算比がおおよそ同じであるが，その一方で全

浮動小数点演算数における SIMD 演算数比については，

E5-2650の 4ウェイ演算比の方がX5650における 2ウェイ

演算比より若干小さく，2ウェイ演算も混在している．こ

れが X5650 に比較し E5-2650 において使用可能な SIMD

ウェイ数に対し低い性能となる原因の一つではないかと考

えられる．

5. まとめと今後の課題

本論文では，分子軌道法の制限ハートリーフォック計算

において，効率的な SIMD計算を行なうことを目的とし，

複数の入力データ並列計算を SIMD演算に割り当て計算す

る試みを行なった．その際に，同一入力を用い，SIMD演

算が最も効率良く実行可能な条件にて結果を調べた．その

結果，2ウェイ SIMD演算が可能な Intel Xeon X5650 で

は最大 1.75 倍，4ウェイ演算が可能な Intel Xeon E5-2650

では最大 2.5 倍の速度向上との結果が得られた．実際の計

算では入力毎に異なる計算により計算が省略されるが，こ

れを SIMD演算では考慮出来ず余分な計算が必要となるた

め性能が低下するが，効率的な演算が可能であることが期

待される．

現在 Intel の Xeon Phi や Haswell プロセッサにて，よ

り多数のウェイ数を持つ SIMD演算も利用可能であり，本

研究の有効性についてのさらなる検証が必要である．ま
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た，実際の分子軌道法計算では MPI や OpenMP による

ノード内外のハイブリッド並列計算が行われる．今回の入

力データ並列計算は，この通常のハイブリッド並列計算と

は独立であるため両立が可能である．しかしながら，同一

プロセッサ内にてハイブリッド並列計算を行なう場合では

逐次計算とは異なる共有キャッシュ利用状況となるため，

通常の分子軌道法ではそれほど顕在化しないバンド幅の問

題が発生する可能性がある．今後はハイブリッド並列との

計算とも組み合わせ，入力データ並列を SIMD 演算計算に

割り当てる方法の検証をすすめる必要がある．また，入力

データ並列を押し進めることで，プロセッサオンチップメ

モリでの使用メモリ量がデータ並列数に比例して増加して

しまい，将来のコア当りのメモリ量減少の問題に直面する

問題についても危惧される．これに対しては，分子軌道法

独自の省メモリアルゴリズムである RT 並列化法 [17]の同

時利用についての検討も必要であると考えている．
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