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エッシャー風タイリング問題に対する局所探索法

今堀 慎治1,a) 酒井 翔平1

概要：1種類の図形によって平面を隙間なく，かつ，重なりなく敷き詰めたものをタイリングと呼ぶ．エッ
シャー風タイリング問題とは，入力図形が与えられ，その図形にできるだけ近い図形によるタイリングを求め

る問題である．本研究では，この問題に対する小泉と杉原の解法（H. Koizumi and K. Sugihara: Maximum

Eigenvalue Problem for Escherization，Graphs and Combinatorics, Vol. 27, 2011, 431-439）について

考察を行い，局所探索にもとづく改善手法を提案する．また，提案手法の性能を数値実験により検証する．

1. はじめに

タイリングとは，様々な図形によって，平面を隙間も重

なりもなく敷き詰めたものである．タイリングは古くから

建築物の装飾などに多く用いられており，現在においても

さまざまな場面で広く使われている．タイリングによって

作られる模様は単純な幾何学図形から，複雑な図形に至る

まで多岐に及ぶ．タイリングには芸術的な側面の他に，数

学的な側面も多くあり，繰り返しの中に現れる法則や性質，

タイリングの種類等について深く考察されている [3], [5]．

オランダの版画家M. C. Escher（エッシャー）は数学的な

見地からタイリングを研究し，タイリングに関する芸術的

な作品を数多く残した [2]．エッシャーは動物などの形を

用いた芸術的なタイリングを作成しており，1種類の図形

を用いた作品や，2種類以上の複数種類の図形を用いた作

品を残している．

エッシャーの作品のようなタイリングを実際に作ろうと

すると，芸術的なセンスや膨大な時間が必要となり非常に

難しいことがわかる．そこで，誰でも簡単にタイリングを

作ることができるよう，計算機を使ってタイリングを生成

する問題が考えられる．この問題はエッシャーの名前と作

品にちなんで Escherization Problem（エッシャー風タイ

リング問題）[6]と呼ばれる．

エッシャー風タイリング問題

ある入力図形 S が与えられたとき，

( 1 )図形 T は平面を敷き詰めることができる，

( 2 )図形 T はできるだけ S に近い形である，

という 2つの条件を満たす図形 T を求める

（問題の詳細は 2章および 3章で説明する）．
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この問題に対し，Kaplanと Salesinはアニーリング法を

用いた発見的解法を提案した [6]．彼らの解法は，入力図形

が凸多角形や凸に近い形状の場合は精度のよい解を得られ

るが，複雑で入り組んだ入力図形に対しては効果的に機能

しないという問題点があった．また，解（タイリング）を求

めるために多くの計算時間を要するという課題もあった．

そこで小泉と杉原は，Kaplanらとは異なるアプローチで

エッシャー風タイリング問題に取り組んだ [10]．彼らは，

入力図形を多角形で近似し，図形同士の近さを定める基準

としてプロクラステス距離を導入することで，エッシャー

風タイリング問題を線形制約のもとでの 2次関数の最小化

問題として定式化を行い，その最適化問題の解を解析的に

求めることに成功した．小泉と杉原の手法は，複雑な入力

図形に対しても，しばしば質の良いタイルを得ることがで

き，さらに Kaplanらの手法よりも短時間で動作するとい

う特徴をもつ．しかし，この解法には入力図形を多角形で

近似する際に，点の配置をどのようにするかによって得ら

れるタイルの質が大きく変わってしまうなど，いくつかの

課題が残った．

そこで本論文では，小泉らの手法の性質と問題点につい

て再考察を行い，各問題点に対して改善するアイデアを提

案する．提案手法の特徴として，数多くのタイルを効率的

に生成するために，局所探索法の枠組みを用いる点があ

げられる．提案手法を実装し，計算実験による性能評価を

行った結果を報告する．

2. タイリング問題

この章では，まずタイリングの基礎的事項についてまと

める．続いて，本研究で対象とするエッシャー風タイリン

グ問題について述べる．
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2.1 タイリングの基礎事項

平面を有限種類の図形で隙間も重なりもなく埋め尽くし

たパターンをタイリングといい，タイリングに使われる図

形をタイルという．2つのタイルが交わるとき，交わりは

曲線となり，その曲線をタイリング辺 (tiling edge)とい

う．また，3つ以上のタイルが交わるとき，交わりは点と

なり，その点をタイリング頂点 (tiling vertex)という．1

つのタイルに対し，タイリング頂点をつないでできる多角

形をタイリング多角形 (tiling polygon)と呼ぶ．なお，タ

イルの形状が多角形のときは，タイリング辺やタイリング

頂点と区別するために，多角形としての辺を図形の辺，多

角形としての頂点を図形の点と呼ぶ．

1種類のタイルからなるタイリングを考える．タイリン

グ上のタイルを 1つ選ぶ．同じタイリング上のあるタイル

に対し，元のタイルと重なるような合同変換のことを対称

(symmetry)という．タイリング上の任意の 2つのタイル

に関して対称が存在し，もしその変換を行ったときにタイ

リング全体も重なるのであれば，そのときその 2つのタイ

ルは同値 (equivalent)であるという．この同値関係によっ

てタイリングのタイルは同値類に分類される．つまり，2

つのタイルが同値であるとき，その 2つのタイルは同じ同

値類に分類されることとなる．タイリングが 1つの同値類

しか持たないとき，isohedralタイリングと呼ばれる．

isohedralタイリングは，数学的に扱い易く，一方で様々

な形を表現するだけの柔軟性も持っている．実際に，1

種類のタイルから成るエッシャーの作品のほとんどが，

isohedralタイリングで出来ていて，さらにエッシャーの

作成した 2種類の図形によるタイリングでは，異なる 2つ

のタイルを一つと見なすと isohedralタイリングとなるこ

とが知られている [6], [7]．このような状況から，本研究で

は，isohedralタイリングのみを考えることとする．

isohedralタイリングの性質は，topological typeと inci-

dence symbolによって決定される．topological typeとは

isohedralタイリングの中の一つのタイルを取って，そのタ

イリング頂点において交わっているタイルの個数 (タイリ

ング頂点の次数)を並べたリストのことを言い，isohedral

タイリングの定義より，タイリングの中の全てのタイルで

そのリストは同じである．topological typeは，isohedral

タイリングの場合，全部で 11種類であることが知られて

いる [3]．また，incidence symbolはタイルの隣接関係を

制限するものであり，tile symbolと adjacency symbolを

合わせたものである．incidence symbolは次のようにして

得られる．

まず初めに，タイリングの中の任意のタイルを選んで，

そのタイルの 1つのタイリング辺に向き付きのラベル aを

付ける．そして，今決めた向きにタイリング辺をたどり，

ほかのタイリング辺にも同様に b, c, . . .とラベルを付ける

(図 1参照)．ただしこのとき，タイリングが，あるタイル

をそのタイル自身に移すような対称を持つ場合は，移る前

と移った後のタイリング辺には，向きを含めて同じラベル

を付ける．このようにして付けたラベルを並べたものが

tile symbolである．図 1（左）は [a+b+c+d+e+f+]，図 1

（右）は [ab+c+dc−b−]となる．ラベルの右肩に付いてい

る符号は，初めに決めた向きとラベルが同じ向きなら +，

逆向きなら−として決められた符号である．ただし，ラベ
ルが両方の向きを持つ場合は，何も付けないこととする．

図 1 incidence symbol（左：標準，右：鏡映を含む）

次に，得られたラベルを隣接する他のタイルにも付け

る．そして，元のタイルのラベルを並べた順番に，元の

タイルのラベルと隣接するラベルを並べたものが adja-

cency symbolである．ただし，対称性のある部分は省略

することとする．図 1（左）の場合は [a+e+d−c−b+f+] と

なり，図 1（右）は [dc−b−a] となる．ここで，ラベルの

右肩に付いている符号は，タイリング辺の両側にあるラ

ベルが違う向きなら +，同じ向きなら −として決められ
た符号である．tile symbol と adjacency symbol を並べ

たものを incidence symbol と呼ぶ．図 1（左）の場合は

[a+b+c+d+e+f+; a+e+d−c−b+f+] となり，図 1（右）の

場合は [ab+c+dc−b−; dc−b−a] となる．topological type

と incidence symbolによって，isohedralタイリングは，93

種類に分類されることが知られており [3]，それぞれ IH01,

IH02, . . ., IH93と書いて区別される．

次に，タイルを変形することを考える．タイルの変形と

は，タイリング頂点の位置を変えることと，タイリング辺

を変形することであり，許される変形は incidence symbol

によって制限される．まず，タイリング辺の変形について

考える．タイリング辺の変形に対する制限は，incidence

symbolから得られ，次の 4種類に分けられる:

S型 タイリング辺の両側のラベルが同じ名前で向きが異

なるとき．この場合は，そのタイリング辺の中点に関

して点対称でなければならない．その条件を満たす範

囲で変形できる．

U型 タイリング辺の両側の名前が異なり，少なくとも一

方が向きを持たないとき．この場合は，そのタイリン

グ辺の垂直二等分線に関して線対称でなければならな
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い．その条件を満たす範囲で変形できる．

J型 両側のラベルの名前が異なり，どちらも向きを持つ

とき．この場合は，そのタイリング辺は自由に変形で

きる．

I型 両側のラベルの名前が等しく，どちらも向きを持た

ないか，どちらも同じ向きを持つとき．この場合は，S

型と U型の両方の条件を満たさないといけないため，

変形できない．すなわち，このタイリング辺は直線分

でないといけない．

同じラベルが付いたタイリング辺は，全て同じ形になると

いうことにも注意する．

タイリング頂点に関する制限も同様に，incidence symbol

によって得られる．タイリング頂点を動かすことは，タイ

リング多角形の形を変えることを意味するが，incidence

symbolによって，タイリング多角形の辺の長さや，内角が

制限される．詳細は文献 [5], [6]において考察されている．

isohedralタイリングには 93種類のタイプが存在するが，

対称性の高いものは変形の自由度が少なく，エッシャー風

タイリングを生成する際に，タイルを変形するという観点

から見れば，その実行可能解がほかのタイプの実行可能解

にすべて含まれてしまう場合がある．例えば，図 2の場合

は，IH10は 1種類の J型の辺しか存在しないのに対して，

IH07の方は 3種類の J型の辺が存在している．つまり，

IH10でタイリング可能なタイルは，必ず IH07でもタイリ

ング可能であると言える． また，図 3の場合は，IH38で

IH07 IH10

図 2 IH07 と IH10 の関係

IH39 IH38

図 3 IH39 と IH38 の関係

I型となっている辺が，IH39では S型となっている．I型

は変形できないのに対して，S型は中点に関して点対称で

あるという条件を満たす範囲で変形できる型であるため，

IH38でタイリング可能なタイルは，IH39でもタイリング

可能である．したがって，エッシャー風タイリングを生成

する際には，対称性の高いものについては省いて考えるこ

とができる．IHi の全ての実行可能解が IHj の実行可能解

に含まれるとき「IHi は IHj に含まれる」と呼ぶ．いずれ

かの辺が変形可能であり，他のどのタイプにも含まれない

ものは 29種類であることが知られているため [5], [9]，本

論文では 29種類のタイリングタイプを考慮する．

2.2 エッシャー風タイリング問題

エッシャー風タイリング問題とは，ある入力図形 S が与

えられたとき，

( 1 )図形 T は平面を敷き詰めることができる，

( 2 )図形 T はできるだけ S に近い形である，

という 2つの条件を満たす図形 T を見つける問題である．

ここで，この問題を最適化問題として書き換える．まず，1

つ目の条件は，本稿では isohedral tilingのみを扱うので，

「図形 T は incidence symbolの定める制約に従う．」と書

き換えることができる．次に，2つ目の条件は，二つの図

形を引数に取り，距離の公理をみたすような関数 d(S, T )

を用いて，「図形同士の距離 d(S, T )が出来るだけ小さい．」

と書き換えることができる．よって，エッシャー風タイリ

ング問題は以下のような最適化問題ということができる．

最小化 d(S, T )，

制約条件 incidence symbolの定める制約．

次章では，この最適化問題における目的関数と制約条件に

ついて詳しく述べ，エッシャー風タイリング問題に対する

既存解法を説明する．

3. エッシャー風タイリング問題の既存解法

本稿ではエッシャー風タイリング問題に対する，小泉と

杉原の定式化および解法 [9],[10]を紹介する．また，この

手法の特徴についての考察を行う．

3.1 図形同士の距離

図形同士の距離 dは，図形の表現方法や，比較の仕方に

よって様々なものが考察されている．タイリングを扱う際

は，回転・伸縮・平行移動によって互いに重なる図形は同

じ形であるとみなすため，回転・伸縮・平行移動に関して

不変な距離が望ましい．小泉らはそのような特徴をもつ距

離の一つである，プロクラステス距離 [8]を用いている．

プロクラステス距離を用いるために，まず図形を n角形

で近似し，その n個の頂点の x, y座標を順番に並べた 2×n

行列 U によって図形を表現する．すなわち n角形の頂点

の x座標を P1x, P2x, . . . , Pnx，y座標を P1y, P2y, . . . , Pny

としたとき，その図形は，

U =

(
P1x P2x · · · Pnx

P1y P2y · · · Pny

)
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という行列で表現される．ただし，行列 U は，第一頂点

P1 を n 角形のどの点とするかによって変化することに注

意する．また，以下では，n角形の頂点を P1, P2, . . . , Pn

としたとき，その位置ベクトルも同じ記号 Pi で表すこと

とし，図形とその図形から得られる行列も，同じ記号で表

すこととする．

重心が原点に重なるように配置された図形 U,W に対し

て，プロクラステス距離 d(U,W )は次式で定義される．

d2(U,W ) = min
s,µ

∣∣∣∣sR(µ)
U

|U | −
W

|W |

∣∣∣∣2
= 1− |UW⊤|2 + 2det(UW⊤)

|U |2|W |2 . (1)

ここで，|X| は行列 X のフロベニウスノルム，s はスカ

ラー，R(µ)は µラジアンの回転行列を表す．この距離は

定義から回転・伸縮・平行移動に関して不変である．

3.2 最適化問題の定式化

2.2節の最適化問題を定式化する．ただし，ここでは式

の細かい展開や定理の証明は省略する．詳しくは文献 [9]

を参照のこと．

まず，目的関数について考える．重心が原点にある入力

図形をW，求める図形（タイル）を U とする．(1)式よ

り，この 2つの図形の距離 d(U,W )を最小にすることは，

|UW⊤|2 + 2det(UW⊤)

|U |2|W |2 (2)

を最大にすることとなる．ここで，ux を図形 U の x座標

を並べた n次元縦ベクトルとする．同様に，uy を図形 U

の y座標，wx を図形W の x座標，wy を図形W の y座

標を並べたベクトルとして，

U =

(
u⊤

x

u⊤
y

)
,W =

(
w⊤

x

w⊤
y

)
,u =

(
ux

uy

)
,w =

(
wx

wy

)

とする．このとき，(2)式の分母と分子はそれぞれ，

|U |2|W |2 = u⊤uw⊤w, (3)

|UW⊤|2 + 2det(UW⊤) =

u⊤

(
wxw

⊤
x +wyw

⊤
y wxw

⊤
y −wyw

⊤
x

wyw
⊤
x −wxw

⊤
y wxw

⊤
x +wyw

⊤
y

)
u (4)

と書くことができる．ここで対称行列 V を

V =
1

w⊤w

(
wxw

⊤
x +wyw

⊤
y wxw

⊤
y −wyw

⊤
x

wyw
⊤
x −wxw

⊤
y wxw

⊤
x +wyw

⊤
y

)
(5)

とすれば，(2)式は，次の形式で書くことができる：

u⊤Vu

u⊤u
. (6)

次に制約条件について考える．これはタイリングタイプ

によって異なるが，ここでは例として IH07について述べ

る．IH07の incidence symbolは，図 4で与えられる．こ

こで，図 5のように点を取ることとする．このとき点の数

を nとし，N = n/6とする．incidence symbolから分か

図 4 IH07 の incidence symbol 図 5 境界上の点の関係

るように，すべての辺は J型であり，同じ辺上の点同士の

間には制約がない．また図 4，図 5から，∠P0,∠Q0,∠R0

を挟む 2辺は同じラベルを持つ．よって，タイリング辺は

P0, Q0, R0を中心とする 120度回転で重ならなければなら

ない．したがって S を 120度回転を施す行列とすると次

式が成り立つ：
S(P ′

i − P0) = Pi − P0 (i = 1, . . . , N)

S(Q′
i −Q0) = Qi −Q0 (i = 1, . . . , N)

S(R′
i −R0) = Ri −R0 (i = 1, . . . , N).

(7)

IH07の場合は回転のみを考慮したが，同様に考えるこ

とにより，ほかのタイプで出てくる平行移動・並進鏡映等

で重なる条件も定式化できる．また，出力図形の重心が原

点に重なるという条件は，1を要素がすべて 1であるよう

な n次元縦ベクトルとして，次式で記述できる：u⊤
x 1 = 0

u⊤
y 1 = 0.

(8)

(7)，(8)式には定数項が入っておらず，すべて変数の線

形結合だけで表されている．したがって，行列Aを用いて，

Au = 0 (9)

とまとめることができる．IH07の場合，行列 Aのサイズ

は (n+ 2)× 2nである．同様にすべての isohedralタイリ

ングのタイプについて制約条件を (9)式の形で書くことが

できる（行列 Aのサイズはタイプによって異なる）．

3.3 固有値問題への帰着

以上より，目的関数は (6)式，制約条件は (9)式に定式

化された．したがってエッシャー風タイリング問題は

最大化
u⊤Vu

u⊤u
(10)

制約条件 Au = 0
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という最適化問題と書くことができる．ここで注意が必要

なのは，行列 Aが isohedralタイリングのタイプによって

異なることと，入力図形W の第一頂点の決め方によって，

行列 V が変わることである．つまり，(10)は isohedralタ

イリングのタイプを 1つに決め，入力図形W の第一頂点

を固定したうえでの問題である．実際は，全ての isohedral

タイリングのタイプについて，第一頂点の点を変えながら

最適化問題 (10)を解き，全ての場合を計算したのちに，最

も目的関数値が大きいものを最適解とすることとなる．

ここで，制約条件を変形する．KerAの正規直交基底を

bi (i = 1, . . . ,m) とすると，制約式 (9)は，

u = ξ1b1 + ξ2b2 + · · ·+ ξmbm (11)

と書ける．行列BをKerAの正規直交基底を並べたもの，ξ

を ξ1, ξ2, . . . , ξmを並べた縦ベクトルとすると，(11)式は，

u = Bξ (12)

と書ける．以上を用いると，最適化問題 (10)は，

最大化
ξ⊤B⊤V Bξ

ξ⊤ξ
(13)

という，無制約最適化問題となる．これは ξのレイリー商

最大化問題であり，対称行列 B⊤V B の最大固有値を求め

る問題である．この行列の最大固有値に対応する固有ベク

トル ξから，出力図形を表すベクトル u = Bξが求まる．

3.4 固有値問題の解析解

本節では，対称行列 B⊤V B の最大固有値と固有ベクト

ルの求め方について述べる．最大固有値を求める代表的な

数値解法としてはべき乗法があるが，ここではべき乗法を

使う必要はなく，以下のように解析解が求まる．

まず，行列 V,B の性質について述べる．行列 V は (5)

式で与えられた行列であり，次のように変形できる：

V =
1

w⊤w

(
ww⊤ + Eww⊤E⊤

)
. (14)

ここで，E =

(
O I

−I O

)
であり，Oは零行列，I は単位行

列である．(14)式から，行列 V は span{w, Ew}への射
影行列であることが分かる．span{w, Ew}はw と Ew

によって張られる空間で，その中の任意のベクトルは

aw + bEw =

(
aI bI

−bI aI

)
w = Gw (a, b ∈ R)

と表される．このベクトルは入力図形W を回転・伸縮し

たものに対応する．すなわち，行列 V は，「入力図形W と

同じ形の図形全体からなる空間」への射影行列である．ま

た，行列 B については，BB⊤ という行列を考えると，

BB⊤ =
∑

bib
⊤
i (biは B の列ベクトル)

となる．これは {bi}が KerAの正規直交基底であること

に注意すれば，span{b1,b2, . . .} = KerAへの射影行列で

ある．さらに，KerAが Au = 0の解空間，すなわちタイ

リングできるための条件を満たす空間であることより，行

列 BB⊤ は，「タイリングできる図形の全体からなる空間」

への射影行列となる．これらの性質を用いて，B⊤V B の

最大固有値，固有ベクトルを求めることができる．

定理 3.1 (文献 [9] p.12 定理 3.2) B⊤V B の最大固有値

は |B⊤w|2
|w|2 であり，それに対応する固有ベクトルは，

B⊤wと B⊤Ewの二つである．

以上より，最適化問題 (13) の解を与えるベクトルは

B⊤w と B⊤Ew となることが分かった．また，u = Bξ

であるので，最終的に求めたい解（タイル）は，BB⊤wと

BB⊤Ewとなる．ここで，BB⊤wと BB⊤Ewは同じ形

状となるため，ベクトル BB⊤wのみを考えればよい．

3.5 計算量

小泉と杉原の解法の計算量について考察する．主に計算

時間がかかるのは，行列Bの計算，最大固有値の計算の中

の B⊤wの計算，解ベクトル BB⊤wの計算である．

行列 B は KerAの正規直交基底を並べたものであった．

行列 Aから行列 B を求める計算はグラムシュミットの正

規直交化で実現でき，その計算量はO(n3)である．この計

算の計算回数は，行列 Aが isohedral tilingのタイプと入

力図形の点の数 n のみによって決まる点に注意すると，1

つの入力図形に対して，29回の計算で十分である．

B⊤wの計算と BB⊤wの計算は行列とベクトルの積で

あり，その計算量はそれぞれO(n2)である．B⊤wの計算

は，タイリングタイプと第一頂点の位置の組合せだけ計算

する必要があるので 29× n回必要である．一方，BB⊤w

の計算は，暫定解よりも最大固有値の値が大きい場合のみ

計算すればよく，その計算回数は入力図形と計算順序によ

るが，B⊤wの計算よりも少ない回数で済む．

3.6 結果と問題点

ここまでで説明してきた小泉と杉原の解法を用いて，タ

イリングを生成した結果を図 6，図 7に示す．この結果は

文献 [11]から引用した． (a)は入力した点画で，(b)は出

(a) (b)

図 6 きつねのタイリング（成功例）
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(a)
(b)

図 7 きつねのタイリング（失敗例）

力された最適解である．図 6を見ると，入力図形に近いタ

イルが出力されていることが分かる．一方，図 7では，入

力図形と出力図形があまり近いとは言えず，また，タイル

が自己交差を持っていることが分かる．つまり，小泉らの

解法には，入力図形の点の配置によって，似た図形でも出

力されるタイルの質が大きく変わるといった課題や，自己

交差を持つ図形が出力されるといった問題点がある．

4. 改善手法

4.1 自己交差に対するペナルティの導入

まず，図 7（b）のように，自己交差を持つ図形が出力

される問題について考える．この原因は (9)式で表される

制約条件にある．先ほどと同様 IH07を例にとって説明す

る．IH07は 120度回転によって各辺が重なるタイプであ

り，制約条件は (7)式で表された．しかし，例えば図 8の

ような自己交差を持つ図形もこの制約条件を満たす．その

ため，自己交差を持つ図形も解として出力されてしまうこ

とがある．同じことが，平行移動や並進鏡映を制約条件に

持つ場合でも言える．この問題を解決するためには，制約

図 8 自己交差を持つ図形 (IH07)

条件に，図形が自己交差を持たないという条件を付け加え

なければならないが，小泉らの解法では制約条件が (9)式

で表されることが重要であったため，上述の制約条件を組

み込むのは難しい．そこで，自己交差があった場合に，目

的関数にペナルティとして課し，その図形が選ばれないよ

うにする．図形 BB⊤w が自己交差を持つ場合 α = 0.1，

自己交差を持たない場合 α = 0とし，目的関数を

|B⊤w|2

|w|2 − α (15)

とする．本研究では，自己交差の検出には平面走査法 [1]

を用いる（O(n logn)の計算量で交差の検出を行う）．な

お，自己交差を持つタイルを完全に排除しても良いが，後

述する局所探索を用いる場合は，ペナルティを課して解候

補に加える方が良いことが多い．以下では，(15)式を新た

な目的関数とする．

4.2 点の位置を変える方法

次に，似た入力図形でも点の配置によって解の質が変わ

るという課題について考える．この原因も制約条件にあ

る．小泉らの提案した制約条件は，図 5や (7)式を見ると

分かるように，各タイリング辺上の点の数が等しくなけれ

ばならない．つまり，1つのタイリング頂点の位置が決ま

ると，残りのタイリング頂点の位置も自動的に決まること

になり，タイリング頂点の位置に関する自由度が低いと言

える．そのため，似た図形でも点の配置が異なるとタイリ

ング頂点の位置が変わり，その結果として，出力される図

形が大きく異なると考えられる．

この問題を改善するため，本節では点の配置を変える手

法を提案する．（入力図形を近似する多角形の生成法を提

案すると言い換えることもできる．）なお，次節では，同じ

目的のため制約条件を緩和する手法を提案する．線画とし

て与えられた入力図形に対して，それを近似する多角形は

無数に存在する．本研究では，良いタイルが得られる多角

形（点の配置）を，以下の局所探索法を用いて探索する．

局所探索法を用いるためには，近傍を定義する必要があ

る．本稿では，現在の点画に対して，点の配置を少し変え

た点画の集合を近傍とする．点配置を変える際，図形の形

（見た目）が変わらないように配置を変えることが求めら

れる．そのため，入力図形の線画を適当な点画として近似

し，この点画に対して次の 2つの前処理を行う．

前処理 1 点画の各点を固定点と可動点に分類分けを行う．

前処理 2 前処理 1を行った後に，各固定点の間にスプラ

イン補間を行う．そして各可動点を補間関数の上に x

座標が等分となるように配置する．

前処理の詳しい説明は本稿では省略する (文献 [4], [12]を

参照)が，図 9の図形に対して前処理を行うと，図 10とな

る（黒点が固定点，白点が可動点を表す）．

図 9 前処理前の図形 図 10 前処理後の図形

次に，前処理後の初期図形の点の配置を変えることを考

える．前処理によって，初期図形の点は固定点と可動点に
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分類分けされ，各固定点の間はスプライン補間が行われて

いる．ここで，前処理 2の方法で可動点を配置することと

すれば，各固定点間の可動点の数mq を決めることで，可

動点は配置される．すなわち，mq (q = 1, . . . , l)の組合せ

{(m1,m2, . . . ,ml) |
l∑

q=1

mq = n− l,mq ∈ N} (16)

が決まれば，ベクトルw は一意に定まる（Nは非負整数
の集合）．ここで，ベクトルwの近傍 N(w)を，

N(w) = [mq ̸= 0となる一つの要素に対し，

{(mq − 1) ∧ (mq−1 + 1)} ∨ {(mq − 1) ∧ (mq+1 + 1)}

としたときに得られるベクトル]

と定義する（m0 はml を，ml+1 はm1 を表すとする）．

以上より近傍が定義できたので，この近傍を用いて局所

探索を行い，目的関数が最大となる図形を求める．まず，

入力図形を適当な点画とし，その図形に対して前処理を行

い，前処理後の図形に対してタイルを求める．これを初期

解とする．次に，近傍内の図形に対して目的関数を計算し，

目的関数値が大きくなるものが得られたとき，そのタイル

を暫定解とする．この操作を繰り返し，近傍内に改善解が

得られる図形が存在しなくなったとき，その解を出力する．

この手法を用いて計算実験を行った結果を図 11に示す．

(a)は入力図形の点画，(b)は (a)から求まるタイリング図

形，(c)は局所探索後の点画，(d)は (c)から求まるタイリ

ング図形である．これを見ると，局所探索を適用する前の

点画よりも，局所探索を適用した後の点画の方が，入力図

形に近い解が得られていることが確認できる．

(a)

(c)

(b)

(d)

図 11 うさぎのタイリング

4.3 制約条件の緩和

前節とは異なる改善手法を提案する．これは，制約条件

を定式化する際に，タイリング辺上の点の数に自由度を持

たせることで制約条件を緩和するといった方法である．タ

イリング辺上の点の数に自由度を持たせれば，タイリング

頂点の位置の自由度が高くなるので，出力される解の改善

が期待される．

ここでも IH07を例にとって考える．図 5のタイリング

辺上の点の数に自由度を持たせると，図 12のようになる．

120°

120°

120°

図 12 タイリング辺上の点の数に自由度を持たせた図形

このとき，(7)式は次のように変化する：
S(P ′

i − P0) = Pi − P0 (i = 1, . . . , p)

S(Q′
i −Q0) = Qi −Q0 (i = 1, . . . , q)

S(R′
i −R0) = Ri −R0 (i = 1, . . . , r).

(17)

この式は (7) 式と同様に，(8) 式と合わせることで

{Aku = 0 | 1 ≤ k ≤ (p, q, r) の組合せ } の形で書くこ
とができる．p, q が決まると rは一意に決まることに注意

すれば，p, q, rの組合せは O(n2)通り存在する．こうして

タイリング辺上の点の数に自由度を持たせることで，解の

候補は，

{BikB
⊤
ikwj | 1 ≤ i ≤ 29, 0 ≤ j ≤ n− 1, k = 1, 2, . . .}

(18)

となる．i はタイリングタイプ，j は第一頂点の位置，k は

点の数の自由度に対応する．この中で目的関数値が最大と

なる p, q, rの組合せを求めればよいが，タイリングタイプ

によっては kの範囲がO(n3)やO(n4)となるものもある．

3.5節で述べたように，行列Bを求める計算はO(n3)時間

を要するため，(18)式のすべてのタイルを求めると計算時

間が膨大となる．そこで，ある程度質の良いタイルを近似

的に求めることとし，その手法としては前節と同様，局所

探索法を用いる．近傍は，いずれかのタイリング辺上の点

の数を１増やし，他の辺上の点を減らす操作で定める．つ

まり，IH07の場合は，タイリング辺上の点の数を (p, q, r)

とすると，近傍の全組合せは以下のようになる：

(p+ 1, q − 1, r), (p+ 1, q, r − 1), (p− 1, q + 1, r),

(p, q + 1, r − 1), (p− 1, q, r + 1), (p, q − 1, r + 1).

この近傍を用いて局所探索を行う．タイリング辺上の点

の数をすべて等しくしたときの制約条件行列を A(1) とし，
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A(1)から得られた解を初期解とする．次に，上で述べた近

傍内の制約条件行列 A ∈ N(A(1))に対して目的関数値を

求める．目的関数値が大きくなるようなタイルが得られた

とき，それを暫定解として行列の更新を行う．この操作を

繰り返し，近傍内の全ての制約条件行列 Aに対して暫定

解の更新が行われなくなったとき，その解を出力する．な

お，行列 Aから行列 B を求める際に，行列の類似性を用

いた計算の高速化を組み込んでいる．

この手法を用いて数値実験を行った結果を図 13に示す．

(a)は入力図形，(b)は小泉らの解法で求まるタイル，(c)

は提案手法で求めたタイル，(d)はそのタイリングである．

(a)

(b) (c)

(d)

図 13 しゃちほこのタイリング

図 13より，制約条件の緩和による解精度の向上が確認

できる．しかし，この手法にも問題点が存在する．例とし

て挙げた IH07の近傍サイズは 6と小さい．タイリングタ

イプによってはさらに近傍サイズが小さいものも存在し，

局所探索がうまく機能しないことがある．また，タイリン

グ辺上の点の数に自由度を持たせたが，対応する辺同士の

点の数は同じでなければならないため，タイリング頂点の

位置はまだ制限されていると言える．

5. まとめ

本稿では，入力図形が与えられ，その図形にできるだけ

近い図形によるタイリングを求める問題に対して，小泉ら

の手法 [10]と局所探索のアイデアを組み合わせることで，

より質の高いタイリングを求める手法を提案した．計算実

験により提案手法を評価したところ，既存解法と比較して，

より精度の高い解を得られることが確認できた．計算時間

は点の数や図形の形状に依存するが，計算の効率化のアイ

デアを組み込むことで，数秒から数分程度と，実用的な時

間でタイリングを得られることを確認した．

今後の課題のひとつとして，2種類の図形に対するエッ

シャー風タイリング [7] を求める，高性能，高速アルゴリ

ズムの開発があげられる．
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