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BiCGStar法では，収束に必要な二つのパラメータの決定を，残差のノルム最小化
からではなく，BiCGStar 法では准残差のノルム最小化から求める．また，積型多項
式の展開順序についても残差多項式を最初に展開し，収束の安定化を図る．すなわち，
BiCGStar 法は，GPBiCG 法とその変形版よりも，一層の収束性の向上と，計算時
間の短縮を目指した解法である．本論文では，BiCGStar 法を導出し，アルゴリズム
を示す．次に，数値実験を行い，GPBiCG 法と GPBiCG 法の変形版と比較し，提
案する BiCGStar 法の収束性能が高いことを検証する．

A proposal and estimation of BiCGStar method

Seiji Fujino †1 and Yoshihiro Ushio †2

We propose a new iterative method based on minimization of associate resid-
ual. We refer to as BiCG using STabilized Associate Residual (hereafter ab-
breviated as BiCGStar) method. BiCGStar method is an improvement of the
conventional GPBiCG v2 method with the usual residual. We demonstrate that
BiCGStar method outperforms well as compared with the original GPBiCG,
GPBiCG v1 and GPBiCG v2 methods in view of convergence rate through
many numerical experiments.

1. は じ め に

非対称行列を係数に持つ連立一次方程式を定常反復法で解くことを考える．その場合に用

いられる解法として，BiCG法から発展した積型 BiCG法の系統を考える．残差の収束か

ら近似解を求めるが，残差は安定化多項式と残差多項式から得られるが，残差の更新のと
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き，どちらの多項式を最初に展開するかにより，得られる解法は異なる．

GPBiCG法の系統の解法では，安定化多項式を先に展開することで，残差の更新式を得

る．一方，BiCGSafe法や GPBiCG AR法では，残差多項式を先に展開している．この違

いにより，収束性に差が現れ，解法の特徴を示すことになる．その他にも，どのような補助

多項式を用いるかによっても解法は異なる．

ここで，新たに示す BiCGStar法では，残差多項式を先に展開する．また，収束に必要

な加速パラメータの決定を，一般的には残差の最小化から得るが，BiCGStar法では，准残

差の最小化から求める．BiCGStar法は，GPBiCG法の変形版と同様に，収束性の向上と，

それに伴う計算時間の短縮が得られるのではないかと期待できる．

本研究では，まず BiCGStar 法の導出について示し，アルゴリズムを示す．次に実験を

行い，GPBiCG法と GPBiCG法の変形版と比較し，BiCGStar法の性能を評価する．

2. BiCGStar法の概要

安定化多項式により准残差を求めることによって得られる BiCGStar法 (BiCG method

using STabilized Associate Residual)について示す．解くべき連立一次方程式を

Ax = b (1)

とする．ここで，行列 Aは大きさ N ×N の非対称行列であり，x, bは，各々次元数 N の

解ベクトルと右辺ベクトルである．

2.1 BiCGStar法の導出

以下では，BiCGStar法の導出を示す．加速多項式 Hk+1(λ)を以下の三項漸化式を満た

すように設計する．{
H0(λ) = 1, H1(λ) = (1− ζ0λ)H0(λ),

Hk+1(λ) = (1 + ηk − ζkλ)Hk(λ)− ηkHk−1(λ), k = 1, 2, . . .
(2)

ここで，λは固有値に対応する．また，残差多項式 Rk(λ)と補助多項式 Pk(λ)は次の交代

漸化式を満たす．

R0(λ) = 1, P0(λ) = 1,

Rk(λ) = Rk−1(λ)− αk−1λPk−1(λ), (3)

Pk(λ) = Rk(λ)− βk−1Pk−1(λ), k = 1, 2, . . . . (4)

式 (4)，(2)より，残差 rk と補助ベクトル p := Hk(A)Pk(A)r0 を更新し，rk+1，pk+1 を

得る手順を導く．以下，簡単のため Rk(λ)，Hk(λ)を各々Rk，Hk と略記する．
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まず，Hk+1Rk+1 の Rk を展開することで次式が得られる．

Hk+1Rk+1 = Hk+1Rk − αkλHk+1Pk, (5)

Hk+1Rk の Hk+1 を展開すると

Hk+1Rk = (1 + ηk)HkRk − ζkλHkRk − ηkHk−1Rk. (6)

となる．同様に，Hk+1Pk の Hk+1 を展開すると，

Hk+1Pk = (1 + ηk)HkPk − ζkλHkPk − ηkHk−1Pk (7)

となる．式 (6)，(7)より，HkRk+1，HkPk+1 を更新する必要がある．Rk+1，Pk+1 を展開

することで，

HkRk+1 = HkRk − αkλHkPk, (8)

HkPk+1 = HkRk+1 − βkHkPk. (9)

式 (5) - (9)より，HkRk，HkPkからHk+1Rk+1が得られることがわかる．また，Hk+1Pk+1

は次式で得られる．

Hk+1Pk+1 = HkRk+1 − βkHk+1Pk. (10)

ここで，三つの補助ベクトルを wk := Hk+1(A)Pk(A)r0，pk := Hk(A)Rk+1(A)r0，

uk := Hk(A)Pk+1(A)r0 と定義する．このとき，式 (5) - (9)より，以下のベクトルの更新

式が得られる．

a rk = (1 + ηk)rk − ζkArk − ηkuk−1, (11)

wk = (1 + ηk)pk − ζkApk − ηkqk−1, (12)

uk = rk − αkApk, (13)

rk+1 = a rk − αkAwk, (14)

qk = uk − βkpk, (15)

pk+1 = rk+1 − βkwk. (16)

更新には Ark，Apk，Awk の 3回の行列ベクトル積を必要とするが，漸化式

Apk+1 = Ark+1 − βkAwk. (17)

により Apk+1 を更新することで，行列ベクトル積の計算 1回が不要となる．

次に，残差に関する更新式 (11)と (12) そして (14)に対応する近似解の更新式を求める．

式 (11)に対応する近似解の更新式は，ベクトル tk を b−Atk = a rk を満たすベクトルと

すると，

b−Atk = (1 + ηk)rk − ζkArk − ηkuk−1, (18)

tk = (1 + ηk)xk + ζkrk − ηk(xk−1 + αk−1uk−1). (19)

と得られる．同様に，式 (12)，(14)に対応する更新式は，

vk = xk + αkpk, (20)

xk+1 = tk + αkwk. (21)

と表される．

ここで，安定化多項式のパラメータは准残差のノルム ||a rk|| を局所的に最小化するよう
に決定する．式 (11)より，zk = uk−1 − rk とおくと，准残差は

||a rk|| = ||rk − ζkArk − ηkzk||. (22)

と表される．式 (22)より，ζk，ηk は，正規方程式

(Ark zk)
T (Ark zk)

(
ζk

ηk

)
= (Ark zk)

Trk. (23)

を解くことにより，以下で与えられる．

ζk =
(zk,zk)(Ark, rk)− (Ark,zk)(zk, rk)

(Ark, Ark)(zk, zk)− (Ark, zk)(zk, Azk)
, (24)

ηk =
(Ark, Ark)(zk, rk)− (Ark,zk)(Ark, rk)

(Ark, Ark)(zk, zk)− (Ark, zk)(zk, Azk)
. (25)

αk，βk は，双直交条件よりHk(A)Rk+1(A)r0 と AHk(A)Pk+1(A)r0 が初期シャドウ残

差 r̃0 と直交するように決定する．

uk = rk − αkApk ⊥ r∗
0, (26)

Aqk = Auk − βkApk ⊥ r∗
0, (27)

より，(r̃0, rk)−αk(r̃0, Apk) = 0, (r̃0, Auk)−βk(r̃0, Apk) = 0となる．したがって，αk，

βk は次式で与えられる.

αk =
(r∗

0, rk)

(r∗
0, Apk)

, βk =
(r∗

0, Auk)

(r∗
0, Apk)

. (28)

式 (28)による βk の更新は行列ベクトル積 Auk を必要とする．行列ベクトル積の計算を避

けるため βk の計算方法として以下の 2通りを考える．

(a) 文献1) に倣い，(r∗
0, Auk) = (ATr∗

0,uk)より，βk =
(ATr∗

0 ,uk)

(r∗
0
,Apk)

が得られる．ATr∗
0

は反復開始前に計算する．

(b) 文献9)に倣い，βk = −αk
ζk

· (r∗
0 ,rk+1)

(r∗
0
,rk)

とする．(r∗
0, rk+1)は更新後の rk+1を用いる．

ここでは，上記の (a)の方法を用いる．

以上の結果から，BiCGStar法のアルゴリズムが次のように得られる．

ⓒ 2013 Information Processing Society of Japan 2

情報処理学会研究報告 
IPSJ SIG Technical Report

Vol.2013-HPC-138 No.2
2013/2/21



2.2 BiCGStar法のアルゴリズム

Algorithm 1: BiCGStar法
1. Let x0 be an initial guess, and put r0 = b−Ax0

2. Choose r∗
0 such that (r0, r

∗
0) ̸= 0

3. Compute Ar0, AT r∗
0

4. Set β−1 = 0, q−1 = v−1 = w−1 = z0 = 0

5. for k = 0, 1, . . . , do :

6. begin

7. pk = rk − βk−1wk−1,

8. Apk = Ark − βk−1Awk−1,

9. αk =
(r∗

0, rk)

(r∗
0, Apk)

,

10. ζk =
(Ark, rk)(zk, zk)− (zk, rk)(Ark, zk)

(Ark, Ark)(zk, zk)− (zk, Ark)(Ark,zk)
,

11. ηk =
(Ark, Ark)(zk, rk)− (zk, Ark)(Ark, rk)

(Ark, Ark)(zk,zk)− (zk, Ark)(Ark, zk)
,

12. (if k = 0, then ζk =
(Ark, rk)

(Ark, Ark)
, ηk = 0),

13. a rk = rk − ζkArk − ηkzk,

14. tk = (1 + ηk)xk + ζkrk − ηkvk−1,

15. wk = (1 + ηk)pk − ζkApk − ηkqk−1,

16. Compute Awk,

17. vk = xk + αkpk,

18. uk = rk − αkApk,

19. rk+1 = a rk − αkAwk,

20. xk+1 = tk + αkwk,

21. if
||rk+1||2
||r0||2

≤ ϵ stop,

22. Compute Ark+1,

23. βk =
(AT r∗

0,uk)

(r∗
0, Apk)

,

24. qk = uk − βkpk,

25. zk+1 = uk − rk+1,

26. end do

3. 数 値 実 験

数値実験では，GPBiCG法，GPBiCG v1- v2法，BiCGStar法の合計四つの解法につ

いて実験を行った．

3.1 計算機環境と計算条件
計算機環境� �

( 1 ) 計算機：Dell Power Edge(CPU: Intel Xeon X5570, クロック周波数: 2.93GHz,

メモリ: 24Gbytes, OS: RedHatEnterprise Linux 5.6，ホスト名：dell3)

( 2 ) プログラム言語：Fortran90，コンパイラ：Intel Fortran Compiler ver. 11.1

( 3 ) 最適化オプションは “-O3”を使用した．

( 4 ) 計算は倍精度浮動小数点演算で行い，時間計測は C 言語の関数 gettimeofday

を用いた．� �
計算条件� �

( 1 ) 右辺項ベクトル bは厳密解を x̂ = (1, 1, ..., 1)T とし，b = Ax̂で作成した．

( 2 ) 収束判定値は相対残差の 2ノルム：||rk+1||2/||r0||2 ≤ 10−12 とした.

( 3 ) 初期近似解 x0 はすべて 0，最大反復回数は 50000回とした．

( 4 ) 行列は予め対角スケーリングによって対角項を 1に正規化した．

( 5 ) 前処理は ILU(0)とし，加速係数 γ の値は 1.0とした．

( 6 ) 初期シャドウ残差 r∗
0 は初期残差 r0 と同じとした．� �

3.2 テスト行列

表 1にテスト行列の特徴を示す．行列はフロリダ大学の疎行列データベース6) より選出

した．また，テスト行列は全部で 10個，すべて非対称行列である．

3.3 実 験 結 果

表 2に各解法の実験結果を示す．ここで，“比 1”は原型の GPBiCG法に対する計算時間

の比を示し，“比 2”は原型の GPBiCG 法に対する 1 反復当たりの平均計算時間の比を示

す．“比 3”は平均時間の比を表す．

表 2の結果から，次の観察が得られた．

( 1 ) 行列 xenon2において，BiCGStar法が，反復回数，計算時間共に最も優れている．

( 2 ) 行列 bcircuit，sme3Daでは，BiCGStar法の反復回数が GPBiCG法の約 80%と優

れた値となった．

( 3 ) TRRは解法による差がほとんど見られない．

表 3に各解法の計算時間による順位を示す．
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表 1 テスト行列の特徴
Table 1 Specification of test matrices.

行列 次元数 非零要素数 平均非零 解析分野
要素数 問題分野

atmosmodd 1,270,432 8,814,880 6.94 流体問題
poisson3Db 85,623 2,374,949 27.74 同上
water tank 60,740 2,035,281 33.51 同上
bcircuit 68,902 375,558 5.45 回路問題
xenon2 157,464 3,866,688 24.5 要素問題
sme3Da 12,504 874,887 69.97 構造解析
sme3Dc 42,930 3,148,656 73.34 同上
big 13,209 91,465 6.92 重み付きグラフ
ecl32 51,993 380,415 7.32 半導体問題
k3plates 11,107 378,927 34.12 音響問題

表 3の結果から，次の観察が得られる．

( 1 ) BiCGStar法が七つの行列に対して最も速い結果になった．

( 2 ) その他の解法では，GPBiCG v2法が優れていた．

図 1(a)-(d)に各解法の四つの行列に対する残差履歴を示す．

図 1に示したグラフから，以下の観察が得られた．

( 1 ) 図 1(a)より，行列 xenon2では，BiCGStar法が最も速く収束した．

( 2 ) その他の行列でも，BiCGStar法は平均的に速く収束した．

4. ま と め

本稿では，准残差と三項漸化式に基づいた BiCGStar法を示した．准残差を使用するこ

とで，収束性が変化することが得られた．数値実験により，BiCGStar 法が GPBiCG 法，

三項漸化式を使用する二つの変形版 GPBiCG法と比較して，収束性が優れているという結

論が得られた．
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表 2 各反復解法の性能比較
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表 3 各解法の計算時間による順位
Table 3 Ranking of iterative methods in view of computational time

解法 順位 合計 合計
1 2 3 4 順位

GPBiCG 1 2 4 3 29 3

GPBiCG v1 0 1 4 5 34 4

GPBiCG v2 2 4 2 2 24 2

BiCGStar 7 3 0 0 13 1

合計 10 10 10 10 - -
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Fig. 1 History of relative residual 2-norm of iterative methods for three matrices.
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