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GPUにおける3倍・4倍精度浮動小数点演算の
実現と性能評価
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受付日 2012年7月4日,採録日 2012年10月14日

概要：本論文ではGPUにおいて 3倍・4倍精度浮動小数点演算を実現し，線形計算への適用例として Level
1–3 の代表的な BLAS（Basic Linear Algebra Subprograms）ルーチンである AXPY，GEMV，GEMM
を実装して性能評価を行った結果を示す．4倍精度演算には Double-Double型（DD型）の 4倍精度演算
（DD演算）を用いた．一方で 3倍精度演算として新たに，Double+Single型（D+S型）・Double+Int型
（D+I型）の 3倍精度フォーマットを提案し，内部の計算に DD演算を用いることで 3倍精度演算を行う
手法を実装した．NVIDIA Tesla M2090における性能評価では，3倍・4倍精度の AXPY・GEMVがメ
モリ律速となり，その実行時間はデータサイズに比例して，単精度ルーチンに対しておよそ 3倍，4倍と
なることを示した．我々が提案した 3倍精度演算は，3倍精度データに対する DD演算がメモリ律速とな
るケースにおいて，4倍精度演算に対する速度面での利点が主張できる．4倍精度は必要ないが倍精度で
は精度が不足する場合では，特に PCI Expressやネットワークの帯域が性能のボトルネックとなりやすい
GPUクラスタ環境などで，4倍精度に対する 3倍精度の有効性が期待できる．
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Abstract: We have implemented triple and quadruple precision floating-point operations on GPUs. As an
example of the application of linear algebra operations, we have implemented triple and quadruple precision
subroutines of the Basic Linear Algebra Subprograms (BLAS), AXPY, GEMV and GEMM, and evaluated
their performance. For quadruple precision, we used Double-Double (DD) type quadruple precision oper-
ations (DD-operations). On the other hand, in our research we are proposing Double+Single (D+S) and
Double+Int (D+I) type triple precision floating-point formats and triple precision operations that use DD-
operations internally. On an NVIDIA Tesla M2090, the triple and quadruple precision AXPY and GEMV are
memory-bound. Therefore, the execution time of the triple and quadruple precision operations is approxi-
mately 3x and 4x that of the single precision, respectively. Our triple precision operations have the advantage
of speed compared to quadruple precision, in cases where the triple precision operations are memory-bound.
In cases where quadruple precision is not required, but double precision is insufficient, we predict that our
triple precision operations will perform well, especially in environments such as GPU clusters where the
bandwidth of the PCI Express and the network may become bottlenecks.
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1. はじめに

浮動小数点演算の精度は有限である．現在多くのプロ

セッサが IEEE 754の 32 bit単精度（十進約 7桁）と 64 bit

倍精度（十進約 16桁）をサポートする．しかし悪条件の

問題を扱う場合など，科学技術計算において 64 bit倍精度

でも精度が不足する計算が存在する．たとえば線形計算の

場合，疎行列に対する反復解法では，丸め誤差の影響で倍

精度演算であっても収束が停滞するケースが存在する [1]．

また 1985年に IEEE 754において単精度・倍精度が規格

化されてから，すでに 25年以上が経過した．計算機の発

達で大規模な計算が可能となり，丸め誤差の蓄積が懸念さ

れるようになったことや，より正確な計算を実現するため

に，浮動小数点演算の精度拡張が求められるようになった．

このような背景から，2008年には IEEE754-2008 [2]にお

いて，32 bit単精度の約 4倍の精度に相当する binary128

（仮数部 112 bit）が定義されている．

本論文では，GPUにおいて，32 bit単精度に対して 3倍・

4倍程度の精度を実現する 3倍・4倍精度浮動小数点演算を

ソフトウェアにより実現し，その線形計算における性能を議

論する．4倍精度演算には既存手法である Double-Double

型 4倍精度演算（DD演算）を用いる一方で，我々は新た

に DD演算をベースとした 3倍精度演算手法を提案する．

3倍精度の実現や有効性に関する議論はこれまでほとんど

見られなかった．しかし倍精度と 4倍精度では精度に大き

な差があり，4倍精度は必要ないが倍精度では精度が不足

するようなケースが存在することは容易に想像できる．そ

のようなケースにおいて 4倍精度演算より高速な 3倍精

度演算の実現が望まれる．また，3倍精度は 4倍精度と比

べてデータサイズが小さい．近年増加している GPUクラ

スタにおいては，PCI Expressやノード間のネットワーク

におけるデータ転送時間がアプリケーション性能のボトル

ネックとなることが多い．さらに，GPUのようなアクセラ

レータにおいては，アクセラレータ上のメモリスペースが

限られていることが多く，これが原因となり PCI Express

を経由したホストとの通信が発生することもある．このよ

うな環境において 4倍精度は必要ないが倍精度では精度が

不足するような場合に，データサイズの小さい 3倍精度が

4倍精度と比べて有効となるケースが存在すると考えられ

る．また，x86プロセッサでは 80 bitの拡張倍精度演算が

サポートされているが，GPUにおいて倍精度よりも高い

精度はサポートされていない．これらの背景から，我々は

まず単一 GPUにおける 3倍精度演算の実現について検討

を行うこととした．

本論文では，GPUにおいて 3倍・4倍精度浮動小数点

演算（乗算・加算）を実装し，GPUアクセラレーション

に適した線形計算への適用例として，Level 1–3の代表的

な BLAS（Basic Linear Algebra Subprograms）ルーチン

である AXPY（y = αx + y），GEMV（y = αAx + βy），

GEMM（C = αAB + βC）を実装して，性能を評価し

た．GPU として，NVIDIA GF100 アーキテクチャ（通

称 Fermi）の Tesla M2090を対象とする．実装には同社の

GPGPU開発環境である CUDAを用いた．以下，2 章に

おいて関連研究を紹介したあと，3 章において 4倍精度演

算について，次の 4 章では 3倍精度演算について説明す

る．続いて 5 章では線形計算への適用例として BLASの

一部の機能を実装し性能評価を行う．最後に 6 章で本論文

のまとめとする．

2. 関連研究

ここでは拡張精度の浮動小数点演算をソフトウェアで実

現した事例を紹介する．拡張精度として最も広く普及して

いるのが DD演算による 4倍精度浮動小数点演算である．

DD演算は 64 bit倍精度浮動小数点数（double型）を 2個

用いて 4倍精度浮動小数点数を表現し，倍精度演算を用い

て，4倍精度演算を行う．同様の手法は 1971年の Dekker

の論文 [3]で見られるが，近年では QD [4]をはじめとする

Baileyらによる実装例が知られている．QDはCPU用の 4

倍・8倍精度演算ライブラリで，DD演算と，倍精度数を 4

個連結して 8倍精度浮動小数点数を表現するQuad-Double

型 8倍精度演算を行う．また Hidaらは DD演算を使用し

た CPU用の BLAS実装として，XBLAS [5]を実装してい

る．このほか QD ライブラリなどの既存の拡張精度・多

倍長演算ライブラリを用いた中田によるMBLAS [6]など，

DD演算を用いたライブラリやアプリケーションが複数開

発されている．さらに，Powerアーキテクチャ CPU向け

の IBM社製コンパイラや gccなどにおいて DD演算を用

いた 4倍精度演算に対応するものがある．

GPU上では，Göddekeら [7]が倍精度演算に対応してい

ない GPUに対して，DD演算と同様の手法で単精度浮動

小数点数を 2個連結する方式を用いて倍精度浮動小数点数

を表現し，単精度浮動小数点演算を用いて倍精度演算をエ

ミュレートしている．Thall [8]も同様の方式による倍精度

演算と，単精度浮動小数点数を 4個用いて 4倍精度浮動小

数点数を表現する手法で，4倍精度演算を GPU上に実装

している．また Luら [9]はQDのGPU版であるGQDを

実装している．さらに，DD演算を用いた GPUにおける

4倍精度行列積の実装例として，後述する我々の研究のほ

かに，Nakasato [10]，中田ら [11]，中村ら [12]の研究がある．

一方で 3倍精度演算として，1960年代に 48 bitワードを

3個利用して 3倍精度演算を実現した事例 [13]があるほか，

村上の文献 [14]においても，かつて富士通の大型計算機

において 3倍精度演算がサポートされていたとの記述があ

る．しかし近年の x86プロセッサや GPUにおいて，3倍

精度演算をソフトウェアで実現した事例は見当たらない．

なお，我々はこれまでに DD 演算を用いた拡張精度
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図 1 DD 型 4 倍精度浮動小数点型

Fig. 1 DD-type quadruple precision floating-point format.

AXPY・GEMV・GEMMの実装と評価を GPU上で行っ

てきた．これまでの報告として，GT200アーキテクチャの

GPUにおける 4倍精度 BLASルーチンの実装と評価 [15]，

GF100アーキテクチャGPUにおける 4倍・8倍精度BLAS

ルーチンの性能評価 [16]，および GF100アーキテクチャ

GPUにおける 3倍精度演算の検討 [17]も参照されたい．

3. 4倍精度浮動小数点演算

はじめにGPUにおける Double-Double型 4倍精度演算

（DD演算）を用いた 4倍精度浮動小数点演算の実装につい

て示す．GPUにおける DD演算の実装例は複数報告され

ているが，本論文では DD演算をベースとした 3倍精度演

算を提案し，4倍精度演算との比較を行うため，本章で改

めて GPUにおける DD演算の概要と実装を説明する．

3.1 DD型 4倍精度演算

DD演算は double型の浮動小数点型フォーマットにおけ

る指数部・仮数部を 4倍精度演算にそのまま利用し，分岐の

ない倍精度演算の組合せで実現できる．そのためGMP [18]

などの整数演算を用いた高精度浮動小数点演算手法のよう

に指数部計算が不要であり，比較的単純に実装できるとと

もに，高い倍精度演算を持つ GPUに適している．

図 1 に DD 演算における 4 倍精度浮動小数点型（DD

型）の構造を示す．DD型では 4倍精度浮動小数点数 aを

2つの倍精度浮動小数点数（IEEE 754-1985 binary64）ahi

と alo によって a = ahi + alo（alo <= 0.5 ulp(ahi)）と表

す．binary64は仮数部が 52 bit（ケチ表現により実際には

53 bit相当）であり，DD型の仮数部は 104 bit（同様にケ

チ表現で 106 bit相当）で，十進では約 32桁の精度となる．

一方で，指数部は binary64と同様の 11 bitとなる．

DD演算では 4倍精度浮動小数点数 a（a = ahi + alo），b

（b = bhi + blo）どうしの計算を，2桁の筆算の原理で計算

する（図 2）．演算はすべて倍精度演算を用いて行われる．

細部が異なるアルゴリズムが複数提案されているが基本原

理は同じであり，本論文では QDライブラリ [4]のアルゴ

リズムに従った．図 2 において e(ahi + bhi)，e(ahi × bhi)

はそれぞれ ahi + bhi，ahi × bhiの倍精度演算で生じた丸め

誤差を表している．また，最後に行われる Normalization

（正規化）は，演算結果が alo <= 0.5 ulp(ahi)を満たすよ

うにするために行われる．なお QD ライブラリでは DD

加算において，106 bitの精度を保証するアルゴリズムと，

図 2 DD 演算による加算・乗算

Fig. 2 DD-operations (Addition and multiplication).

106 bitの精度を保証しない代わりに演算量を削減したアル

ゴリズム（Sloppyアルゴリズム）の 2種類が実装されてい

る．Sloppyアルゴリズムでは 4倍精度数の下位桁（alo と

blo）どうしの加算時にキャリが発生した場合，その分だけ

仮数部の下位桁が失われてしまうが，これを考慮しない．

本論文では速度を優先するため Sloppyアルゴリズムを用

いる．

3.2 GPUにおけるDD演算の実装

CUDAにおけるDD演算の実装について述べる．DD型

は CUDAの組み込みベクトル型である double2型に格納

し，我々はこれを typedefによるエイリアスで cuddreal型

と定義した．double2型は double型 2つからなる構造体で

あり，メンバ変数 x，yで各要素にアクセスできる．xにDD

型の上位部，y に下位部を格納した．CUDAでは 128 bit

のメモリアクセス命令がサポートされており，double2型

は 1命令（中間言語 PTXの ld.global.v2.f64など）でロー

ド・ストアを行うことができる．

BLAS ルーチンの実装を行うために，DD 乗算と DD

加算を GPU のデバイス関数として実装した．関数呼

び出しのオーバヘッドを抑制するためにデバイス関数

を forceinline で宣言し，コンパイル時のインライン

展開を抑制した．また，コンパイラによる乗算・加算の

FMA化で DD演算アルゴリズムが意図せず最適化される

ことを抑制するために，すべての倍精度演算命令は組み込

み関数である dadd rn（倍精度加算）， dmul rn（倍精度

乗算）， fma rn（倍精度 FMA）を用いて記述した．

実際に実装したデバイス関数を示す．図 3（TwoSum [19]）

は丸め誤差を考慮した倍精度加算，すなわち a+ bの浮動小

数点演算結果 sと，発生した丸め誤差 eを計算する．図 4
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__device__ __forceinline__ void TwoSum

(double a, double b, double &s, double &e){

double v;

s = __dadd_rn(a, b);

v = __dadd_rn(s, -a);

e = __dadd_rn(__dadd_rn

(a, -__dadd_rn(s, -v)), __dadd_rn(b, -v));

}

図 3 TwoSum の実装

Fig. 3 Implementation of TwoSum.

__device__ __forceinline__ void QuickTwoSum

(double a, double b, double &s, double &e){

s = __dadd_rn(a, b);

e = __dadd_rn(b, -__dadd_rn(s, -a));

}

図 4 QuickTwoSum の実装

Fig. 4 Implementation of QuickTwoSum.

__device__ __forceinline__ void DDAdd

(cuddreal a, cuddreal b, cuddreal &c){

cuddreal t;

TwoSum(a.x, b.x, t.x, t.y);

t.y = __dadd_rn(t.y, __dadd_rn(a.y, b.y));

QuickTwoSum(t.x, t.y, c.x, c.y);

}

図 5 DDAdd の実装

Fig. 5 Implementation of DDAdd.

__device__ __forceinline__ void TwoProdFMA

(double a, double b, double &p, double &e){

p = __dmul_rn (a, b);

e = __fma_rn (a, b, -p);

}

図 6 TwoProdFMA の実装

Fig. 6 Implementation of TwoProdFMA.

（QuickTwoSum [3]）も同様に a + bにおける丸め誤差を計

算するが，|a| ≥ |b|が仮定される場合のアルゴリズムであ
り，演算結果の正規化（alo <= 0.5 ulp(ahi)）に用いる．こ

れらを用いた DD加算（DDAdd [4]）を図 5 に示す．

一方，DD乗算では，図 6 に示す丸め誤差を考慮した

倍精度乗算（TwoProdFMA [20]）を用いる．この関数は

a × bの浮動小数点演算結果 pと，発生した丸め誤差 eを

計算する．このアルゴリズムでは積和演算 a × b + cの中

間の演算結果を丸め誤差なしの 106 bitで保持する，倍精

度 Fused-Multiply Add（FMA）命令を用いる．FMA 命

令を使用しない場合，より複雑な計算が必要となるが，

本論文で用いる Tesla M2090 をはじめとする多く GPU

は，この FMA命令をサポートしている．最後に DD乗算

（DDMul [4]）を図 7 に示す．

3.3 GPUにおけるDD演算の理論ピーク演算性能

Tesla M2090 における DD 演算の理論ピーク演

__device__ __forceinline__ void DDMul

(cuddreal a, cuddreal b, cuddreal &c){

cuddreal t;

TwoProdFMA (a.x, b.x, t.x, t.y);

t.y = __dadd_rn(t.y, __dadd_rn

(__dmul_rn(a.x, b.y), __dmul_rn(a.y, b.x)));

QuickTwoSum (t.x, t.y, c.x, c.y);

}

図 7 DDMul の実装

Fig. 7 Implementation of DDMul.

表 1 GPU における DD 演算に必要な倍精度演算命令数

Table 1 Double precision floating-point instruction counts

for DD-type operations on GPUs.

DDAdd DDMul

Double Precision Add: dadd rn 11 5

Double Precision Mul: dmul rn 0 3

Double Precision FMA: fma rn 0 1

Sum 11 9

算性能を示す．まず倍精度演算の理論ピーク演

算性能は，1.30 [GHz] × 16 [SM] × 32 [CUDACore] ×
(2 [Flop]/2 [Cycle]) = 665.6 [GFlops]と計算できる．ここ

で 2 [Flop]/2 [Cycle]はMul+Add（2Flop）が倍精度 FMA

命令（2 [Cycle]）で計算されることを示している．したがっ

て，この理論ピーク演算性能はすべての計算が積和演算で

ある場合の値である．

同様に，積和演算における DD演算の理論ピーク演算性

能を算出する．GPUにおけるDD加算・DD乗算に必要な

倍精度演算命令数を表 1 に示す．DD乗算＋DD加算の場

合，必要な倍精度演算命令は 20命令である．Tesla M2090

では倍精度演算は 2サイクルで実行できる．したがって，

実行サイクル数は 40サイクルである．1回の DD演算を

1DDFlopと定義すると，積和演算におけるDD演算の理論

ピーク演算性能は，1.30 [GHz]×16 [SM]×32 [CUDACore]×
(2 [DDFlop]/40 [Cycle]) = 33.28 [GDDFlops] となる．な

お，1DDFlopの演算には平均 (11+10)/2 = 10.5Flopの倍精

度演算が行われているため，33.28GDDFlopsは倍精度演算

に換算すると 33.28 [GQuadFlops]×10.5 [Flop/DDFlop] =

349.44 [GFlops]であり，倍精度の理論ピーク演算性能の約

半分である．これは DD積和演算を構成する 20命令中，

FMA命令が 1回しか使用されないためである．

4. 3倍精度浮動小数点演算

次に GPUにおける 3倍精度浮動小数点演算の実現手法

について説明する．我々は 2種類の 3倍精度浮動小数点数

フォーマットと，前章で示した DD演算を用いた 3倍精度

演算手法を提案する．

4.1 D+S型 3倍精度浮動小数点演算

我々は DD 型と同様の原理で，3 倍精度数を倍精度型
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図 8 D+S 型 3 倍精度浮動小数点型

Fig. 8 D+S-type triple precision floating-point format.

と単精度型に格納する Double+Single（D+S）型 3倍精度

フォーマットを提案した [17]．この D+S型では図 8 に示

すように，3倍精度数 aは倍精度数 ahi と単精度数 alo に

よって a = ahi + alo（alo <= 0.5 ulp(ahi)）と表す．仮数

部は 52 + 23 = 75 bit（ケチ表現で 77 bit相当），十進で約

23桁の精度である．一方で，指数部は ahi において倍精度

（binary64）と同様の 11 bitを格納することが可能である

が，a = ahi +aloと表現するため，aloの単精度（binary32）

の指数部サイズである 8 bitの範囲でしか表現することが

できない．

D+S型の演算手法として，我々は DD演算と同様の原

理で D+S演算を検討した [17]．DD演算はすべての演算

に倍精度演算を用いるが，D+S演算では単精度数で表現

される D+S型の下位部の計算において，一部に単精度演

算を用いることができる．しかし次章で説明するように，

D+S演算は DD演算より低速となることが分かっている．

4.2 GPUにおける 3倍精度演算の実装

本論文でターゲットとする Tesla M2090では，倍精度演

算に比べて単精度演算を高速に実行できるため，我々は当

初，D+S演算が DD演算より高速に実現できることを期

待した．しかし，Tesla M2090と同一アーキテクチャであ

る Tesla C2050上では，D+S演算は DD演算よりも最大

約 1.26倍低速となることが確認された [17]．これは D+S

演算では倍精度型と単精度型の型変換（キャスト）が多発

し，このキャストに倍精度演算と同等の実行サイクル数を

要するからである．

そこで我々は D+S型のデータを DD型に変換し，DD

演算を用いて計算する手法をとった．GPUのグローバル

メモリ上にある D+S型データを DD型に変換してレジス

タ・シェアードメモリに置き，レジスタ上の計算をすべて

DD演算で計算して，最終結果をD+S型に変換してグロー

バルメモリ上に戻す（図 9）．この手法では DD演算を用

いるため，理論ピーク演算性能は DD型を用いた場合と同

等である．しかし我々は GPUの Byte/Flop比に対して演

算の Byte/Flop比が大きい場合であれば，DD演算におい

てもメモリ律速となるケースが存在することを示した [16]．

DD演算の実行レイテンシがD+S型データへのアクセスレ

イテンシによって隠蔽される場合，DD型の代わりに D+S

型を用いることで，データサイズの削減により，4倍精度

よりも高速な 3倍精度演算が実現できると考えられる．

図 9 GPU における DD 演算を用いた 3 倍精度演算

Fig. 9 Triple precision operations using DD-operations on

GPUs.

Tesla M2090のレジスタのバンド幅は明らかにされてい

ないが，オンチップメモリであるシェアードメモリのバン

ド幅は Tanらの論文 [21]を参考に計算すると 1331.2GB/s

であり，レジスタは少なくともこれ以上の速度があると考

えられる．一方でオフチップメモリであるグローバルメ

モリのバンド幅は公称の理論ピーク値で 177.6 GB/sであ

る．したがって，演算器からグローバルメモリ上のデータ

へのアクセス時間において支配的となるのはグローバルメ

モリへのアクセスレイテンシである．この方式では，レジ

スタ・シェアードメモリ上では DD型を用いるため，これ

らの容量を圧迫する欠点はあるが，グローバルメモリ上で

D+S型を用いることにより，グローバルメモリへのアク

セス時間とメモリスペースを節約することができる．その

結果，3倍精度演算に要する時間を最小限にとどめること

ができる．

4.3 D+I型 3倍精度浮動小数点演算

D+S型では指数部の大きさが，下位桁を格納する 32 bit

単精度型（binary32）の 8 bitに制約される．表現できる数

の範囲が単精度と同等であるため，たとえば倍精度を必要

としていた問題を高精度化したいケースでは，指数部不足

によるオーバフロー・アンダフローが発生する可能性があ

る．仮数部を倍精度よりも大きくする以上，少なくとも倍

精度と同等の指数部サイズを必要とするケースが存在する

と考えられる．そこで，前述の D+S型の計算のように演

算には DD演算を利用することを前提として，64 bit倍精

度型（binary64）および DD型と同等の 11 bitの指数部を

確保する手法を検討した．
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図 10 D+I 型 3 倍精度浮動小数点型

Fig. 10 D+I-type triple precision floating-point format.

我々は DD 型の下位データが格納されている 64 bit 倍

精度型の符号部（1 bit）＋指数部（11 bit）を 32 bit整数型

（int型）に格納し，余りの 20 bitに下位データが格納され

ている 64 bit倍精度型の仮数部 20 bit分を格納することに

した（図 10）．本論文ではこの 3倍精度型フォーマットを

Double+Int（D+I）型と呼ぶ．この D+I型において，int

型部に格納された値には整数としての意味は存在せず，単

に double型の符号部，指数部と仮数部上位 20 bit分のビッ

ト列を格納しただけである．D+I型ではトータルの仮数部

ビット数が 72 bit（ケチ表現で 74 bit相当）となり，D+S

型と比べて 3 bit減少する．しかし，指数部は 64 bit倍精

度（binary64）や DD型と同じ 11 bitが確保される．

D+I型の演算には D+S型と同様の方法で DD演算を用

いるが，D+I型と DD型の変換が必要である．変換は C

言語の共用体機能を用いて，double型と 64 bit整数型を関

連づけ，シフト操作で行う．すなわち，DD型から D+I型

への変換は，まず下位の double型を 64 bit整数型として

参照し，右シフト操作で元の double型の仮数部 32 bit分

を捨て，32 bit整数型に格納する（図 11）．また D+I型か

ら DD型への変換では，まず下位の 32 bit整数型を 64 bit

整数型に代入し，32 bit分左シフト操作を行い，共用体で

double型として格納する（図 12）．この変換操作は双方向

とも 1回の 64 bit整数シフトと 1回の 32 bit–64 bit整数型

の型変換で済む．

なお，この DD型から D+I型への変換では，単純に仮

数部下位桁を切り捨てており，これは 0への丸めに相当す

る．本論文が対象とする GPUは IEEE準拠の 4つの丸め

モードをサポートしており，標準では最近接偶数丸めが使

用されるため，DD演算および DD型から D+S型への型

変換には最近接偶数丸めが用いられている．最近接偶数丸

めで許容される誤差量は 0.5 ulp以内であるが，0への丸め

では 1 ulp以内であるため，D+I型では実際の仮数部長で

表現できる値に対して許容される誤差量が D+S型と比べ

て大きいといえる．丸め誤差を減らすために最近接偶数丸

めを行う処理を追加すべきであるが，変換アルゴリズムが

複雑になるため，環境によっては丸め処理が性能上のボト

ルネックとなることも考えられる．最近接偶数丸めを行う

手法を検討した結果，64 bit整数型の論理積 1–2回，比較

1–3回，および 32 bit整数の加算 0–1回で実現できる手法

があるが，本論文では D+I型の最もシンプルな実装方法

union double_int64{

int64_t int64_;

double double_;

};

__host__ __device__ __forceinline__ void dd_to_di

(cuddreal dd, double &d, int32_t &i){

int64_t l;

union double_int64 u;

u.double_ = dd.y;

l = u.int64_ >> 32;

d = dd.x;

i = (int32_t)l;

}

図 11 共用体と DD 型から D+I 型への変換

Fig. 11 Union and conversion from DD-type to D+I-type.

__host__ __device__ __forceinline__ void di_to_dd

(double d, int32_t i, cuddreal &dd){

union double_int64 u;

int64_t l;

l = (int64_t)i;

u.int64_ = l << 32;

dd.x = d;

dd.y = u.double_;

}

図 12 D+I 型から DD 型への変換

Fig. 12 Conversion from D+I-type to DD-type.

として，0への丸めを行った場合を取り上げる．

4.4 グローバルメモリにおける 3倍精度ベクトルデータ

の格納

科学技術計算ではベクトルデータを扱うことが多く，特

に GPU はベクトルデータの計算に特化したアーキテク

チャを持つ．一方で，3倍精度データをグローバルメモリ

に格納する際には，効率的なメモリアクセスを実現するた

めに注意すべき点がある．

GPUでは，同一ワープ内のスレッドがメモリ上の連続

領域にアクセスするとき，各スレッドによるメモリアクセ

スを 1 回のメモリアクセスとして行うコアレスアクセス

が行われる．このコアレスアクセスは Fermi アーキテク

チャの GPUの場合，128 Byteのメモリアラインメントが

満たされている場合に最大効率で行われる．4倍精度の場

合，double2型に格納されている DD型は 16 Byteデータ

であるため，double2型の配列は 128 Byteのメモリアライ
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図 13 AoS レイアウトと SoA レイアウト

Fig. 13 Array of structures (AoS) layout and Structure of

Arrays (SoA) layout.

ンメントを満たすことができる．一方，3倍精度では D+S

型，D+I型の 3倍精度データが 12 Byteであるため，D+S

型または D+I 型の構造体を用いて配列を確保した場合，

128 Byteのメモリアラインメントを満たせないケースが発

生する．

そのため 3倍精度ベクトルデータをグローバルメモリ上

に確保する際に，8 Byte型で定義される上位部の配列と，

4 Byte型で定義される下位部の配列に分けて配置すべきで

ある．この方式を，Structure of Arrays（SoA：配列の構

造体）レイアウトと呼ぶ．一方で，D+S型・D+I型の構

造体の配列を用いて 3倍精度ベクトルデータを配置する方

式を Array of Structures（AoS：構造体の配列）レイアウ

トと呼ぶ．図 13 に AoSレイアウトと SoAレイアウトの

概要を示す．

我々は Tesla M2090と同一アーキテクチャである Tesla

C2050上の D+S型において，メモリ律速となるケースで，

SoAレイアウトが AoSレイアウトに対して最大約 1.3倍

高速であることを確認した [17]．このため，次章で示す

BLASの実装ではグローバルメモリにおける D+S型およ

び D+I型の格納に，SoAレイアウトを用いた．

5. GPUにおけるBLASへの適用と性能評価

これまでに示した 3倍・4倍精度演算の性能を示すため

に，BLASルーチンを実装して性能評価を行う．ベクトル

どうしの演算（Level 1 BLAS），行列–ベクトル演算（Level

2 BLAS），行列–行列演算（Level 3 BLAS）の代表的なルー

チンとして，以下の 3ルーチンを実装した．

• Level 1 BLAS：AXPY（y = αx + y）

• Level 2 BLAS：GEMV（y = αAx + βy）

• Level 3 BLAS：GEMM（C = αAB + βC）

本章では BLASの実装と Byte/Flop比を用いた性能予

測，そして性能評価結果について述べる．性能評価では 3

倍・4倍精度の各ルーチンの絶対性能を示すとともに，単精

度・倍精度ルーチンに対する相対性能についても言及する．

5.1 3倍・4倍精度 BLASの実装

実装した BLASルーチンは行列の転置や，ベクトルのス

トライドアクセスの特殊ケースは実装しておらず，条件分

図 14 GEMV カーネル

Fig. 14 GEMV kernel.
図 15 GEMM カーネル

Fig. 15 GEMM kernel.

表 2 評価環境

Table 2 Evaluation environment.

CPU Intel Xeon E5-2670 (2.6GHz, 8-core) ×2

GPU NVIDIA Tesla M2090

(6 GB, GDDR5, ECC-enabled)

GPU Bus PCI-Express 2.0 x16

OS Red Hat Enterprise Linux Server 6.1

(2.6.32-131.0.15.el6.x86 64)

CUDA CUDA 4.1.28

Compiler gcc 4.4.5 (-O3), nvcc 4.1 (-O3 -arch sm 20)

岐でスキップするようにした．それ以外は BLASの仕様に

準拠した実装を行った．BLASカーネルの実装手法は単精

度・倍精度の場合と同様の一般的な手法である．倍精度の

カーネルをベースに，型をDD型，D+S型，D+I型に置き

換えるとともに，乗算と加算を DD演算に置き換えた．ま

た，D+S型，D+I型では前述の SoAレイアウトを用いた

が，グローバルメモリからレジスタへのロード時に DD型

への変換を行い，レジスタ・シェアードメモリ上では AoS

形式の DD型で保持して，DD演算を行うようにした．

AXPY，GEMVではスレッドを 1次元で起動してベクト

ル y の 1要素ずつを各スレッドが計算し，GEMMではス

レッドを 2次元で起動して，行列 C を計算する．GEMV，

GEMMでは，グローバルメモリに対して高速なスクラッ

チパッドメモリである共有メモリを用いたブロッキングを

行った．GEMVのカーネルを図 14，GEMMのカーネルを

図 15 に示す．これらの図において，黒色で塗りつぶされ

た領域を共有メモリに格納しブロッキングする．NTはス

レッドブロックあたりのスレッド数，BLKはGEMMにお

けるブロッキングサイズを示す．各スレッドブロックは矢

印方向に内積計算を行う．AXPY，GEMVでは NT=128

とした．GEMM では BLK=16，NT=8 とした．これら

NT・BLKのサイズは GPUにおけるスレッド実行単位や

メモリアクセス単位を考慮し，ハンドチューニングにより

決定した．また，GEMMではグローバルメモリからの読

み込み時にテクスチャキャッシュを使用した．

5.2 評価手法

評価環境を表 2 に示す．入力に用いた行列およびベク
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表 3 Tesla M2090 の理論ピーク演算性能と Byte/Flop・

Byte/DDFlop 比

Table 3 Theoretical peak performance and Bytes/Flop and

Bytes/DDFlop of the Tesla M2090.

理論ピーク演算性能 Byte/Flop 比

単精度 1331.2 GFlops 0.088 Byte/Flop

倍精度 665.6 GFlops 0.176 Byte/Flop

DD 演算 33.28 GDDFlops 3.52 Byte/DDFlop

トルは 0–1の一様乱数で初期化された N × N の正方行列

（列優先格納）および大きさ N のベクトルである．AXPY

の α，GEMV，GEMMの α，β についても同様に乱数で

初期化した．乱数の生成にはQDライブラリのDD型乱数

生成関数 dd randを使用し，D+S型・D+I型については

DD型から型変換を行った．

BLASルーチンの実行時間の測定では，同じルーチンを

最低 3回以上，かつ実行時間が 1秒以上となるように繰り

返し実行し，実行時間の平均を求めた．実行時間はカーネ

ル実行時間のみを測定し，PCI ExpressによるGPU–CPU

間のデータ転送時間は含まれていない，実行時間と BLAS

ルーチンの理論演算量をもとに，1秒間に計算した DD演

算回数であるDDFlops値を算出した．4.2 節で述べたよう

に，3倍精度演算にも DD演算を用いているため，3倍・4

倍精度ルーチンともに DDFlopsを用いて性能を示す．ま

た，単精度・倍精度演算に対する相対性能を確認するた

めに，CUDA Toolkitに含まれる CUBLAS 4.1 [22]の単精

度・倍精度ルーチンの性能も測定した．

なお，3倍・4倍精度 BLASの演算結果はMBLAS [6]に

よる 8倍精度演算の結果と比較を行い，計算結果に誤りが

ないことを確認している．

5.3 Byte/Flop比による性能予測

我々の提案した 3倍精度演算はメモリ律速となる場合に

4倍精度演算より高速となる．プロセッサの処理能力を示

す Byte/Flop比と，BLASルーチンの Byte/Flop比を算

出し，BLASルーチンがメモリ律速となるか演算律速とな

るかの性能予測を示す．BLASルーチンの Byte/Flop比が

GPUの Byte/Flop比を上回る場合，性能はメモリ律速と

なる．メモリ律速である場合，性能はグローバルメモリへ

のロード・ストア時間に依存するため，3倍・4倍精度型の

データサイズに比例して，3倍・4倍精度演算の実行時間

は単精度比で 3倍，4倍となる．

Tesla M2090 における各精度の理論ピーク演算性能と

Byte/Flop比を表 3 に示す．DD演算に対しては，1秒間

の DD演算回数を DDFlopsと表し，Byte/Flop比に対し

て Byte/DDFlopで表した．Tesla M2090のグローバルメ

モリの公称理論ピークメモリバンド幅は 177.6 GB/s（ECC

無効時）であるが，ECC を有効にした環境で AXPY に

表 4 BLASルーチンの Byte/Flop・Byte/DDFlop比（ベクトル：

N，行列：N × N）

Table 4 Bytes/Flop and Bytes/DDFlop of BLAS subroutines

(Vector size: N , Matrix size: N × N).

AXPY GEMV GEMM

単精度 [Byte/Flop] 6 2 8/N

倍精度 [Byte/Flop] 12 4 16/N

D+S/D+I 型 3 倍精度
18 6 24/N

+DD 演算 [Byte/DDFlop]

DD 型 4 倍精度
24 8 32/N

+DD 演算 [Byte/DDFlop]

おいてメモリバンド幅を測定したところ，実測値の最大

は約 112–117 GB/sであった．そこでメモリのバンド幅を

117 GB/sと仮定し，Tesla M2090の理論ピーク演算性能を

用いて Byte/Flop比を計算した．

続いて，入力データが N × N の正方行列および大き

さN のベクトルの場合の，BLASルーチンの Byte/Flop・

Byte/DDFlop比を表 4 に示す．これらの値は簡単のため

にオーダの低い項を無視して計算しているほか，同じデー

タに対するメモリ参照が 1 度しか行われない場合の理想

値である．例として 4倍精度 GEMMの場合の算出法を示

す．DD型 1要素は 16 Byteであるため，グローバルメモ

リに対するロード・ストア量を 4N2 × 16 [Byte]と見なす．

一方，GEMMでは 2N3 + 3N2 [DDFlop]の演算が行われ

る．簡単のために演算回数の O(N2) の項を無視すると，

(4N2 × 16) [Byte]/2N3 [DDFlop] = 32/N [Byte/DDFlop]

となる．

表 4 において，Tesla M2090の Byte/Flop比より数字

が大きい Byte/Flop 比を持つ BLAS ルーチンは，Tesla

M2090においてメモリ律速となる可能性が高い．すなわ

ち，3倍・4倍精度ルーチンの実行時間が単精度比で 3倍，

4倍となり，4倍精度の代わりに 3倍精度を用いる速度面

での利点が生まれる可能性がある．

5.4 性能評価結果

5.4.1 AXPY（y = αx + y）

AXPYのDDFlops性能を図 16に示す．AXPYは 5.3節

に示した Byte/Flop比による性能予測からすべての精度に

おいてメモリ律速となると考えられる．3倍精度ルーチン

では，D+S型とD+I型のグラフは重なり，ほぼ同一の性能

を示した．AXPYは他の 2ルーチンと比較して Byte/Flop

比が大きく，メモリのロード・ストア時間に対する BLAS

の演算時間が小さいものの，DD型–D+I型の変換はボト

ルネックとならないことが示された．

次に，CUBLASによる単精度 AXPYの実行時間を 1と

したときの各精度の AXPY の実行時間を図 17 に示す．

グラフの右側では，単精度 AXPYに対して倍精度，3倍精

度，4倍精度がそれぞれ 2倍，3倍，4倍の実行時間に近づ
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図 16 3倍・4倍精度AXPY（y = αx+y）の性能（縦軸のDDFlops

は 1 秒あたりの DD 演算回数を表す）

Fig. 16 Performance of triple and quadruple precision AXPY

(y = αx + y) (DDFlops: DD-type floating-point op-

erations per second).

図 17 AXPY（y = αx + y）の単精度ルーチンを基準とした相対

実行時間

Fig. 17 Relative execution time of AXPY (y = αx + y) (the

y-axis represents the relative execution time compared

to the single precision subroutines).

いている．これらの性能差は単精度型に対して倍精度，3

倍精度，4倍精度型がそれぞれ 2倍，3倍，4倍のデータ

サイズであることに起因する．メモリ律速であるため，グ

ローバルメモリへのロード・ストア時間に性能が依存した

結果である．一方，N < 10,000では各精度の性能差がほ

とんど見られない．演算を行わない空のカーネルの実行時

間を測定した結果，N < 10,000における各精度の AXPY

の実行時間とほぼ同じ実行時間であったことから，カーネ

ル生成コストが原因であると考えられる．

5.4.2 GEMV（y = αAx + βy）

GEMVの DDFlops性能を図 18 に示す．また，単精度

図 18 3 倍・4 倍精度 GEMV（y = αAx + βy）の性能（縦軸の

DDFlops は 1 秒あたりの DD 演算回数を表す）

Fig. 18 Performance of triple and quadruple precision GEMV

(y = αAx + βy) (DDFlops: DD-type floating-point

operations per second).

図 19 GEMV（y = αAx + βy）の単精度ルーチンを基準とした

相対実行時間

Fig. 19 Relative execution time of GEMV (y = αAx + βy)

(the y-axis represents the relative execution time com-

pared to the single precision subroutines).

GEMVの実行時間を 1としたときの各精度の GEMVの

実行時間を図 19 に示す．AXPYと同様にメモリ律速であ

り，グラフの右側では単精度に対して倍精度，3倍精度，4

倍精度がそれぞれ 2倍，3倍，4倍の実行時間に近づき，3

倍精度演算の 4倍精度演算に対する速度面での優位性が確

認された．しかし，グラフの左側，N < 4,000では，3倍・

4倍精度の性能差が小さくなっている．このとき，4倍精度

の実行時間は単精度比で 4倍未満であることや，単精度・

倍精度の性能差も小さくなっていることから，AXPYと同

様にカーネル生成コストが実行時間において支配的になっ

ていると推測できる．一方で，N が小さくなるに従って，
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図 20 3 倍・4 倍精度 GEMM（C = αAB + βC）の性能（縦軸

の DDFlops は 1 秒あたりの DD 演算回数を表す）

Fig. 20 Performance of triple and quadruple precision GEMM

(C = αAB + βC) (DDFlops: DD-type floating-point

operations per second).

単精度・倍精度と 3倍・4倍精度の性能差が大きくなって

いる．N = 1,024における理論ピーク演算性能に対する実

行効率は，倍精度ルーチンが N = 8,192に対して約 1/2.3

であるのに対して，4倍精度ルーチンは約 1/3.3に落ち込

んでおり，我々の実装したGEMVカーネルがCUBLASの

実装と比べて，問題サイズが小さい場合に十分最適化でき

ていないことが原因であると考えられる．

5.4.3 GEMM（C = αAB + βC）

GEMMの DDFlops性能を図 20 に示す．GEMMはす

べての精度において，5.3 節での Byte/Flop 比による性

能予測から演算律速であると考えられる．演算律速であ

るため，DD演算を使用した 3倍精度 GEMMは 4倍精度

GEMMと同じ性能になり，3倍精度型を使用する速度面

での優位性は得られない結果となった．

次に，単精度 GEMMの実行時間を 1としたときの各精

度の GEMMの実行時間を図 21 に示す．GEMMは演算

律速であるため，相対実行時間として，演算に要するサイ

クル数，すなわち理論ピーク演算性能の差が表れるはずで

ある．表 3 に示すように，Tesla M2090における単精度演

算，倍精度演算，DD演算の理論ピーク演算性能は 1 : 2 : 40

の比にあり，理論上，DD演算は倍精度演算の 20倍の計算

コストを要することになる．しかし実際には 3倍・4倍精

度 GEMMが倍精度 GEMMの約 14倍の実行時間となっ

た．これは我々の実装した 3倍・4倍精度GEMMが，DD

演算の理論ピーク演算性能に対して 85%以上の実行効率を

達成しているのに対して，CUBLASの倍精度GEMMの実

行効率が約 61%（単精度GEMMで約 62%）と低いためで

ある．Tanらの論文 [21]では CUBLASの倍精度 GEMM

の実行効率が約 58%である理由を考察するとともに，よ

図 21 GEMM（C = αAB + βC）の単精度ルーチンを基準とし

た相対実行時間

Fig. 21 Relative execution time of GEMM (C = αAB + βC)

(the y-axis represents the relative execution time com-

pared to the single precision subroutines).

り高速な倍精度 GEMMを実現しているが，そのチューニ

ング手法はきわめて難易度が高いことが分かる．このよう

に，理論的には倍精度の 20倍の計算コストを要する DD

演算であるが，実際には倍精度のプログラムにおいて高い

実行効率を得ることが難しいため，倍精度演算と比較した

DD演算の実際の計算コストは，理論的なコストよりも実

際には小さくなる場合が多いと考えられる．

5.5 演算精度について

最後に，実際の計算における演算結果の一例として，

GEMVと GEMMにおける各精度の演算結果の比較を示

す．N × N の行列に対するMBLASによる 8倍精度演算

の結果と各精度の演算結果の相対誤差を求めた．入力ベク

トルおよび行列は 0–1の範囲の倍精度の一様乱数で初期化

した．3倍・4倍・8倍精度演算を行う際の入力データは

仮数部 52 bit（倍精度）より下位をゼロで埋めたものであ

り，すべての精度の計算において同じ入力データを用いて

いる．また本論文では D+I型において，DD型から D+I

型への変換時に 0への丸めを採用してきたが，最近接偶数

丸めを採用した場合の誤差量も示す．なお，倍精度，DD

型 4倍精度では演算に最近接偶数丸めが用いられているほ

か，D+I型・D+S型ともに演算は最近接偶数丸めによる

DD演算で行われている．

結果を表 5 に示す．DD型からの変換時に 0への丸めを

採用した D+I型は，D+S型に対して約 16–17倍の誤差量

となった．一方で最近接偶数丸めを採用した場合，D+S型

に対する誤差量は約 8–9倍となり，0への丸めを行った場

合と比べて誤差量は約半分となった．これは最近接偶数丸

めでは許容される誤差量が 0.5 ulp以内であるのに対して，
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表 5 8 倍精度演算の結果に対する相対誤差（入力は 0–1 の倍精度一様乱数）

Table 5 Error relatives to the octuple precision results (input: double precision

uniform random numbers between 0 and 1).

GEMV GEMM

N = 100 N = 1,000 N = 100 N = 1,000

倍精度 2.77e-16 4.60e-16 2.70e-16 7.83e-16

D+S 型 3 倍精度（DD 型からの変換：最近接偶数丸め） 8.20e-25 1.36e-24 8.75e-25 1.34e-24

D+I 型 3 倍精度（DD 型からの変換：0 への丸め） 1.41e-23 2.24e-23 1.40e-23 2.15e-23

D+I 型 3 倍精度（DD 型からの変換：最近接偶数丸め） 6.36e-24 1.16e-23 6.93e-24 1.07e-23

DD 型 4 倍精度 1.92e-32 6.57e-32 2.14e-32 6.45e-32

0への丸めは 1 ulp以内となるからである．したがって，本

論文で示した D+I型は D+S型と比べて指数部ビット長が

3 bit少ないほか，0への丸めを用いた場合には最近接偶数

丸めと比べて丸めモードの違いによる誤差の増大を考慮す

る必要がある．

6. まとめ

本論文では，GPU（NVIDIA Tesla M2090）において 3

倍・4倍精度浮動小数点演算を実装し，線形計算への適用例

として Level 1–3の代表的な BLASルーチンを実装し性能

評価を行った結果を示した．4倍精度演算には既存手法で

あるDD演算を用いた．一方で 3倍精度演算として，D+S

型・D+I型の 2種類の 3倍精度データフォーマットを提

案し，DD演算を用いて 3倍精度演算を行う手法を提案し

た．D+S型は原理上，指数部ビット長が 32 bit単精度と

同じ 8 bitに制限される．D+I型は指数部が 64 bit倍精度

（binary64）や DD型と同じ 11 bitである一方で，その分

D+S型と比べて仮数部が 3 bit少ない．また，本論文で示

した実装では丸めモードに 0への丸めを用いたため，最近

接偶数丸めと比べて丸めモードに起因する誤差量の増大が

生じた．D+S型と D+I型は BLASルーチンにおける性能

評価において性能差は見られないため，指数部と仮数部の

トレードオフを考慮して，アプリケーションによって使い

分けを検討すべきである．

Tesla M2090における性能評価では，3倍・4倍精度の

AXPY・GEMVがメモリ律速となり，その実行時間はデー

タサイズに比例して，単精度ルーチン比でおよそ 3倍，4

倍（倍精度比でそれぞれ 1.5倍，2倍）となることを示し

た．4倍精度は必要ないが倍精度では精度が不足する場合

であれば，我々が提案した 3倍精度演算は，3倍精度デー

タに対する DD演算がメモリ律速となるケースにおいて，

4倍精度演算に対する速度面での利点が主張できる．一方

で，我々の 3倍精度演算は DD演算を用いて計算を行って

いるため，理論ピーク演算性能は DD型 4倍精度演算と同

等であり，演算律速の計算では速度面で 3倍精度を用いる

メリットはない．しかしGPUクラスタ環境では，GPUが

高い浮動小数点演算性能を持つ一方で，グローバルメモリ

よりはるかに低速な PCI Expressやネットワークの帯域

が，アプリケーションにおいて性能のボトルネックとなる

ことが多い．また GPU上のメモリスペースが限られてい

ることや，これが原因となって PCI Expressを経由したホ

ストとの通信が発生することもある．このような環境では

データサイズの小さい 3倍精度が 4倍精度と比べて有効と

なるケースが存在すると考えられる．

我々は今後，実アプリケーションへの応用例として，精

度に敏感な疎行列に対する反復解法への適用例を示したい

と考えている．疎行列計算はメモリ律速となりやすい処理

であり，特に GPUクラスタ環境では，3倍精度が有効と

なるケースが存在すると考えられる．
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