
特異値計算アルゴリズム dqds 法および mdLVs 法のため
の新しいシフト戦略
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概要：本論文では，新しいシフト戦略として Algebraic シフト を提案することによって，特異値計算アル
ゴリズム dqds 法および m2dLVs 法の計算速度と相対精度を改善する．従来，LAPACK に実装された
dqds 法では，経験則に基づく aggressive シフトを採用している．従来の mdLVs 法では，Johnson シフト
を採用している．aggressive シフトは高速に計算されるが，無誤差の計算でも過大なシフトを与える可能性
がある．Johnsonシフトについては，その計算において平方根を多用するため，速度の面できわめて不十
分である．そこで，本論文では，dqds 法および m2dLVs 法の両方に対して，数学理論に基づく Algebraic

シフト を導入する．このシフト戦略の有効性を確認するために，従来のシフト戦略との比較を行う．
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Abstract: In this paper, we propose a new shift strategy ”Algebraic shift” , which improves computational
time and relative errors in the dqds and m2dLVs algorithms for singular values. The dqds algorithm in LA-
PACK has adopted the aggressive shift, which is based on a rule of heuristics. The original mdLVs algorithm
adopts the Johnson shift. While the aggressive shift is quickly computed, it may give a too large shift even in
exact computation. Since the Johnson shift needs a lot of square root, the computational time is weakness.
Therefore, we introduce the Algebraic shift , which has the proof based on mathematical theory, to the dqds
and m2dLVs algorithms. To evaluate the shift strategy, we compare with existing shift strategy.
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1. はじめに

線形数値計算において，特異値分解は重要な行列計算

の 1 つである．特異値分解の応用分野としては，情報検

索 [1] や画像処理 [14] が挙げられる．いくつかの特異値

分解アルゴリズムでは，高速化のために，特異値計算と特

異ベクトル計算が別々に実行される．この場合，計算され

た特異値の精度が，特異ベクトル計算の精度に影響を与

える [18]．よって，高速かつ高精度な特異値計算法の開発

が望まれる．既存の特異値計算法として，dqds（原点シフ
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ト付き differential quotient-difference）法 [2], [13], [15] と

mdLVs（原点シフト付き modified discrete Lotka-Volterra）

法 [5], [17] がある．mdLVs 法は，収束の最終局面におけ

るすぐれた安定性が示されている [6]．さらに，mdLVs 法

の変形版として，m2dLVs（modified mdLVs）法が開発さ

れている [11]．m2dLVs 法は，mdLVs 法と同様に，上 2

重対角行列の特異値を計算することができる．また，誤差

解析による数値安定性が示されており，詳細な解析の結果

として dqds 法と同程度の高精度性が証明されている [11]．

ゆえに，m2dLVs 法を実装においても積極的に採用する．

dqds法と m2dLVs法の漸化式の演算量を比較すると，dqds

法の方が少ない [11], [13]．そのため，m2dLVs 法よりも

dqds 法の方が高速である．しかしながら，mdLVs 法同様，

m2dLVs 法は，収束の最終局面におけるすぐれた安定性が

保証されているので，高精度な特異値計算が期待できる．

dqds 法および m2dLVs 法は，漸化式の反復計算を繰

り返すことで，特異値を得ることができる．これらの計

算法の反復回数を減少させるために，原点シフトが導入

されている．シフト量を計算する方法として，dqds 法で

は aggressive シフト [13] を，mdLVs 法では Johnson シフ

ト [7] を採用している．なお，dqds 法および m2dLVs 法

は aggressive シフトや Johnson シフト以外にも，任意の

シフト戦略と組み合わせることが可能である． aggressive

シフトは，高速に計算されるが，経験則に基づくシフトで

あるため，無誤差の計算でも過大なシフトを与える可能

性がある．一方，Johnson シフトは，平方根を多数必要と

するため，速度面で極めて不利である．また，シフト量と

して，与えられた行列 Z に対する ZZ> の最小固有値に

非常に近い値 を計算できず，結果的に，m2dLVs 法にお

ける反復回数が多くなる可能性がある．そこで，本論文で

は，aggressive シフトや Johnson シフトの欠点を解消する

ために，新たなシフト戦略として Algebraic シフト を提案

する．

2 章では，特異値計算法である dqds 法，mdLVs 法お

よび m2dLVs 法について説明する．3 章では，Algebraic

シフト について提案する．4 章では，aggressive シフト

を用いた dqds法，Johnson シフトを用いた m2dLVs 法，

Algebraic シフト を組み込んだ dqds 法および m2dLVs 法

について比較実験を行う．

2. 特異値計算法

2.1，2.2，2.3節では，dqds 法，mdLVs 法，m2dLVs 法

について，それぞれ，紹介する．

2.1 dqds 法

M 次元上 2 重対角行列

B = B(0)

=



b
(0)
1 b

(0)
2 0

b
(0)
3 b

(0)
4

. . .
. . .

b
(0)
2M−3 b

(0)
2M−2

b
(0)
2M−1


, (1)

の特異値を計算する方法として，dqds 法がある．ここで，

B(0) の対角成分は非負，副対角成分はすべて正の浮動小

数点数と仮定する．仮に，ある副対角成分が 0 であるな

らば，行列 B(0) を 2 つの小行列に分けて特異値計算を行

うことができるため，一般性を失わない仮定である [2]．

Cholesky 分解を基本とした LR 法 [2], [16] の 1 反復にお

いては，(
B(n+1)

)>
B(n+1) = B(n)

(
B(n)

)>
− S(n)I (2)

のような行列変形が実行される．ここで，nは反復回数，S(n)

はシフト量，I は単位行列とする．λmin

(
B(n)

(
B(n)

)>)
を，B(n)

(
B(n)

)>
の最小固有値とすると，シフト量 S(n)

は，

0 ≤ S(n) < λmin

(
B(n)

(
B(n)

)>)
, (3)

の範囲で選ぶことができる．できるだけ最小固有値

λmin(B
(n)(B(n))>) に近い値をシフト量 S(n) として設

定できれば，収束速度の向上が期待できる．

q
(n)
i =

(
b
(n)
2i−1

)2
, (4)

e
(n)
i =

(
b
(n)
2i

)2
, (5)

とする．ここで，変数 i は（i: 1 ≤ i ≤ M）である．補助

変数 d
(n)
i 導入して，式 (2)の行列成分間に成り立つ等式を

書き下すと，

d
(n+1)
1 = q

(n)
1 − S(n),

q
(n+1)
1 = d

(n+1)
1 + e

(n)
1 ,

e
(n+1)
1 = e

(n)
1

q
(n)
2

q
(n+1)
1

,

d
(n+1)
2 = d

(n+1)
1

q
(n)
2

q
(n+1)
1

− S(n),

...

q
(n+1)
M = d

(n+1)
M , (6)

となり，特異値計算が可能となる．反復計算を繰り返

すことで，q
(n+1)
i は上 2 重対角行列 B の特異値の 2

乗にに収束する．これを dqds 法と呼ぶ．dqds 法では，

q
(n+1)
i = 0(i = 1, · · · ,M − 1)となる場合には，

e
(n+1)
i = 0 (7)
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d
(n+1)
i+1 = q

(n)
i+1 − S(n) (8)

とすることで反復計算を継続できることが知られてい

る [13]. q
(n+1)
M = 0の場合には，明らかに反復計算を継続で

きるために問題はない．しかし，桁落ちの関係で，q
(n+1)
i ,

d
(n+1)
i は正値性を保証するように実装するべきであり，そ

のため，式 (3)では，

S(n) < λmin

(
B(n)

(
B(n)

)>)
, (9)

と等号を含まない条件を採用している．ただし，計算誤差

の関係で，式 (3)を満たした場合でも，正値性を保証でき

ない場合がある．その際は，S(n) = 0として反復計算を行

う．また，式 (3)において，λmin

(
B(n)

(
B(n)

)>)
が 0 と

なる場合，すなわち q
(n)
i が 0 となる場合にも，シフト量

S(n) = 0 とすることによって ，反復計算を継続すること

ができる [2]．S(n) = 0の場合には，dqds 法では，明らか

に q
(n+1)
i ，d

(n+1)
i の非負性が保証される．

2.2 mdLVs 法

複数の生物種の捕食関係を数式化した数理生物モデルと

して，LV（Lotka-Volterra）系 [20] が知られている．可積

分な場合の LV 系に対して，可積分系特有の時間変数に関

する離散化を行うと，漸化式

u
(n+1)
k =

1 + δ(n)u
(n)
k+1

1 + δ(n+1)u
(n+1)
k−1

u
(n)
k , (10)

が導出される [12]．ここで，k (k = 1, 2, . . . , 2M − 1) は種

の番号，u
(n)
k と δ(n) は反復回数 n における変数 uk と差

分間隔をそれぞれ表す．この漸化式 (10)は dLV（discrete

LV）系と呼ばれる．δ(n) > 0 と選ぶことによって ，漸化式

(10)では減算や零による除算は発生しない．また，u(0)
k > 0

ならば，すべての n に対して u
(n)
k > 0 のように，常に正

値性が保たれる．

漸化式 (10)の境界条件と初期値を，それぞれ

u
(n)
0 ≡ 0, u

(n)
2M ≡ 0, (11)

u
(0)
k =

(b
(0)
k )2

1 + δ(0)u
(0)
k−1

, (12)

とする．反復回数 n → ∞ で，u
(n)
2i−1 は第 i 番目の特異値

の 2 乗に，u
(n)
2i は 0 に収束する．これが，dLV 法と名付

けられた特異値計算法の動作原理である．

dLV 法を効率的なアルゴリズムとするために，原点シフ

トを導入する [12]．これにより，反復回数が減少する．ま

ず，変数 w
(n)
k と v

(n)
k を用いて，dLV 系を再定義する．

u
(n)
k =

w
(n)
k

1 + δ(n)u
(n)
k−1

, (13)

v
(n)
k = u

(n)
k

(
1 + δ(n)u

(n)
k+1

)
, (14)

w
(n+1)
k = v

(n)
k . (15)

この際，式 (12)より，w
(0)
k = b

(0)
k

2
となる．ここで，

Z(n) =



√
v
(n)
1

√
v
(n)
2√
v
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3

√
v
(n)
4

. . .
. . .√

v
(n)
2M−3

√
v
(n)
2M−2√
v
(n)
2M−1


,

(16)

とすると，シフト量 S(n) は，

0 ≤ S(n) < λmin

((
Z(n)

)>
Z(n)

)
, (17)

の範囲から選ばれる．すなわち，漸化式 (13)-(15)のみで構

成されるアルゴリズムの収束を加速するために，式 (15)を

w
(n+1)
2i−1 = v

(n)
2i−1 + v

(n)
2i−2 − w

(n+1)
2i−2 − S(n),

w
(n+1)
2i =

v
(n)
2i−1v

(n)
2i

w
(n+1)
2i−1

, (18)

に変更する [12]．よって，dLV 法に原点シフトを導入した

特異値計算法 mdLVs 法は，式 (13)，(14)および (18)で定

義される [4]．mdLVs 法 [17] では，Johnson 下界 [7] が

利用されている．一般的に，式 (17)の範囲で S(n) を大き

くすると収束は加速されるが，大きすぎると u
(n)
k の正値

性が崩れ，場合によっては mdLVs 法が数値不安定になる．

よって，漸化式 (18)において式 (17)を満たさないシフト

量を採用したならば，式 (18)ではなく式 (15)によって反

復させることによって，u
(n)
k の正値性を保つように実装さ

れている [5], [12]．

dLV 法においては，入力行列 B = B(0) の対角および副

対角成分は正の値の浮動小数点数とし，以降の計算におけ

る u
(n)
k ，w

(n)
k と v

(n)
k はすべて正の値の浮動小数点数とす

る．よって，B(0) の対角成分が非負と仮定する dqds 法よ

りも，強い仮定が必要となる．数値計算では，丸め誤差の

影響により，すべての u
(n)
k が正の値の浮動小数点数であっ

ても，漸化式 (13)-(15)による反復計算の後，ある u
(n+1)
j

が 0とりうるからである．j が偶数の場合には，行列を 2

つの小行列に分けて特異値計算を行えばよいため，問題と

はならない [2]．しかし，j が奇数の場合には，現在，理論

解析ならびに実装における対処法は現時点で確立されてい

ない．後者のような場合の理論的考察は，mdLVs 法にお

ける今後の課題である.

2.3 m2dLVs 法

mdLVs 法 に 関 し て ，計 算 機 上 に お い て

λmin

((
Z(n)

)>
Z(n)

)
に非常に近いシフト量 を用い

た場合，有効桁数が原因で，桁落ちが生じる可能性がある．
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この状況を改善するために，

f
(n)
i = (S(n) + w

(n+1
2i−2 ))− v

(n)
2i−2, (19)

を導入する．ここで，変数 f
(n)
1 = S(n) とする．このとき，

漸化式 (18)は，

w
(n+1)
2i−1 = v

(n)
2i−1 − f

(n)
i ,

w
(n+1)
2i = v

(n)
2i

v
(n)
2i−1

w
(n+1)
2i−1

= v
(n)
2i−1

v
(n)
2i

w
(n+1)
2i−1

, (20)

と書き換えることができる．また，

f
(n)
i+1 = S(n) − v

(n)
2i + wn+1

2i

= S(n) +

(
v
(n)
2i

w
(n+1)
2i−1

)(
f
(n)
i

)
, (21)

が得られる．以上より，漸化式

f
(n)
1 = S(n),

f
(n)
i+1 = S(n) +

(
v
(n)
2i

w
(n+1)
2i−1

)(
f
(n)
i

)
,

w
(n+1)
2i−1 = v

(n)
2i−1 − f

(n)
i ,

w
(n+1)
2i = v

(n)
2i

v
(n)
2i−1

w
(n+1)
2i−1

= v
(n)
2i−1

v
(n)
2i

w
(n+1)
2i−1

, (22)

によって，mdLVs 法と同様に上 2 重対角行列の特異値

が計算できる．本論文では，これを m2dLVs 法と呼ぶ．

m2dLVs 法は，mdLVs 法とは異なり，誤差解析による数

値安定性が示されている [11]．そのため，m2dLVs 法に基

づいて信頼性の高い特異値計算コードを開発することがで

きる．

3. シフト戦略

本章では，dqds 法および m2dLVs 法に対して有用なシ

フト戦略として，新たに Algebraic シフトを提案する． な

お，本章の議論では，dqds 法の変数を用いて説明している

が，m2dLVs 法の変数に置き換えることは容易である．

3.1節では，aggressive 下界について，3.2節では，John-

son 下界について説明する． 3.3，3.4および 3.5節では，

Algebraic シフトで用いる 4 種類のシフト量の計算法を示

す．3.6節では，4 種類のシフト量の計算法を組み合わせ

た Algebraic シフト について説明する．

3.1 aggressive シフト

LAPACK に実装された dqds 法では，経験則に基づ

く aggressive シフト戦略を採用している [9]．d
(n+1)
M−2 ，

d
(n+1)
M−1 ，d

(n+1)
M , min1≤i≤M−2 d

(n+1)
i ，min1≤i≤M−1 d

(n+1)
i ,

min1≤i≤M d
(n+1)
i と，q

(n+1)
i ，e

(n+1)
i の部分的な情報を基

に，12種類のシフト戦略を使い分けている．さらに，その

12種類のシフト戦略においても，行列全体の情報を参照す

ることなく下界を計算する [13]．

ここで，

λmin

(
B(n+1)

(
B(n+1)

)>)
≤ min

1≤i≤M

(
d
(n+1)
i + S(n)

)
(23)

が成り立つことに注意する [2]．反復計算が繰り返される

と，右辺値は左辺値に近づくことが示されているが [2]，右

辺値は上界であるため，なんらかの手法を用いて，その上

界の値を基に左辺値の下界を計算する必要がある．しかし，

行列成分すべてを参照することなく，右辺値と行列 B(n)

の一部の成分から，左辺値の下界を導く数学的に厳密な公

式は知られていない．

また，

Φa =

{
M∑
i=1

1

d
(n+1)
i + S(n)

}−1

− S(n)

<

{
M∑
i=1

[(
B(n)

(
B(n)

)>)−1
]
ii

}−1

− S(n)

< λmin

(
B(n)

(
B(n)

)>)
− S(n)

= λmin

(
B(n+1)

(
B(n+1)

)>)
(24)

が成り立つ [2]．しかし，数値実験の結果では，Φaをシフト

戦略として用いた場合，dqds 法や m2dLVs 法の反復回数

を減少させる効果は確認できなかった．すなわち，Φa は，

数学的に厳密な下界であるが，シフト戦略として適切だと

は言えない．そのため，d
(n+1)
i の値を有効に利用する方針

を採用する LAPACKの aggressive シフト戦略は，経験則

に基づいた戦略となる．以上より，すべての行列成分を参

照することなく，かつ，dqds 法の漸化式に現れる d
(n+1)
i

の値を利用する方針として，λmin

(
B(n)

(
B(n)

)>)
の下界

を計算する aggressive シフト戦略は，必然的に無誤差の計

算でも過大なシフトを与える可能性のある戦略となる．

3.2 Johnson 下界

Johnson 下界では，行列

(B(n))> +B(n)

2
=

√
q
(n)
1

√
e
(n)
1

2√
e
(n)
1

2

√
q
(n)
2

√
e
(n)
2

2
. . .

. . .
. . .√

q
(n)
M−1

√
e
(n)
M−1

2√
e
(n)
M−1)

2

√
q
(n)
M


.

(25)
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に対する Gerschgorin 下界から導かれる [3]．行列 B(n) の

λmin

((
B(n)

)>
B(n)

)
の下界は，e

(n)
0 = 0，e

(n)
M = 0 とす

ると，

ΦJ =

(
max

{
0,

min
1≤i≤M

[√
q
(n)
i − 1

2

(√
e
(n)
i−1 +

√
e
(n)
i

)]})2

(26)

となる．よって，Johnson 下界を利用したシフト量計算で

は，2M − 1 回の平方根計算が必要である．

3.3 Laguerre 下界および一般化 Newton シフト

上 2 重対角行列 B(n) を用いて，

A =
(
B(n)

)> (
B(n)

)
, (27)

とする．変数 β
(n)
j を

β
(n)
1 =

1

q
(n)
1

, β
(n)
j =

1

q
(n)
j

+

(
e
(n)
j−1

q
(n)
j

)
β
(n)
j−1,

2 ≤ j ≤ M (28)

と置くと，

M∑
j=1

β
(n)
j = Tr

(
A−1

)
, (29)

が成り立つ．次に，変数 γ
(n)
j を

γ
(n)
1 = β

(n)
1

2
,

γ
(n)
j = β

(n)
j

2
+

e
(n)
j−1

q
(n)
j

(
γ
(n)
j−1 + β

(n)
j−1

2)
,

2 ≤ j ≤ M (30)

と置くと，

M∑
j=1

γ
(n)
j = Tr

(
A−2

)
, (31)

が成り立つ．式 (28)-(31)の証明は，別論文に記載する予

定である．

ここで T を

T ≡ M × Tr
(
A−2

)
−
(
Tr
(
A−1

))2
, (32)

と定義する．理論的には T > 0 であるが，計算機上ではこ

の関係が保証されていない．もし計算機上で T > 0 とな

る値が得られれば，A の最小固有値の Laguerre 下界 [10]

をシフト量として用いることができる. Laguerre 下界は，

以下の式であらわされる．

ΦL ≡ M

Tr (A−1) +
√
M − 1

√
T
. (33)

一方，T ≤ 0 ならば，一般化 Newton シフト [8], [22]を適

用する．

ΦN ≡

√
1

Tr (A−2)
. (34)

ただし，理論的には ΦL ≥ ΦN であるが，計算機上ではこ

の関係が保証されていない．そのため，T > 0 の場合，

ΦT ≡ max(ΦL,ΦN ), (35)

を用いる．

3.4 Kato-Templeの不等式による下界

Y を実対称行列として，ρ = x>Y x(x>x = 1), ε =

||Y x− ρx||2 とすると，開区間 (λ, λ)に，ρおよび Y の固

有値のうち，1 つの固有値 λ0(Y )のみが含まれるとき，

ρ− ε2

λ− ρ
≤ λ0(Y ) ≤ ρ+

ε2

ρ− λ
(36)

が成り立つ．特に，x = (0, · · · , 0, 1)>，λを

C(n) ≡



√
q
(n)
1

√
e
(n)
1 0

. . .
. . .

. . .
√

e
(n)
M−1

0

√
q
(n)
M


×



√
q
(n)
1

√
e
(n)
1 0

. . .
. . .

. . .
√

e
(n)
M−1

0

√
q
(n)
M



>

, (37)

に対する M − 1 次首座小行列 C(n)′ の最小固有値の下

界として，λ > ρ = C
(n)
M,M = q

(n)
M が成り立つならば，

ε = ||C(n)x− ρx||2 として，B(n)(B(n))> の最小固有値の

下界

ΦK ≡ C
(n)
M,M − ε2

λ− C
(n)
M,M

≤ λmin(C
(n)) = λmin(B

(n)(B(n))>), (38)

がシフト量として利用できる．ここで，λ̄ は，以下のよう

に求める．

C(n)′ =
q
(n)
1 + e

(n)
1

√
e
(n)
1 q

(n)
2√

e
(n)
1 q

(n)
2 q

(n)
2 + e

(n)
2

. . .

. . .
. . .

√
e
(n)
M−2q

(n)
M−1√

e
(n)
M−2q

(n)
M−1 q

(n)
M−1 + e

(n)
M−1


,

(39)
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K(n) ≡
q
(n)
1 + e

(n)
1

√
e
(n)
1 q

(n)
2√

e
(n)
1 q

(n)
2 q

(n)
2 + e

(n)
2

. . .

. . .
. . .

√
e
(n)
M−2q

(n)
M−1√

e
(n)
M−2q

(n)
M−1 q

(n)
M−1


,

(40)

とする．C(n)′ の最小固有値に付随する固有ベクトル空間

の中から長さ 1の任意のベクトル yを選ぶと,

λmin(K
(n)) ≤ y>K(n)y = y>C(n)′y − e

(n)
M−1(y(M))2

≤ y>C(n)′y = λmin(C
(n)′) (41)

が成り立つため，λmin(C
(n)′) ≥ λmin(K

(n)) となる．こ

こで，

H(n) ≡



√
q
(n)
1

√
e
(n)
1 0

. . .
. . .

. . .
√

e
(n)
M−2

0
√

q
(n)
M−1


(42)

を定義すると，行列K(n) は

K(n) = H(n)
(
H(n)

)>
(43)

と分解できる．さらに，

K(n)′ =
(
H(n)

)>
H(n) (44)

と定めると，λmin(K
(n)) = λmin(K

(n)′) となり，

λmin(C
(n)′) ≥ λmin(K

(n)′) が成り立つ．この行列 K(n)′

は，行列 A と同じ構造をしており，Tr(A−1) と Tr(A−2)

の計算の最後の i = M の加算を行わないことによって，

Tr((K(n)′)−1) と Tr((K(n)′)−2) の計算が可能である．

すなわち，K(n)′ の最小固有値の下界が計算できれば，

K(n) の最小固有値の下界が計算でき，さらに，C(n)′ の最

小固有値の下界が得られる．行列 H(n) は 行列 B(n) より

も行列の次元数が 1 つ小さいだけなので，行列 A に関す

る下界 ΦL，ΦN のように K(n)′ に関しても下界が計算で

きる．具体的には，式 (29)，(31)の行列 A の行列の次元

数 M を M − 1 にすると，

M−1∑
i=1

β
(n)
i = Tr

((
K(n)′

)−1
)
, (45)

M−1∑
i=1

γ
(n)
i = Tr

((
K(n)′

)−2
)
, (46)

が得られる．さらに，上記の 2 つの式を用いて下界 ΦL と

ΦN を計算し，より大きい方を K(n)′ の下界として採用す

る． この得られた下界を λ̄ として利用できる．

3.5 Gerschgorin 下界

3 重対角行列 B(n)B(n)>

B(n)B(n)> =
b
(n)
1

2
+ b

(n)
2

2
b
(n)
2 b

(n)
3

b
(n)
2 b

(n)
3 b

(n)
3

2
+ b

(n)
4

2 . . .

. . .
. . .

b
(n)
2(M−1)b

(n)
2M−1 b

(n)
2M−1

2

 , (47)

の最小固有値に対する Gerschgorin 下界 [3] をシフト量と

して採用することもできる．ここで，b
(n)
0 = b

(n)
2M = 0とす

ると，B(n)B(n)> の Gerschgorin 下界は，以下の式で得ら

れる．

G ≡ min
i[(
b
(n)
2i−1

2
+ b

(n)
2i

2)
−
(
b
(n)
2i−2b

(n)
2i−1 + b

(n)
2i b

(n)
2i+1

)]
,

(48)

ΦG ≡ max (G, 0) . (49)

このシフト計算では，M − 1 回の平方根計算が必要で

ある．Johnson 下界と比較すると，約半分の平方根計算で

下界を計算できる．加算，減算，乗算に比べ，平方根計算

は著しく計算時間が長い*1．平方根計算が計算時間の観点

で支配的となるため，Gerschgorin 下界 ΦG の計算量は，

Johnson 下界 ΦJ の計算量の約半分といえる．

3.6 Algebraic シフト の概略

本節では，計算されたシフト量を採用するための条件を

示す．

dqds 法および m2dLVs 法において，各反復で用いら

れたシフト量の総和は，変数 SIGMA および DESIG に蓄積

される．SIGMA は大きい量を保持し，DESIG は小さい量

を保持することによって，計算機上での有効桁数を増や

している．しかし，特異値計算終了後は，計算された各特

異値に SIGMA のみ加算される．各反復において SIGMA と

DESIG が更新される際，計算機上では有効桁数が存在する

ため，SIGMA と DESIG を用いても情報落ちが起きる．最

も保守的に情報落ちを検知するためには，変数 SIGMA と

SIGMA+S(n) の値が等しくなることを確認すれば良い．仮

に，変数 SIGMA と SIGMA+S(n) の値が等しくないならば，

SIGMA と DESIG によって，情報落ちを回避する可能性が

高い．

そこで，新たに提案する Algebraic シフトでは， 変数

FLAG を用いて，以下の手順でシフト戦略を切り替える．本

節の以下の文章では，「=」は右辺の値を左辺の変数に代入
*1 dqds 法および m2dLVs 法では，反復計算が進むにつれ，副対角
成分が小さくなり，行列を小行列に分割できるようになる．その
ため，結果として，小さい行列を扱うことになり，平方根計算の
パイプライン処理を利用できなくなる．
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FLAG=1

generalized Newton

T > 0

Gerschgorin

Laguerre

Kato-Temple

Yes

No

Yes

No

Yes

No

図 1 Algebraic シフト におけるシフト量の決定手順．

Fig. 1 The procedure for determination of shift in the Alge-

braic shift .

することを，「==」は左辺と右辺の値を数値計算し有限桁

の範囲で等しいことを意味する．

( 1 ) FLAG = 0

( 2 ) SIGMA == SIGMA+ q
(n)
M が成り立つ場合，手順 (7)に

移動

( 3 ) シフト量の計算

( 4 ) SIGMA == SIGMA + S(n) が成り立つ場合，または，

S(n) ≥ q
(n)
M の場合，手順 (7)に移動

( 5 ) 原点シフトが導入された反復計算の実行

( 6 ) d
(n+1)
i > 0 が成り立つ場合，手順 (2)に移動

( 7 ) 原点シフトを導入しない反復計算の実行

( 8 ) FLAG = 1

( 9 ) 手順 (2)に移動

手順 (1)は，アルゴリズムの初期設定時および減次 [13], [17]

の場合にのみ行われる．手順 (2)では，不要なシフト量の計

算を行わせないための条件を導入する．行列 B(n)
(
B(n)

)>
の右下の要素 q

(n)
M に対して，以下の式が成り立つ [21]．

0 ≤ S(n) < λmin

(
B(n)

(
B(n)

)>)
< q

(n)
M . (50)

式 (50) より，SIGMA と SIGMA + q
(n)
M が等しいならば，

行列 B(n)
(
B(n)

)>
のシフト量 S(n) は，必ず SIGMA ==

SIGMA + S(n) となる．すなわち，手順 (4) の条件である

SIGMA == SIGMA+S(n) が満たされることとなり，手順 (5)

の原点シフトが導入された反復計算がなされないため，シ

フト量の計算が不要となる．ゆえに，手順 (2)では，条件

を満たす場合，手順 (7) に移動する．手順 (3)のシフト量

の計算では，FLAG の値によってシフト量の計算法を選択す

る．ここで利用可能なシフト量の計算法のための下界は，

Laguerre 下界，一般化 Newton シフト，Kato-Temple の

不等式による下界，Gerschgorin下界である．すなわち，手

順 (3)をフローチャートで表すと図 1のようになる．手順

(4)では，情報落ちを回避するための条件を入れる．また，

S(n) ≥ q
(n)
M のときは，式 (50) より，S(n)が B(n)

(
B(n)

)>
の最小固有値以上となるためこれをシフト量として用いる

ことは不適切である．そのため，この場合は手順 (7) に移

動する. 手順 (5)では，反復計算が行われる．手順 (6)で

は，正値性が保証される場合，新たな反復に進むため，手

順 (2)に移動する．なお，m2dLVs 法の場合は，d
(n+1)
i の

代わりに w
(n+1)
2i−1 を用いる．

手順 (7)では，シフト量の計算時間の削減，情報落ちの回

避，桁落ちの回避，正値性の保証のいずれかを目的として，

原点シフトを導入しない反復計算を行う．ここで，m2dLVs

法では，式 (15)を用いるため，反復計算ではなく，代入計

算とみなせる．なお，手順 (2)の SIGMA == SIGMA+ q
(n)
M ，

手順 (4)の SIGMA == SIGMA+S(n) もしくは S(n) ≥ q
(n)
M ，

手順 (6)の d
(n+1)
i > 0 が成り立つのは，反復計算の終盤

において可能性が高い．そのため，以降の反復計算では

Gerschgorin 下界を用いてシフト量を計算させるために，

手順 (8)では，FLAG の値を変更する．

Laguerre 下界，一般化 Newton シフト，および Kato-

Temple の不等式による下界によるシフト計算は，反復計

算の終盤において，非常に最小特異値に近くなる下界であ

る．そのため，収束の終盤においては，最小特異値に近す

ぎないシフト量を与えることができる Gerschgorin 下界で

十分である．また，Gerschgorin 下界の誤差は行列の次元

数と無関係であるのに対して，他の下界は少なくとも行列

の次元数に比例した計算誤差が蓄積される．そのため，収

束の終盤では，Gerschgorin 下界を用いた方が，安定して

特異値に収束させることができる．

4. 実験

提案した Algebraic シフト の有効性を確認するために，

比較実験を行う．実験に用いる計算機は，CPU は Intel

Core i7-3770K@3.50 GHz，メモリ容量 32GB である．コ

ンパイラは，gfortran 4.7.2 とし，オプション -O2 を用

いる．比較対象は LAPACK3.4.2 [9] の DLASQ とし，

LAPACK に含まれないコードはこの DLASQ を基に開発

する．なお，DLASQ には，aggressive シフトが採用され

た dqds 法が実装されている． 比較するコードは，以下の

4 種類である．

code1 DLASQ

code2 Algebraic シフト を導入した dqds 法

code3 Johnson シフトを採用した m2dLVs 法

code4 Algebraic シフト を導入した m2dLVs 法

上 2 重対角のテスト行列として，対角成分と副対角成分が

1 の行列 Bt1，要素値が [0, 1] を満たす乱数行列 Bt2，近

接した特異値 を持たない行列 Bt3，近接した特異値 を持

つ行列 Bt4 および Bt5 を用いる．行列 Bt2 以外は，特異
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値が明らかな行列である．行列 Bt1，Bt3，Bt4 および Bt5

の特異値 σ(t1)i，σ(t3)i，σ(t4)i および σ(t5)i は，

σ(t1)i = 2 cos

(
i

2M + 1
π

)
, (51)

σ(t3)i =
1− ε

M − 1
(M − i) + ε, (52)

σ(t4)i = ε
i−1
M−1 , (53)

σ(t5)i =
1

M − 1

(
M(1− ε)

i
+Mε− 1

)
, (54)

である．ここで，ε は，マシンイプシロンのことである．な

お，行列 Bt3，Bt4 および Bt5 は，Jacobi 回転を用いた行

列作成法 [19] を多倍長計算で行うことによって得られる．

Bt1 以外のテスト行列は，10 個ずつ作成する．なお，同じ

分布の特異値を持つ行列は複数存在することに 注意する．

図 2は，各テスト行列に対する反復回数，計算時間，お

よび特異値に対する相対誤差の平均を表したものである．

ここで，正確な特異値を σi，計算された特異値を σ̂i と置

くと，特異値に対する相対誤差の平均は，

1

M

M∑
i=1

|σ̂i − σi|
σi

(55)

で得られる．なお，Bt3，Bt4 および Bt5 については，10

個ずつテスト行列を作成するため，さらに上記の式で得ら

れる 10 個の値の平均をとる． 横軸は，行列の次元数を

表している．行列 Bt1 および Bt2 の作成は容易である．

一方，他の行列の作成では，Jacobi 回転を用いているた

め，作成時間が長い．そこで，行列 Bt1 の次元数は 10000，

30000，50000，100000，300000，500000 とし，Bt2 の次

元数は 10000，30000，50000，100000，300000 とし，他の

行列は 1000，3000，5000，10000，30000，50000 とする．

行列 Bt2 に関しては，次元数に関係なく，同じ傾向を示し

ているため， 500000 次元の実験は省略する．行列 Bt2 に

関しては，ランダム行列を用いているため，正確な特異値

を得ることが非常に困難である．そのため，相対誤差は示

していない．

新しい dqds 法（code2）と新しい m2dLVs 法（code4）

に関して，反復回数は，ほぼ等しい．従来の m2dLVs 法

（code3）と新しい m2dLVs 法（code4）の行列 Bt2 に対す

る計算時間は，code4 の方が短い．すなわち，それほど大

きい差ではないため，図 2のグラフ上では，重なって描画

されている．

すべてのテスト行列において，従来のm2dLVs法（code3）

の反復回数が最も大きい．これは，計算されたシフト量が，

λmin

((
Z(n)

)>
Z(n)

)
に非常に近い値 でないためである．

また，すべてのテスト行列に対する計算時間が長い．これ

は，Johnson シフトにおける多数の平方根の計算が影響し

ているものと思われる．

aggressive シフトを用いた dqds 法（code1）では，すべ

てのテスト行列に対して，次元数が大きくなればなるほど，

相対誤差が悪くなる．これは，シフト計算で得られる値が

最小特異値と比較して，大きくなりやすい aggressive シフ

トの性質によるものだと考えられる．

dqds 法に関して，code1 と code2 では，行列 Bt1 を除

いて，code2 の方が速い．しかしながら，500000 次元の行

列 Bt1 において，code2 の計算時間は 1.22 倍で，相対誤

差は 2 倍以上の差がある．ゆえに，高速かつ高精度な特異

値計算を行うという目的のためには，Algebraic シフト を

用いた code2 の方が適しているものと考えられる．

m2dLVs 法に関して，code3 と code4 では，行列 Bt4 を

除いて，code4 の方が反復回数が少なく，計算時間が速く，

相対誤差が良好である．行列 Bt4 の計算時間と相対誤差

に関して，code3 と code4 の差はわずかである．行列 Bt1

の相対誤差に関して，code3 の相対誤差は行列の次元数に

よって 20 倍程度の開きがあり最小でも 1.0E − 15 である

のに対して，code4 の相対誤差は，常に 1.0E − 16 前後で

ある．よって，テスト行列の性質によらず，安定した精度

で計算でき，かつ，計算時間が短い code4 の方が有効であ

るものと考えられる．

以上より，原点シフトの導入を必要とする dqds 法およ

び m2dLVs 法において，高速かつ高精度に特異値計算を行

うためには，Algebraic シフト を適用すべきである．

5. まとめ

本論文では，原点シフトを必要とする特異値計算アルゴ

リズム dqds 法と m2dLVs 法において，高速化および高精

度化を実現するために，新たなシフト戦略として Algebraic

シフト を提案した．このシフト戦略では，SIGMA と q
(n)
M

の関係によって，シフト計算そのものを省略できる．また，

SIGMA とシフト量およびシフト量と q
(n)
M の関係によって，

シフト量を採用しないことにより，情報落ちと桁落ちを回避

できる．シフト量が必要な場合に，シフト量の計算におい

て利用できる下界として，Laguerre 下界，一般化 Newton

シフト，Kato-Temple の不等式による下界，Gerschgorin

下界を示した．原点シフト付き特異値計算では，最小特異

値により近い下界をシフト量とすると効果的である．ただ

し，計算機上では有効桁数の制約があるため，収束の終盤

において，Gerschgorin 下界を用いた方が，安定して特異

値に収束させることができる．反復計算がシフト戦略を切

り替えるための条件を満たすまでは，Laguerre 下界，一般

化 Newton シフト，Kato-Temple の不等式による下界の

うち，最も大きな値 をシフト量として用いる．Algebraic

シフト の有効性を確認するために，従来の dqds 法および

m2dLVs 法に対して，Algebraic シフト を実装し，5 種類

の性質が異なるテスト行列を用いて，比較実験を行った．

その結果，全体的に，dqds 法および m2dLVs 法の計算時
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図 2 各テスト行列に対する反復回数，計算時間，および特異値に対する相対誤差．

Fig. 2 Iteration number, computational time and relative error in each test matrices.

間と，計算された特異値の相対誤差に対して，Algebraic

シフト を用いた方が総じて良好であることが確認できて

いる．
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