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Weierstrass標準形の楕円曲線の加算公式について

白勢　政明 †

†公立はこだて未来大学
041-8655 北海道函館市亀田中野町 116-2

shirase@fun.ac.jp

あらまし 本稿は，短Weierstrass標準形で与えられる楕円曲線上の点の新しい加算公式を提案す
る．詳細は以下のようになる．初めに，P = (0, x1), Q = (x2, y2)となるように座標変換を行い，
楕円曲線の式を y2 = x3 + ax2 + bx + cに変換する．すると，P + Qの x座標は (b− 2λy1)/x2 (λ
は P をQを通る直線の傾き)によって計算できる．この事実は，楕円曲線の点の加算 P + Qの幾
何学的定義から導出できる．提案公式を用いると，アフィン座標+射影座標=射影座標のmixed
coordinate系での加算公式の計算コストは約 20%削減される．但し，提案手法は 2倍算の計算コ
ストを増大させてしまうため，更なる研究が必要である．
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Abstract This paper proposes a new formula for adding points on an elliptic curve given by
short Weierstrass form. In detail, we first make a coordinate conversion so that P = (0, x1), Q =
(x2, y2), and change equation of the elliptic curve to y2 = x3 + ax2 + bx + c. Then, the x

coordinate of P +Q is given by (b−2λy1)/x2, where λ is slope of the line through P and Q. The
fact can be derived due to the geometric definition of point addition. Applying the proposed
formula reduces the cost of adding point of about 20% on the system of mixed coordinate of
affine + projective = projective. However, it increases the cost of doubling point and then we
need a further improvement in the future.

1 はじめに

1.1 楕円曲線

Eを体 F上楕円曲線 (つまり，Eを定義する
多項式 f(x, y)の係数がすべて Fの元)とする．

このときEの F有理点の集合 E(F)は
E(F) = {(x, y) ∈ F× F : f(x, y) = 0} ∪ {O}
と定義される．ここでOは無限遠点である．
楕円曲線の重要な性質に，P, Q ∈ E(F)に対
して第 3の点 P +Q ∈ E(F)が (幾何学的に)定
義でき，Oを零元とする群をなすことである．



- 486 -

この加算の繰り返しにより，楕円曲線上の点 P

と整数 nに対してスカラー倍

nP = P + P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸
n個の和

が定義される．
楕円曲線がWeierstrass標準形

y2 = x3 + ax + b (1)

で与えられる1場合は，点 P = (x1, y1), Q =
(x2, y2), P + Q = (x3, y3)に対して，x3, y3 を
x1, y1, x2, y2, a, bから得る公式がよく知られて
いる [12]．この公式は x1 6= x2の場合は加算公
式，P = Qの場合は 2倍算公式と呼ばれる．こ
の公式はP +Qの幾何的定義を数式化したもの
である．
Fが有限体 Fpの時，E(Fp)は有限群をなし，
その位数を#E(Fp)と表記する．
楕円曲線暗号は，楕円曲線の離散対数問題の
困難性を利用している．楕円曲線暗号では，暗
号化や復号の処理は，Fp上楕円曲線のスカラー
倍の計算コストが支配的となっている．従って，
楕円曲線暗号の処理の高速化には，スカラー倍
算の高速化が重要である．
多くの場合で楕円曲線はWierstrass 標準形

(1)で与えられるが，スカラー倍算の高速化の
ために，Mongomery型曲線 [10]

By2 = x3 + Ax2 + x

や，Edwards曲線 [6]

x2 + y2 = 1 + dx2y2

等の特殊な形式の楕円曲線の使用が提案されて
いる．

1.2 ペアリング

lを素数，G1, G2を位数 lの加群，G3を位数
lの乗法群とする．写像

e : G1 ×G2 → G3

が双線形性，
e(P1 + P2, Q) = e(P1, Q)e(P2, Q)
e(P,Q1 + Q2) = e(P, Q1)e(P, Q2)

1この形式は短Weierstrass標準形と呼ぶ方がより正確
かも知れないが，本稿ではWeierstrass標準形を呼ぶ．

を常に満たすとき，eをペアリングという．G1 =
G2のとき eを対称ペアリング，そうでないとき
eを非対称ペアリングという．
ペアリングを利用した暗号プロトコル (ペアリ

ング暗号)の研究が近年盛んになっており，その
ような暗号プロトコルに IDベース暗号 [11, 2]，
タイムリリース暗号 [3]，属性ベース暗号 [8] 等
がある．
暗号プロトコルの実装では，Fp上楕円曲線E

に対して (G1, G2, G3) = (E(Fp), E(Fp),Fpk)，
または (G1, G2, G3) = (E(Fp), E′(Fpd),Fpk)(E′

は，#E′(Fpd)の素因数 lを持つようなEのツイ
スト)とするペアリングがよく用いられる．こ
こで，E(Fp)の位数#E(Fp)の最大素因数 lに
対して kは l|(pk − 1)満たす最小正整数であり，
E の lに関する埋め込み次数と呼ばれる．dは
kの正の約数のどれかである．
ペアリング暗号の実装に適した Fp 上の楕円
曲線 E は pairing-friendly曲線と呼ばれる．E

が pairing-friendlyであるための条件は

1. #E(Fp)の最大素因数 lが十分に大きい，
2. 埋め込み次数 kが適切な値2，
3. log p/ log r が 1 に近い，

を満たすことである．従って，ペアリング暗号
を実装するには，これらの条件を満たす楕円曲
線を構成する必要がある．そして，ペアリング
の値 e(P, Q)を計算は，Millerのアルゴリズム
(あるいはその改良版)によってなされる [9]．
文献 [7]は pairing-friendly曲線の構成法を総

括的に扱っているが，そこで与えられるpairing-
friendly曲線は，すべてWeierstrass標準形で与
えられている．また，ペアリング暗号は一般に
ペアリング e(P, Q)の計算だけでなくスカラー
倍の計算も必要である．従って，ペアリング暗
号処理の高速化には，Weierstrass標準形で与え
られる楕円曲線のスカラー倍算の高速化が重要
である．
本稿は，楕円曲線 E0 : y2 = x3 + a0x

2 +
b0x + c0で与えられる Fp上楕円曲線に対して，
P = (0, y1), Q = (x2, y2) ∈ E0(Fp)に対する

2128ビットセキュリティに最適な kの値は 12である．
ランダムに pとEの係数を選ぶとほとんどの場合で k ≈ p
となる．
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P + Q = (x3, y3)を計算する新しい加算公式を
幾何的定義から導く．(楕円曲線 E の x2 の係
数が 0でないことと，点 P の x座標が 0であ
ることに注意．) それから，この公式を使用し
て，mixed coordinate系 (アフィン座標の点+
射影座標の点→射影座標の点)における加算公
式を与える3．なお，このような楕円曲線と点
を考えることは特殊な場合でないことを強調し
たい．一般的な場合のように，Weierstrass標準
形 (1)で与えられる Fp上楕円曲線Eに対して，
P = (x1, y1) ∈ E(Fp)とする．すると，座標変
換 x → x + x1 を施せば，楕円曲線 E の式は
E0 : y2 = x3 + a0x

2 + b0x + c0の形式に，P の
座標は (0, y1)に変換される．これは本稿が扱う
場合と一致する．

2 準備

2.1 楕円曲線の加算公式

E をWeierstrass標準形 (1)で与えられる楕
円曲線とすると，Eの点には幾何学的に加算+
を定義でき，その加法+において，Oを零元と
する群をなす．この幾何学的操作は，

1. P とQを通る直線 Lを引く，(P = Qの場
合は，P でのEの接線を Lとする，)

2. Eと Lの第 3の交点を P ∗Qとする，
3. P ∗Qの x軸に対称な点を P + Qとする，

である (図 1)．
楕円曲線の点 P = (x1, y1), Q = (x2, y2)の座

標から P + Q = (x3, y3)の座標を求める公式
を加算公式 (x1 6= x2の場合)，または 2倍算公
式 (P = Qの場合)という．加算公式/2倍算公
式が点加算の幾何学的定義から導く過程は文献
[12]等に記述されているが，本稿ではそれは重
要なので以下に説明する．

E をWeierstrass標準形 (1)で与えられる楕
円曲線とする．P = (x1, y1), Q = (x2, y2) ∈ E

に対して，P + Q = (x3, y3), P ∗ Q = (x3, y
′
3)

とする．(P + Qと P ∗Qは x軸に対して対称

3他の座標系での新しい加算公式の導出は今後の課題
としたい．

x

P

Q

P ∗Q

P + Q

L

E

1.P と Q を通る直線
L を引く

2. 第 3 の交点を P ∗Q とする

3.P ∗Q の x 軸に対称な点を
P + Q とする

図 1: 点の加算 P + Qの幾何学的定義

なのでこれらの x座標は同じであり，y′3 = −y3

である．) P とQを通る直線を

L : y = λx + ν

とする．ここで，Lの傾き λは x1 6= x2 の場
合は

λ =
y2 − y1

x2 − x1
, (2)

P = Qの場合は

λ =
d
dx(x3 + ax + b)

d
dy y2

∣∣∣∣∣
x = x1
y = y1

=
3x2

1 + a

2y1
(3)

となる．なお，(2)のλによって得られる公式が
加算公式，(3)のλによって得られる公式が 2倍
算公式となる．Lの式をEの式 (1)に代入して
yを消去すると，λ2x2+2λνx+ν2 = x3+ax+b

となり，これを整理すると，

x3 − λ2x2 + (a− 2λν)x + b− ν2 = 0 (4)

が得られる．すると，

3次方程式 (4)の根は x1, x2, x3

であり，2次の項に関する解と係数の関係から
x1 + x2 + x3 = λ2，つまり

x3 = λ2 − x1 − x2 (5)

が得られる．また，P ∗Q = (x3, y
′
3)は L上の

点なので，y′3−y1 = λ(x3−x1)が成り立ち，こ
れを計算すると y′3 = λ(x3 − x1) + y1 となる．
最後に y′3 = −y3であることから，

y3 = λ(x1 − x3)− y1 (6)
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アルゴリズム 1 (バイナリ法)
入力: P ∈ E(Fp), n = (nt−1. . . n0)2
出力: nP

1. Q ← O and i ← t− 1
2. while i ≥ 0
3. Q ← 2Q

4. if ni = 1 then Q ← P + Q

5. i ← i− 1
6. return Q

が得られる．このようにして，幾何学的定義か
ら，よく知られている公式 (5)，(6)が導き出さ
れる．

2.2 スカラー倍算

楕円曲線暗号やペアリング暗号では，Fp上楕
円曲線 Eに対して P ∈ E(Fp)と整数 nからス
カラー倍 nP を計算する必要がある．この節は，
基本的なスカラー倍算のためのアルゴリズムを
紹介し，その計算コストの評価を点の加算と 2
倍算の回数により与える．今後，次の記号を使
用する．

ADD : 加算公式の計算コスト
DBL : 2倍算公式の計算コスト
M : Fpでの乗算の計算コスト
S : Fpでの 2乗算の計算コスト
I : Fpでの除算の計算コスト

なお，[5]や [4]と同様に，本稿は Fpでの加算の
計算コストは無視する．また，整数 nは tビッ
トとし，その 2進展開を (nt−1. . . n0)2とする．
HW (·)はハミング重みを表す．

2.2.1 スカラー倍算アルゴリズム

加算公式と 2倍算公式を使って，スカラー倍
を計算するための基本的なアルゴリズムにバイ
ナリ法 (アルゴリズム 1)がある．アルゴリズム
1の計算コストは

HW (n) · ADD + (t− 1) · DBL (7)

となる．アルゴリズム 1は，ステップ 4で niが
0か 1で処理が異なるため，消費電力やタイミ
ングなどの観測により nの値を見つけようとす
る SPA攻撃に対して脆弱性を持つ．

アルゴリズム 2 (耐 SPA攻撃)
入力: P ∈ E(Fp), n = (nt−1. . . n0)2
出力: nP

1. Q[0] ← P

2. for i = t− 2 down to 0 do
3. Q[0] ← 2Q[0]
4. Q[1] ← Q[0] + P

5. Q[0] ← Q[ni]
6. return Q[0]

SPA攻撃への対策として，以下のようなアル
ゴリズム 2が提案されている．このアルゴリズ
ムでは ni の値に関係なく各ループでの処理が
一定となる．アルゴリズム 2の計算コストは

(t− 1) · ADD + (t− 1) · DBL (8)

である．

2.2.2 座標系

座標系の選び方によって，スカラー倍算の計
算コストは変動する．[5]や [4]では，各座標系の
ADDやDBLの計算コストがM,S, Iを使って
評価されている．３節のADDや DBLの計算
コストに関する表 1では，提案公式以外の値は
これらの文献を参考にしている．また，各座標
系でのアルゴリズム 1と 2の計算コストは表 2，
3を参照．なお，出力が射影座標や Jacobian座
標となる場合は，出力をアフィン座標に変換す
るためのコストを考慮している．miixed coordi-
nate系については以下のような略記を使用する．
MC(A + P = P ):
アフィン座標+射影座標=射影座標の
mixed coordinate

MC(A + J = J):
アフィン座標+Jacobian座標=Jacobian座標
のmixed coordinate

3 本稿の成果

楕円曲線の点の加算 P + Qの幾何学的定義
から，P + Qの座標を求める新しい公式を導出
する．
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3.1 提案加算公式の導出過程

E をWeierstrass標準形 (1)で与えられる楕
円曲線とする．任意の点 P = (x1, y1) ∈ Eのス
カラー倍を考える．アルゴリズム 1や 2では点
加算の一方の点 P は定点なので，P の x座標
を 0になるように座標変換して良い．座標変換
x → x + x1を施すと，Eの式は

E0 : y2 = x3 + a2
0 + b0x + c0 (9)

の形になり，P の座標は (0, y1)となる．ここで，

a0 = 3x1,
b0 = 3x2

1 + a,
c0 = y2

1,

である．
図 2から分かるように，このような座標変換
を行っても，楕円曲線加算の幾何学的定義には影
響しない．そこで，式 (9)で与えられる楕円曲線
E0に対する P = (0, y1), Q = (x2, y2) ∈ E(Fp)
から P + Q = (x3, y3)を計算する加算公式を考
える．P とQを通る直線 Lは (0, y1)を通るた
め y = λx + y1と書け，直線 Lの傾き λは

λ =
y2 − y1

x2

となる．Lの式を E0 の式 (9)に代入して y を
消去すると

λ2x2 + 2λy1x + y2
1 = x3 + a0x

2 + b0x + c0

となり，これを整理すると，

x3+(a0−λ2)x2+(b0−2λν)x+c0−y2
1 = 0 (10)

が得られる．従って，

3次方程式 (10)の根は 0, x2, x3

となる．ここで従来とは異なり，3次方程式 (10)
の 1次の項に関する解と係数の関係を考える．
すると，0 · x2 + 0 · x3 + x2x3 = b0 − 2λy1，つ
まり

x3 =
b0 − 2λy1

x2
(11)

が得られる．
ちなみに，従来のように 3次方程式 (10)の

2次の項に関する解と係数の関係を考えると，
0 + x2 + x3 = λ，つまり

x3 = a0 − λ2 − x2 (12)

が得られる．この x3 の公式は従来の公式とほ

x

y

P

Q

P ∗Q

P + Q

⇓ P の x座標が 0となるように座標変換

x

y

P

Q

P ∗Q

P + Q

図 2: 座標変換を行っても，点の加算の幾何学的定
義に影響しない

ぼ同じである．
式 (11)と式 (12)を見比べると，射影座標系
などを用いる場合，式 (12)より式 (11)が計算
コストが低くなりそうである．y3は

y3 = −λx3 − y1 (13)

により得られる．
なお，3次方程式 (10)の定数項の解と係数の

関係からも別の加算公式が得られる．付録Aを
参照．
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表 1: 加算公式 (ADD)と 2倍算公式 (DBL)の計算コスト

S = 0.8M S = M S = 0.8M S = MADD のコスト の場合 の場合 DBL のコスト の場合 の場合
アフィン座標系 2M+ S + I 2.8M+ I 3M+ I 2M+ 2S + I 3.6M+ I 4M+ I

従 射影座標系 12M+ 2S 13.6M (1.55) 14M (1.56) 7M+ 5S 11M (0.89) 12M (0.92)
来 Jacobian 座標系 12M+ 4S 15.2M (1.73) 16M (1.78) 4M+ 6S 8.8M (0.71) 10M (0.77)
公 MC(A + P → P ) 9M+ 2S 10.6M (1.20) 11M (1.22) – – –
式 MC(A + J → J) 8M+ 3S 10.4M (1.18) 11M (1.22) – – –

提案公式 (A + P → P ) 8M+ S 8.8M 9M – – –

( )の値は提案公式との比を表している．

注意 1
Weierstrass標準形 (1)で与えられる楕円曲線E

に関する 3次方程式 (4)に対して，1次の項に
関する解と係数の関係からは

x3 =
a− 2λν − x1x2

x1 + x2
(14)

が得られ，定数項に関する解と係数の関係から
は

x3 =
ν2 − b

x1x2
(15)

が得られる．式 (14)と (15)は，従来の x3に関
する公式 (5)と比較して，計算コストの削減に
貢献しなさそうである．

注意 2 2倍算公式について
楕円曲線の 2倍算にとって，x2の項の有無が計
算コストに大きく影響する．そのため，E1 の
点の 2 倍算は，座標変換 x → x − x1 により
Weierstrass標準形 (1)で与えられる楕円曲線E

上の点に写し，Eで 2倍算を行うことが最良と，
著者は現時点では考えている．なお，この座標変
換 x → x−x1は，射影座標の点 [X, Y, Z] ∈ E0

を [X +x1Z, Y, Z] ∈ Eに写す．従って，射影座
標の場合，座標変換の計算コストはMである．

3.2 提案加算公式

3.1節からアフィン座標系における加算公式
は，次のように与えられる．

アルゴリズム 3: (提案加算公式)
入力 P = (0, y1)(アフィン座標)

Q = [X2, Y2, Z2](射影座標)
出力 P + Q = (X3, Y3, Z3)(射影座標)
1. A ← b0X2

2. B ← Y2 − y1Z2

3. C ← y1B

4. D ← A− 2C

5. E ← Z2D

6. F ← BE

7. G ← X2
2

8. Z3 ← X2G

9. H ← y1Z3

10. Y3 ← F −H

11. X3 ← X2E

12. return [X3, Y3, Z3]

アフィン座標における提案加算公式:
楕円曲線E0 : y2 = x3+a0x+b0x+c0に対して，
P = (0, y1), Q = (x2, y2), P + Q = (x3, y3) ∈
E0とする．

λ =
y2 − y1

x2
,

x3 =
b− 2λy1

x2
,

y3 = −λx3 − y1.

上記のアフィン座標系での加算公式を，MC(A+
P = P )系での公式にしアルゴリズム化すると，
アルゴリズム 3が得られる．アルゴリズム 3の
計算コストは 8M+ S である．
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表 2: アルゴリズム 1(バイナリ法)の計算コスト

HW (n) = 0.5t, HW (n) = 0.5t,
使用公式と座標系 アルゴリズム 1の計算コスト S = 0.8M の場合 S = M の場合

従 射影座標系 (12HW (n) + 7t− 5)M+ (2HW (n) + 5t− 5)S + I (17.8t− 9)M+ I (19t− 10)M+ I
来 Jacobian 座標系 (12HW (n) + 4t− 1)M+ (4HW (n) + 6t− 5)S + I (16.4t− 5)M+ I (18t− 6)M+ I
公 MC(A + P = P ) (9HW (n) + 7t− 5)M+ (2HW (n) + 5t− 5)S + I (16.3t− 9)M+ I (17.5t− 10)M+ I
式 MC(A + J = J) (8HW (n) + 4t− 1)M+ (3HW (n) + 6t− 5)S + I (14t− 5)M+ I (15.5t− 6)M+ I
提案公式 (A + P = P ) (10HW (n) + 7t− 5)M+ (HW (n) + 5t− 5)S + I (16.4t− 9)M+ I (17.5t− 10)M+ I

表 3: アルゴリズム 2(SPA攻撃対策)の計算コスト

使用公式と座標系 アルゴリズム 2の計算コスト S = 0.8M の場合 S = M の場合

従 射影座標系 (19t− 17)M+ (7t− 7)S + I (24.6t− 22.6)M+ I (26t− 24)M+ I
来 Jacobian 座標系 (16t− 13)M+ (10t− 9)S + I (24t− 20.2)M+ I (26t− 22)M+ I
公 MC(A + P = P ) (16t− 14)M+ (7t− 7)S + I (21.6t− 19.6)M+ I (23t− 21)M+ I
式 MC(A + J = J) (12t− 9)M+ (9t− 8)S + I (19.2t− 15.4)M+ I (21t− 17)M+ I
提案公式 (A + P = P ) (17t− 15)M+ (6t− 6)S + I (21.8t− 19.8)M+ I (23t− 21)M+ I

3.3 計算コストの比較

表 1は各座標系における従来加算/2倍算公式
の計算コストとMC(A + P = P )系における
提案加算公式の計算コストをまとめている．加
算公式のみに注目すると，表 1の中では提案公
式が計算コストに関して最良である．しかしな
がら注意 2で述べたように，E0 上の点の 2倍
算は，座標変換により E 上の点に写してから，
行う必要がある．
次にスカラー倍算nP の計算コストを考える．

2.2節と同様に，n = (nt−1. . . n0)2，HW (n) =
nのハミング重み，とする．
提案手法を使ってアルゴリズム 1 を実装す
る場合，E0 から E への変換が HW (n)回 (計
算コスト HW (n)M)，E から E0 への変換が
HW (n)回 (計算コストHW (n)M)が必要とな
る．従って，提案手法を使うときのアルゴリズ
ム 1の計算コストは
HW (n) · ADD + (t− 1) · DBL ((7)より)

+2HW (n) · M (座標変換)
+2M+ I (アフィン座標に戻す)

= (10HW (n) + 7t− 5)M
+(HW (n) + 5t− 5)S + I

となる．
提案手法を使ってアルゴリズム 2を実装する
場合，E0からEへの変換が t− 1回 (計算コス

ト (t − 1)M)，E から E0 への変換が t − 1回
(計算コスト (t− 1)M)が必要となる．従って，
提案手法を使うときのアルゴリズム 2の計算コ
ストは
(t− 1) · ADD + (t− 1) · DBL ((8)より)

+(t− 1) ·M (座標変換)
+2M+ I (アフィン座標に戻す)

= (17t− 15)M+ (6t− 6)S + I
となる．
以上のように，2倍算の計算コストが増大す

るため，提案手法を使ってのスカラー倍の計算
コストは，加算の計算コストは削減されるにも
関わらず 2倍算の計算コストが増大するため，
従来のMC(A+P = P )系での計算コストとほ
ぼ同じとなる．
表 2は従来公式と提案公式によるアルゴリズ
ム 1の計算コストを，表 3は従来公式と提案公
式によるアルゴリズム 2の計算コストを，それ
ぞれまとめている．また，両表とも S = 0.8M
を仮定する場合と，S = Mを仮定する場合の
計算コストを評価している．

4 まとめと今後の課題

本稿は，Weierstrass標準形 y2 = x3 + ax + b

で与えられる楕円曲線に対して，点の加算の幾
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何学的定義から，新たな加算公式を導出した．
提案公式では，座標変換を施すことで，楕円曲
線は E0 : y2 = x3 + ax2 + bx + cで与えられ，
点 P ∈ E0の座標は (0, y1)であることを仮定す
る．従って，提案公式を使ってスカラー倍を計
算する場合は，点加算の一方の点が定点である
ようなスカラー倍算アルゴリズムを使う必要が
ある．
提案公式を使ってのスカラー倍算の計算コス
トは，表 2,3から分かるようにまだ最良とは言
えない．しかしながら，提案公式に適した座標
系を見つけることで，提案公式を使ってのスカ
ラー倍算の計算コストの削減が達成できること
を著者は期待しており，今後そのような座標系
を探索したい．
提案公式に適した座標系の探索以外にも，既
存の様々な座標系での提案公式の計算コストの
評価，提案公式の実装評価，pairing-friendlyで
ある BN曲線 [1] : y2 = x3 + bのような特殊な
形式の楕円曲線に対しての新加算公式の導出，
2倍算公式の考察，を今後の課題としたい．
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A もう一つの新加算公式

3.1節では，式 (9)で与えられる楕円曲線 E0

に対して，P = (0, y1), Q = (x2, y2)からP +Q

の座標を求める加算公式を，3次方程式 (10)の
1次の項に関する解と係数の関係から導出した．
ここでは，定数項に関する解と係数の関係を用
いても別の加算公式を導出できることを示す．3
次方程式 (10)の根を x1, x2, x3とする．本稿で
は x1 = 0を仮定しているが，まずはこの仮定
を設定しないと，3次方程式 (10)の定数項に関
する解と係数の関係から，

x1x2x3 = b0 − ν2

= b0 − (x2y1 − x1y2)2

(x2 − x1)2

が得られる．ここで上式の分子を，y2
i = x3

i +
a0x

2
i + b0xi + c0 (i = 1, 2)を使って整理すると

分子=x1x2(−x2
1x2−x1x

2
2−a0x1−a0x2+2y1y2−2b0)

となる．従って，

x3 =
−x2

1x2 − x1x
2
2 − a0x1 − a0x2 + 2y1y2 − 2b0)

(x2 − x1)2

となる．ここで x1 = 0を代入すると，

x3 =
−a0x2 + 2y1y2 − 2b0

x2
2

が得られる．


