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弱単項TRSのE重なり性について
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概要：Unique Normal Form（UN）性および Church-Rosser（CR）性は，項書き換えシステム（TRS）に
おける重要な性質である．非 E重なり性は UN性を保証する十分条件であり，TRSのいくつかの部分ク
ラスにおいては CR性を保証する十分条件であることも知られている．しかしながら，非 E重なり性は一
般に決定不能である．非 ω 重なり性は決定可能であり，一般の TRSにおいて非 E重なり性を保証する十
分条件であるか否かは未解決問題として残されているが，深さ保存的 TRSや重み保存的 TRSといったい
くつかの部分クラスにおいて非 E重なり性を保証する十分条件であることが知られている．本論文ではこ
れらのクラスとは比較不能な弱単項 TRSのクラスを導入し，このクラスにおいて非 ω 重なり性が非 E重
なり性を保証する十分条件であることを示す．ここで，弱単項 TRSとはすべての書き換え規則の右辺に
おいて，定義記号が出現するならば，根，または定項である部分項にのみ出現する TRSをいう．この結果
は，定項 TRSの合同閉包（congruence closure）アルゴリズムを利用した新しい証明手法によって得られ
たものである．本論文ではさらにこの結果を拡張して，弱単項 TRSのクラスを拡張した多層 TRSのクラ
スにおいてもこの証明手法が適用可能であることを示す．
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Abstract: Unique normalization (UN) and Church-Rosser (CR) properties are important properties of term
rewriting systems (TRSs). Non-E-overlapping property is a sufficient condition to ensure UN of TRSs, and
also a sufficient condition to ensure CR for some subclasses of TRSs. However, the non-E-overlapping prop-
erty is undecidable in general. It is known that non-ω-overlapping property is decidable. It remains open
whether the non-ω-overlapping property is a sufficient condition to ensure the non-E-overlapping property
for general TRSs, but for some subclasses of TRSs such as depth preserving TRSs and weight preserving
TRSs, the non-ω-overlapping property ensures the non-E-overlapping one. In this paper, we introduce the
subclass of TRSs named weak monadic TRSs which is incomparable with these subclasses of TRSs, and show
that the non-ω-overlapping property is a sufficient condition to ensure the non-E-overlapping property for
this class. Here, a weak monadic TRS is such a TRS that for each rewrite rule α → β, every defined symbol
occuring in β occurs only either at the root position or in a ground subterm of β. This result is obtained
by a new proof technique using a congruence closure algorithm for ground TRSs. Moreover, we extend this
result by showing that this technique is applicable to multi-layered TRSs which properly include the class of
weak monadic TRSs.
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1. まえがき

項書き換えシステム（以下，TRSとよぶ）は方向付け

された等式の集合と定義される．TRSは等式上での推論

や項の簡単化などを行うための計算モデルであり，これま

でさかんに研究されてきた [5], [13]．その中でも，TRSの

UN（unique normal form）性と CR（Church-Rosser）性

は重要な性質であり，これまで多くの研究成果が報告され

た [3], [4], [5], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16]．ここで，

TRSの UN性とは，すべての項に対して正規形を持つな

らば，ただ 1つであることを保証する性質であり，TRSの

CR性とは，項を複数の方法で書き換え可能な場合にどの

方法で書き換えても同じ項に書き換えられるという性質で

ある．

UN性に関しては非 E重なり性がその性質を保証する十

分条件として報告された [10]．この結果より，非 E重なり

性はWN（weakly normalizing）性（すべての項が正規形

を持つ）を満たすTRSのCR性を保証する十分条件でもあ

る．また，WN性を満たさない場合でも，右定項TRS [16]，

単純右線形 TRS [14]などの部分クラスにおいても，非 E

重なり性が CR性を保証する十分条件であることが報告さ

れた．ここで，非 E重なり性とは書き換え規則の左辺に対

して，その真部分項の書き換えを許しても他の規則の左辺

（または，その非変数部分）と重ならない性質をいう．非 E

重なり性は一般に判定不能である．

非 ω重なり性（循環的な無限項の代入を許して重なりが

ない）は判定可能であり [7]，非 E重なり性と密接な関係が

ある．Ogawaら [10]は非 ω 重なりならば非 E重なりであ

ると予想した（RTA open problem �79 [2]）．本予想に対し

て証明を与える研究がこれまでいくつかなされてきたが，

筆者の知る限り正しい証明が与えられた論文は見受けられ

ない．一方で，深さ保存的 TRSやそれを拡張した重み保

存的 TRSなどのいくつかの TRSの部分クラスにおいて，

その予想が正しいことが報告されている [3], [4], [15], [17]．

本論文では，これらのクラスとは比較不能な新しい部分

クラスである弱単項TRSのクラスを導入する．ここで，弱

単項 TRSとはすべての書き換え規則の右辺において，定

義記号が出現するならば，根または，定項である部分項に

のみ出現する TRSをいう．このクラスはチューリング機

械を直接模倣できるという点で計算能力の面では十分広い

クラスであり，ほとんどの判定問題は決定不能である（6

章参照）．たとえば，非 E重なり性は弱単項 TRSのクラス

において決定不能である．

本論文では弱単項 TRSのクラスにおいて非 ω 重なりな

らば非 E重なりであることを示す．この結果を示すために

書き換えによって得られる到達可能性（または等価性）の関

係を通常の書き換えステップ数とは異なる新しい順序（ま

たは重み）を導入して分類し，また，その順序を定項 TRS

の合同閉包（congruence closure）アルゴリズム [1], [9], [11]

を用いて定義している．すなわち，このアルゴリズムでは，

ある項の対の到達可能性（または等価性）をその真部分項

の対の到達可能性（または等価性）から得るものであり，

この項の対の到達可能性（または等価性）の順序をベース

にした新しい順序を導入している．このような順序を導入

した証明手法は他に見受けられない新しい手法である．さ

らに，本論文では弱単項 TRSのクラスを真に包含する，2

層 TRSのクラスを導入し，このクラスにおいても非 ω 重

なりならば非 E重なりであることを示す．

以下，本論文では 2章で定理の証明に必要な項書き換え

システムに関する定義，および記法について述べ，3章で

ω 単一化アルゴリズムについて述べる．4章では，弱単項

TRSのクラスにおいて非 ω 重なりならば非 E重なりであ

ることを証明し，5章では弱単項 TRSのクラスを真に包含

する 2層 TRSのクラスにおいても同様の結果が得られる

ことを示す．6章では，弱単項 TRSにおける諸判定問題が

決定不能であることを示す．

2. 準備

本章では，本論文で使用する定義と記法を述べる．項書

き換えシステムの詳細は文献 [1], [13]に準ずる．

記号 ε は空列を表し，X を変数の集合，F は項関数

ar : F → {0, 1, 2, . . . }を持つ関数記号の集合とし，特に，
f ∈ F が ar(f) = 0のとき，f を定数とよぶ．T (F,X)は

X と F から構成される項の集合とし，変数を含まない項

を定項とよぶ．x，y，z を変数，f，g，hを関数記号，s，

t，p，q を項，b，cを定数として用いる．項の出現は正整

数の列であり，u，v，wを出現として用いる．出現の間に

半順序関係 ≤（すなわち，uu′ = vを満たす出現 u′ が存在

するとき u ≤ v）が定義されている．出現 uと vが並列と

は，u �≤ v かつ v �≤ uが成立するときである．このとき，

u|vと書く．出現の集合 P に対してMin(P )を，P の中の

極小要素の集合とする．項 sの出現の集合を O(s)，出現

する変数の集合を V(s)，sにおける変数の出現の集合をそ

れぞれ OX(s)とし，OF (s) = O(s) \ OX(s)とする．変数

x ∈ X の出現の集合を Ox(s)と書く．

例 2.1 s = f(x, g(c)) のとき，O(s) = {ε, 1, 2, 21}，
V(s) = {x}，OX(s) = Ox(s) = {1}．
出現 u における s の部分項を s|u と書く．項 s の部

分項の集合を Sub(s) とする．また，項の集合 S に対

して Sub(S) =
⋃

s∈S Sub(s) とする．s[t]u は部分項 s|u
を項 t により置き換えることにより得られる項とす

る．この定義を拡張し，互いに並列な出現 u1, . . . , un

について，すべての i ∈ {1, . . . , n} に対して s の部分

項 s|ui
を項 ti で置き換えることによって得られる項を

s[t1, . . . , tn](u1,...,un) とする．出現 uの長さを |u|と表し，
項 sの高さを height(s) = max{|u| | u ∈ O(s)}とする．項
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tの根記号を与える関数 rootは tが変数の場合は root(t) = t

として，t = f(t1, . . . , tn)の場合は root(t)=f とする．

代入とは関数 σ : X → T (F,X) であり，Dom(σ) =

{x ∈ X | σ(x) �= x} と定義される集合が有限なもので
ある．σ の定義域 X を T (F,X)に次のように拡張する：

σ(f(s1, . . . , sn)) = f(σ(s1), . . . , σ(sn))．σ(s)のかわりに，

sσと表記できる．

書き換え規則は項の対 〈α, β〉 であり，α �∈ X かつ

V(β) ⊆ V(α) を満たす．この対を α → β と書く．項書

き換えシステム（TRS）は書き換え規則の有限集合とす

る．代入 σ : X → X が単射であるとき，規則 α → β

に σ を適用して得られる規則 ασ → βσ を α → β の

変形といい，これらは同じ規則と見なす．項 s につい

て，s|u = αθ かつ，t = s[βθ]u を満たす書き換え規則

α→ β ∈ Rと出現 uと代入 θが存在するとき s
u,αθ→βθ→ R t

と表し，これを 1回の書き換えという．αθをリデックス，

αθ → βθをリダクション，uをリデックス出現という．記号

u, αθ → βθ, Rは省略することができる．また，t
u,αθ→βθ→ s

のとき，s
u,βθ←αθ← tと書くこともできる．s

u,αθ→βθ→ tのと

き s
u,αθ→βθ↔ t，s

u,βθ←αθ← tのとき s
u,βθ←αθ↔ tと表せる．

red(s
u,αθ→βθ↔ t) = red(s

u,βθ←αθ↔ t) = αθ → βθ とする．

→の反射閉包を→=，反射推移閉包を→∗で表す．それ以
上書き換えられない項を正規形という．

γ : s1
u1,Δ1↔ R · · · un−1,Δn−1↔ R sn を書き換え系列とい

う．Red(γ) = {red(si
ui,Δi↔ si+1 | 1 ≤ i < n} とす

る．Rpos(γ) = {u1, . . . , un−1} とする．Min(Rpos(γ)) を

Minrpos(γ) と表記し，その要素を極小リデックス出現と

よぶ．また，任意の i ∈ {1, . . . , n− 1}について ui �= εの

とき，γ : s1

ε-inv

↔∗ sn と書き，γ は ε 不変であるという．

u1, . . . , un−1 がすべて互いに並列であるとき，γ は 1 回

の並列書き換えといい，γ : s1

U
�←→ sn と書く．ただし，

U = {u1, . . . , un−1}．U = ∅であっても，s
∅
�←→ sと書くこ

とができる．すべての i ∈ {1, . . . , n−1}に対してある v ∈ V

が存在して ui ≥ v が成立するとき，γ : s1

≥V

↔∗ sn と書く．

v ∈ O(s)がすべての i ∈ {1, . . . , n−1}に対して，v ≤ uiま

たは vと ui が並列であるとき，系列 s1|v ↔= . . .↔= sn|v
を γ|v で表す．γ|v を γ のカット系列とよぶ．

多重集合を {. . . }m と書き，自然数上の順序関係 >を多

重集合順序に拡張したものをと書く．
( 1 ) 項 s，tについて，s →∗ tのとき sは tに到達可能と

いう．

( 2 ) 項 s，tについて，s→∗←∗ tのとき sと tは項合流可

能という．

( 3 ) 項 s，tについて，s↔∗ tのとき sと tは等価という．

( 4 ) すべての項 sについて，sから開始する TRS Rによ

る無限の書き換え系列が存在しないとき，R は SN

（Strongly Normalizing）性を満たすという．

( 5 ) すべての項 sについて，sが TRS Rにおいて少なく

とも 1つの正規形を持つ（すなわち，s →∗ tを満た

す正規形 t が存在する）とき，R はWN（Weakly

Normalizing）性を満たすという．

( 6 ) すべての項 sについて，sが TRS Rにおいてたかだか

1つの正規形を持つ（すなわち，s↔∗ t, s↔∗ t′かつ t

と t′が正規形ならば t = t′）とき，RはUN（Unique

Normal form）性を満たすという．

( 7 ) ↔∗R ⊆ →∗R←∗R を満たすとき，R は CR（Church-

Rosser）性を満たすという．

定義 2.2 TRS Rに対して定義記号の集合DRをDR =

{root(α)|α→ β ∈ R}とする．項 sに出現するすべての定

義記号が，根または，定項である部分項にのみ出現すると

き，sは弱単項（weak monadic）であるという．また，す

べての規則の右辺が弱単項である TRSを弱単項 TRSと

いう．項 sは sに出現するすべての定義記号が sの定項の

部分項にのみ出現するとき準構成子項 [8]であるという．

定義より，準構成子項は弱単項でもある．また，項 s

が弱単項である必要十分条件は，s ∈ X または任意の

k ∈ {1, . . . , ar(root(s))}に対して s|k が準構成子項である

ことである．

例 2.3 R1 = {+(s(x), 0) → s(x),+(s(x), s(y)) →
+(x, s(s(y))),+(0, y)→ y}は弱単項 TRSである．

規則対 α1 → β1, α2 → β2（ただし，V(α1) ∩ V(α2) = ∅
となるように規則を変形する）は，α1|uσ = α2σとなる代

入 σと出現 u ∈ OF (α1)が存在するとき，重なり規則対と

いう．ただし，u = εのときは α1 → β1 と α2 → β2 は同

じ規則ではないものとする．重なり規則対を持つ TRSを

重なり TRSという．

ボトム記号 ⊥ を新しい定数として導入した項を考え，
項上の二項関係 �，二項演算子 �を次のように帰納的に
定義する：任意の t ∈ T (F ∪ {⊥}, X) について，⊥ � t，

かつ t = t � ⊥ = ⊥ � t．また，x ∈ X について x � x，

かつ x = x � xとする．項 f(s1 . . . , sn)と f(t1, . . . , tn)に

対して，任意の i ∈ {1, . . . , n} について si � ti のとき

f(s1 . . . , sn) � f(t1, . . . , tn)，si � tiが定義されているとき

f(s1, . . . , sn) � f(t1, . . . , tn) = f(s1 � t1, . . . , sn � tn)とす

る（ただし，これらの演算は根記号が異なる項間には定義

されない）．

項の無限列 s1, s2, . . . を考える．ただし，すべての i ≥ 1

について si � si+1とする．このとき，O(s1) ⊆ O(s2) ⊆ . . .

が成立し，U =
⋃∞

i=1O(si)とすると，任意の u ∈ U に対

して，ある j ≥ 1が存在し root(sj|u) = root(sj+1|u) = . . .

が成立する．この関数記号を fu とする．出現 u ∈ U の

記号が fu である項または無限項をこの項の無限列の極限

とよび，
⊔∞

i=1 si と書く．たとえば，si = f i(⊥) のとき，

U = {ε, 1i | i ≥ 1}，⊔∞
i=1 f i(⊥) = f(f(. . . ))である．

θ(x) = yならば θ(y) = yまたは θ(y) /∈ X となるような

c© 2012 Information Processing Society of Japan 2315
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代入 θ に対して，代入 φθ を次のとおり定義する：x ∈ X

に対して，θ(x) = xのとき φθ(x) = x，θ(x) �= xのとき

φθ(x) = ⊥とする．θ から得られる ω 代入 θω は次のよう

に定義される：各 x ∈ X について θn(x) = θn+1(x)を満

たす n ≥ 1が存在するならば θω(x) = θn(x)，そうでなけ

れば θω(x) =
⊔∞

n=1 φθ(θn(x))．

変数 xに対して θ(x) = f(y, x)のような循環的な参照（す

なわち，あるx ∈ Dom(θ)が存在してx ∈ V(xθ)）を許す代入

である場合，θω(x)は一般に無限項 f(y,⊥)�f(y, f(y,⊥))�
f(y, f(y, f(y,⊥))) � . . . となる．ここで，Dom(θ) = {x}
である．θω の定義域X を T (F,X)に次のように拡張する

：θω(f(s1, . . . , sn)) = f(θω(s1), . . . , θω(sn))．2 つの無限

項 sω，tωが等しい（sω = tωと書く）とは，O(sω) = O(tω)

かつ，すべての u ∈ O(sω)について root(sω|u) = root(tω|u)

のときである．

定義 2.4 [10], [17] 規則対 α1 → β1，α2 → β2（ただ

し，V(α1) ∩ V(α2) = ∅となるように規則を変形する）は，
θω(α1|u) = θω(α2)となる ω代入 θω と出現 u ∈ OF (α1)が

存在するとき，ω 重なり規則対という．ただし，u = εの

ときは α1 → β1 と α2 → β2 は同じ規則ではないものとす

る．重なり規則対は ω重なり規則対でもある．ω重なり規

則対を持つ TRSを ω重なり TRSという．

例 2.5 R2 = {f(x, x)→ a, f(x, g(x))→ b}は ω重なり

TRSである．θ(x) = θ(y) = g(x)のとき，θω(f(x, x)) =

θω(f(y, g(y)))が成立するからである．

定義 2.6 [10], [17] 規則対 α1 → β1，α2 → β2（ただ

し，V(α1) ∩ V(α2) = ∅ となるように規則を変形する）
は，ある代入 σ と出現 u ∈ OF (α1) が存在して系列

γ : α1|uσ
ε−inv

↔∗ α2σ が存在するとき，E 重なり規則対

という．また，この γ を E 重なり系列という．ただし，

u = εのときは α1 → β1 と α2 → β2 は同じ規則ではない

ものとする．重なり規則対は E重なり規則対でもある．E

重なり規則対を持つ TRSを E重なり TRSという．

例 2.7 R3 = {c → g(c), f(x, x) → a, f(x, g(x)) → b}
は E 重なり TRS である．θ(x) = θ(y) = c のとき，

f(x, x)θ ε−inv→ f(y, g(y))θが成立するからである．

3. ω単一化アルゴリズム

本論文の結果を得るために必要な，TRSの ω 重なり性

を判定する ω単一化アルゴリズムについて述べる．非 ω重

なり性についてはほとんど線形時間（almost linear: αを

アッカーマン関数の逆関数としたとき，O(α(n) · n) [6]）で

判定できるアルゴリズム [7]が知られているが，本論文では

文献 [17]のアルゴリズムを用いるので，その説明をする．

定義 3.1 Γ ⊆ X × T (F,X)を要素対集合という．要素

対集合 Γに対してその部分集合 ΓX，ΓT を ΓX = Γ∩X2，

ΓT = Γ \ΓX とする．ΓX の反射推移対称閉包を∼ΓX
と記

す．要素対集合 Γ，代入 θに対して，Γθ = {(xθ, sθ)|(x, s) ∈
Γ}とする．要素対集合 Γはある ω代入 σが存在して，そ

のすべての要素 (x, s)に対して，xσ = sσ を満たすとき ω

単一化可能であるという．

項 s，tの ω 単一化問題は要素対集合 {(x, s), (x, t)}（た
だし，xは新しい変数）の ω単一化問題へ帰着される．

2つの項 s，tの非変数部の整合性をチェックする述語

common(s, t)を次のとおり定義する．

定義 3.2 common(s, t) が真であるのは，次の条件 (1)

と (2)が成立するときであると定義する．

(1) Min(OX(s) ∪ OX(t)) ⊆ O(t) ∩ O(s)

(2) Min(OX(s)∪OX(t))が集合 {u1, . . . , un}であるとき，
s[c, . . . , c](u1,...,un) = t[c, . . . , c](u1,...,un) が成立する．

ただし，cはある適当な定数とする．

また，common(s, t)が真のとき，Decompose(s, t)を次のよ

うに定義する．

Decompose(s, t) =

{(s|u, t|u)|u ∈ Min(OX(s) ∪ OX(t)), s|u ∈ X}
∪{(t|u, s|u)|u ∈ Min(OX(s) ∪ OX(t)), s|u /∈ X}

sと tが ω単一化可能ならば，common(s, t)は真である．

また，Decompose(s, t)は要素対集合である．

次に要素対集合 Γが ω単一化可能であるかどうかを判定

する ω単一化アルゴリズムを示す．このアルゴリズムは文

献 [17]で与えられたものであり，その正当性も証明されて

いる．

アルゴリズム 3.3 [17]

入力：要素対集合 Γ

出力：Γが ω単一化可能であるとき成功，そうでないとき

失敗で終了する．

while ∃(x, p), (y, q) ∈ ΓT . x ∼ΓX
y ∧ p �= q do

begin

if common(p, q) then

begin

(x, p) :=

{
(x, p) (height(p) ≥ height(q)のとき)

(y, q) (そうでないとき)

Γ := (Γ \ {(x, p)}) ∪ Decompose(p, q)
end

else失敗で終了

end

成功で終了

本アルゴリズムは Decompose を実行するたびに

{height(s)|(x, s) ∈ Γ}m が多重集合順序で真に小さくな
ることから，停止性が保証されている．

4. 弱単項TRSのE重なり性とω重なり性

この章では弱単項 TRS Rが E重なりならば，Rは ω重

なりであることを証明する．背理法で証明するため，
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TRS Rは E重なりであるが ω重なりでない (4.1)

と仮定する．ここで，重なり TRSは明らかに ω 重なりで

あるので，Rが重なり TRSならばただちに矛盾が生ずる．

したがって，以後

Rは重なり TRSではない (4.2)

と仮定する．

まず，この証明に必要な定義を与える．

定義 4.1 ある規則 α→ β ∈ Rと代入 θ，θ′が存在して

γ : βθ
ε← αθ

ε-inv

↔∗ αθ′ ε→ βθ′ のとき，系列 γ をピーク列と

いう．

ここで，ピーク列の部分列 αθ
ε-inv

↔∗ αθ′ は E 重なり系列

ではないことを注意しておく．

定義 4.2 ピーク列 γ : βθ
ε← αθ

ε-inv

↔∗ αθ′ ε→ βθ′ の部分

列 γ′ : αθ
ε-inv

↔∗ αθ′ において，Rpos(γ′) ∩ OF (α) = ∅を満
たすとき，任意の x ∈ V(α)と ux ∈ Ox(α)に対して，γ′の

カット系列

γ′|ux
: xθ ↔∗ xθ′

が得られる．このカット系列 γ′|ux
のみを用いてリダクショ

ン αθ → βθ，αθ′ → βθ′ を使用しない系列

δ : βθ ↔∗ βθ′

を得ることができる．すなわち，任意の x ∈ V(β) と

v ∈ Ox(β) に対して，δ|v = γ′|ux
が成立する．この δ を

（ピーク列 γ から得られる）ピーク除去列とよぶ．

定義 4.3 α→ β，α′ → β′ ∈ R，u ∈ OF (α)，v ∈ OF (α′)

とする．系列 γ : α|uσ ↔∗ α′|vσ′ が共通部不変列であると

は，γ : α|uσ
≥U

↔∗ α′|vσ′（ただし，U = Min(OX(α|u) ∪
OX(α′|v))）が成立するときである．

γ : α|uσ ↔∗ α′|vσ′ が共通部不変列であれば，

common(α|u, α′|v)は真である．

ある E重なり系列

γ : α1|uσ
ε-inv

↔∗ α2σ （α1 → β1, α2 → β2 ∈ R） (4.3)

に対して，この規則 α1 → β1，α2 → β2が ω重なりである

ことを示すことにより矛盾を導く．そのためには 3章で述

べたように，common(α1|u, α2)が真であることと，アルゴ

リズム 3.3 が Decompose(α1|u, α2)を入力として受け取る

とき，成功で終了することの 2点を示せばよい．

common(α1|u, α2)が真であることを示すには，E重なり

系列

γ : α1|uσ
ε-inv

↔∗ α2σ

に対して，共通部不変列

δ : α1|uσ
≥U

↔∗ α2σ

（ただし，U = Min(OX(α1|u) ∪ OX(α2)）が存在すること

を示せば十分である．そのような系列 δの存在を示すには，

γ のあるリデックス出現 v がある u′ ∈ U に対して v < u′

を満たすならば，そのようなリデックス出現 vは除去する

ことができることを示せばよい．そのような vを除去する

ための基本的なアイデアは，そのような極小のリデックス

出現 vに対して，カット系列 γ|v : α1|uvσ ↔∗ α2|vσはある

ピーク列（すなわち，ある規則 α→ β ∈ Rと代入 θ，θ′が

存在して βθ
ε← αθ

ε-inv

↔∗ αθ′ ε→ βθ′）を部分系列として持

つことを示すとともに，そのピーク列をピーク除去列に置

き換えることである．この置き換えを繰り返すことによっ

て，共通部不変列 δが得られることを示す．この δの存在

により，common(α1|u, α2)は真であることが導かれる．

次に，アルゴリズム 3.3 が入力 Γ（= Decompose(α1|u,

α2)）に対して成功で終了することを以下の方針で示

す．アルゴリズム 3.3 の主要なステップは 2 つの対

(x′, p′), (y′, q′) ∈ ΓT（ただし，x′ ∼ΓX
y′）に対して

common(p′, q′)が真であることを示すことである．まず，Γ

の定義より，任意の (x, p) ∈ Γに対して，ある v ∈ U が存

在して

δ|v : xσ ↔∗ pσ （または，δ|v : pσ ↔∗ xσ）

が成立する．したがって，x ∼ΓX
yならば，δのカット系列を

つなぎあわせて，系列xσ ↔∗ yσが得られ，(x, p), (y, q) ∈ ΓT

より，xσ ↔∗ pσ，yσ ↔∗ qσ が成立することから，次の

系列

η : pσ ↔∗ xσ ↔∗ yσ ↔∗ qσ

を得る．この系列 ηから共通部不変列

η′ : pσ
≥V

↔∗ qσ

（ただし，V = Min(OX(p)∪OX(q)）を求めることができる

ことを示すことによって，common(p, q)が真となる（すなわ

ち，アルゴリズム 3.3は失敗で終了することはない）．この系

列 ηから η′を得る方法は，先に説明した common(α1|u, α2)

が真であることを示すのに用いる，系列 γ から共通部不

変列 δ を得る方法と同様である．次に，Decompose(p, q)

が Γに追加されるが，任意の (x′, p′) ∈ Decompose(p, q)に

対して，共通部不変列 η′ のカット系列 η′|v : x′σ ↔∗ p′σ

（ただし，v ∈ V）が存在する．したがって，さきと同様

の証明を繰り返すことにより，アルゴリズム 3.3 が入力

Decompose(α1|u, α2)に対して，成功で終了することを示

すことができる．

これまで述べた証明の方針で，最も重要な点はある書き

換え系列中のカット系列がピーク列を部分列として持つな
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らば，ピーク列はピーク除去列に置き換え可能であり，こ

の置き換えを繰り返すことにより，共通部不変列が得られ

ることを示すことである．このために，あるサイズが真に

減少するように，書き換え列中のピーク列をピーク除去列

で置き換えることがつねに可能であることを示す．

以下では，これらの性質を満たす式 (4.3)の E重なり系

列 γ をどのように選ぶか，また書き換え系列にどのような

サイズを割り当てるかについて述べる．

定義 4.4 γ : t0
U0
�←→ · · ·

Un−1

�←→ tn を並列書き換え列とす

る．このとき，γ の並列ステップ数 #P (γ)を以下のよう

に定義する：#P (γ) = |{i ∈ {0, . . . , n− 1} | Ui �= ∅}|．ま
た，u ∈ Min(

⋃n−1
i=0 Ui)としたとき，γ|u を以下のように定

義する．

γ|u : t0|u
V1
�←→ · · ·

Vn−1

�←→ tn|u

ただし，Vi = {v | uv ∈ Ui}, 1 ≤ i < n．

なお，γ : t0
U0
�←→ · · ·

Un−1

�←→ tn と u ∈ Min(
⋃n−1

i=0 Ui)に対

して #P (γ|u) ≤ #P (γ)が成立し，また，γ の部分系列 γ′

に対して#P (γ′) ≤ #P (γ)が成立する．

まず，並列ステップ数最小の E重なり系列

γmin : α̂1|uθ̂(= s0)
U0
�←→ · · ·

Un−1

�←→ α̂2θ̂(= sn)

（ただし，ε /∈ Ui, α̂1 → β̂1, α̂2 → β̂2 ∈ R）

に対して common(α̂1|u, α̂2)が真であることを示す．その

ために必要な補題として，削除補題 [10]を示す．

補題 4.5（削除補題 [10]） ピーク列 γ : t0 = βσ ←
t1 = ασ

ε-inv

�←→∗ tk−1 = ασ′ → tk = βσ′ に対して，

#P (γ) ≤ #P (γmin) が成立するならば，あるピーク除

去列 δ : t0 �←→∗tkが存在して#P (δ) < #P (γ)が成立する．

�
証明は付録 A.1で与える．この削除補題より，次の補題

が成立する．

補題 4.6 #P (γmin) = #P (δmin) を満たす共通部不変

列 δmin : α̂1|uθ̂
≥V

�←→∗ α̂2θ̂（ただし，V = Min(OX(α̂1|u) ∪
OX(α̂2))）が存在し，common(α̂1|u, α̂2)は真である．

証明 size(γmin) = {(#P (γmin|v) | v ∈ U ∩ OF (α̂1|u) ∩
OF (α̂2)}m，ただし，U = Min(

⋃n−1
i=0 Ui)とする．また，γmin

は並列ステップ数最小の E重なり系列 α̂1|uθ̂
U0
�←→ · · ·

Un−1

�←→
α̂2θ̂のうちで，この sizeにおいて最小のものとする．そのと

き，size(γmin) = ∅であることを示す．size(γmin) �= ∅とす
ると，ある v ∈ U が存在して v ∈ OF (α̂1|u)∩OF (α̂2)かつ

γmin|v はピーク列を持つ*1．補題 4.5 より，そのピーク列

をピーク除去列で置き換えて得られる系列 δ : s0|v �←→∗sn|v
に対して #P (δ) < #P (γmin|v) が成立する．γmin 中の

γmin|v を δ で置き換えることにより，γmin より size の
*1 γmin|v がピーク列を持つことの証明は補題 A.1.2 の証明の中で
示したピーク列の存在を示す証明と同様である．

値が真に小さい並列ステップ数最小の E 重なり系列

が得られる．これは γmin の最小性に矛盾する．よって

size(γmin) = ∅．したがって，γmin : α̂1|uθ̂
≥V
�←→ α̂2θ̂，ただ

し V = Min(OX(α̂1|u) ∪OX(α̂2))．ゆえに，この補題が成

立する． �
補題 4.6 より，上記 γmin を E重なり系列の中で並列ス

テップ数最小のもの，かつ共通部不変とする．すなわち

γmin : α̂1|uθ̂
≥U

�←→∗ α̂2θ̂

（ただし，U = Min(OX(α̂1|u) ∪ OX(α̂2)） (4.4)

と仮定する．したがって，

common(α̂1|u, α̂2)が真 (4.5)

であり，

任意の (x, t) ∈ Decompose(α̂1|u, α̂2)に対して xθ̂ ↔∗ tθ̂

(4.6)

が成立する．

γminで用いられたリダクションの集合をGγmin
とする．

すなわち，

Gγmin
= Red(γmin) (4.7)

TGγmin
= {s0, sn} ∪ {α, β | α→ β ∈ Gγmin

} (4.8)

とする．以後，Gγmin
を定項 TRSと見なす*2．

次に，Sub(TGγmin
) 上の新しい 2 項関係 ↔i,⇔i（i =

0, 1, . . .）を導入するが，その導入のために必要な定義を次

に与える．

定義 4.7 ↔0,↔1,↔2, . . . を Sub(TGγmin
) 上の 2 項関

係として，⇔i=
⋃i

j=0 ↔j と定義する．また，その反

射推移閉包を ⇔∗i と表す．⇔i \ ↔0 を
ε-inv⇔i とする．

2 項関係の系列 δ : s0 ↔j0 s1 ↔j1 . . . ↔jn−1 sn に

対して size(δ) = {j0, . . . , jn−1}m と定義する．また，
rank(δ) = max(size(δ))とする．

系列 γ : s
ε-inv

⇔∗i t（ただし，root(s) = root(t)）に対し

て，系列 γ′ : s|k ⇔∗j t|k（ただし，k ∈ {1, . . . , ar(root(s))}）
が得られるとき，γ′ を γ のカット系列とよぶ．同様に，

βσ ↔0 ασ
ε-inv

⇔∗i ασ′ ↔0 βσ′ をピーク列とよぶ．

定義 4.8 α|uθ
ε-inv

⇔∗i α′θ を満たす R の規則 α → β，

α′ → β′（ただし，V(α)∩V(α′) = ∅とする），代入 θと出現

u ∈ OF (α)が存在し，α|uθ, α′θ ∈ Sub(TGγmin
)を満たすと

き，⇔∗i は E重なり系列を持つという．ただし，u = εの

ときは α→ β と α′ → β′ は同じ規則ではないものとする．

定義 4.9 関係↔i⊆ Sub(TGγmin
)2(i ≥ 0)を次のように

帰納的に定義する．
*2 Gγmin の各書き換え規則中に出現する変数はすべて定数と見な
す．
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(1) i = 0のとき，↔0:= {(α, β), (β, α) | α→ β ∈ Gγmin
}

とする．

(2) i > 0のとき，↔i−1が定義されないかまたは⇔∗i−1が

E重なり系列を持つならば，↔i は定義されない．

↔i−1 が定義され，⇔∗i−1 が E重なり系列を持たない

ならば，

(2.1) 次の条件 (i)–(iv) を満たす s, t ∈ Sub(TGγmin
)

が存在するとき，そのような組 (s, t)を 1つ選び

↔i= {(s, t), (t, s)}とする．
(i) root(s) = root(t)

(ii) すべての j ∈ {1, . . . , ar(root(s))}について
s|j ⇔∗i−1 t|j

(iii) s �⇔∗i−1 t

(iv) αθ( ε-inv⇔i−1 ∪{(s, t), (t, s)})∗αθ′を満たすすべ

ての αθ → βθ，αθ′ → βθ′ ∈ Gγmin
（ただ

し，α→ β ∈ R）について βθ ⇔∗i−1 βθ′

(2.2) 上記の条件 (i)–(iv)を満たす s, t ∈ Sub(TGγmin
)

が存在しないとき，条件 (i)–(iii)のみを満たす組

(s, t)が存在するならば，そのような組 (s, t)を

1つ選び，↔i を次のアルゴリズム (2.2)によっ

て求める．

アルゴリズム (2.2)

↔i:= {(s, t), (t, s)}
while ある αθ → βθ, αθ′ → βθ′ ∈ Gγmin

（ただし，α→ β ∈ R）が存在して，

αθ
ε-inv

⇔∗i αθ′，βθ �⇔∗i−1 βθ′ かつ βθ �↔i

βθ′ do

begin

↔i:=↔i ∪{(βθ, βθ′), (βθ′, βθ)}
end

条件 (i)–(iii)を満たす s, t ∈ Sub(TGγmin
)が存在しな

いならば，↔i は定義されない．

Sub(TGγmin
)が有限集合であることから，↔iの定義が無

限個の iに対して定義されることはない．したがって，↔i

が定義された最大の iを imaxとする．定義より，⇔∗imax−1

が E重なり系列を持つことはありえない．

定義 4.9 は，合同閉包アルゴリズム [1], [9], [11]と比べ，

root(s) = root(t)およびすべての j ∈ {1, . . . , ar(root(s))}
について s|j ⇔∗i t|j を満たす (s, t)，(t, s)をそれ以上追加

できなくなるまで順次↔k（ただし k > i）に追加していく

という点において同等である．相違点としては，↔i は上

述のいくつかの条件を満たすときだけ定義され，また条件

(i)–(iv)を満たす組が優先して定義されることである．し

たがって，次の補題が成立する．

補題 4.10 ⇔∗imaxがE重なり系列を持たないならば，任

意の s, t ∈ Sub(TGγmin
)について s↔∗Gγmin

tと s⇔∗imax t

は等価である． �

補題 4.11 [10] 任意の (x, t) ∈ Decompose(α̂1|u, α̂2) に

ついて，xθ̂ ↔∗Gγmin
tθ̂．

証明 式 (4.6)より，xθ̂ ↔∗R tθ̂．定項 TRS Gγmin
の定義

（すなわち，Gγmin
は xθ̂ ↔∗R tθ̂中のすべてのリダクション

を含むこと）より xθ̂ ↔∗Gγmin
tθ̂が成立する． �

補題 4.12 次の (a)または (b)が成立する．

(a) ⇔∗imax は E重なり系列を持つ．

(b) 任意の (x, t) ∈ Decompose(α̂1|u, α̂2) について，

xθ̂ ⇔∗imax tθ̂．

証明 ⇔∗imaxが E重なり系列を持つことで定義 4.9 の帰納

的定義が終了した場合，明らかに (a)が成立する．次に，

⇔∗imax が E重なり系列を持たずに定義 4.9 の帰納的定義

が終了した場合を考える．(x, t) ∈ Decompose(α̂1|u, α̂2)と

すると，補題 4.11 より xθ̂ ↔∗Gγmin
tθ̂．このとき，⇔∗imax

が E 重なり系列を持たないことから，補題 4.10 より，

xθ̂ ⇔∗imax tθ̂．よって，(b)が成立する． �
次に，⇔∗imax が E重なり系列を持つとき，その E重な

り系列を δ : α|vθ
ε-inv

⇔∗imax α′θ とすると，common(α|v, α′)

は真かつ，任意の (x, t) ∈ Decompose(α|v, α′) について

xθ ⇔∗imax−1 tθが成立することを証明するが，それを導く

ために必要ないくつかの補題を証明する．次の補題 4.13

は補題 4.15 以降の証明に必要なものである．

補題 4.13 ⇔∗i（i > 0）は E重なり系列を持たないとす

る．α|ukθ ⇔∗i α′|vkθ′ とする．ただし，α→ β，α′ → β′ ∈
R，u ∈ OF (α)，v ∈ OF (α′)，k ∈ OF (α|u) ∩ OF (α′|v)，

uk �= ε，vk �= ε，α|ukθ, α′|vkθ′ ∈ Sub(TGγmin
)．そのとき，

δ : α|ukθ ⇔∗i α′|vkθ′ を size(δ)の値が最小のものとすると

き，0 /∈ size(δ)が成立する．

証明 逆に 0 ∈ size(δ) と仮定して矛盾を導く．⇔∗i
は E 重なり系列を持たないことより，δ はある系列

δ′ : βσ ↔0 ασ
ε-inv

⇔∗i ασ′ ↔0 βσ′ を部分列として含む

（ただし，α→ β ∈ R）*3．δ′の部分列 η : ασ
ε-inv

⇔∗i ασ′に対

して rank(η) = m（≤ i）とする．m = 0となる場合．この

とき，ε-invの定義より，ασ = ασ′となり，よって，βσ = βσ′

となるので δ′ を空系列に置き換えた系列が得られ，この

とき系列の sizeの値が小さくなるので最小性に矛盾する．

η中の↔m が定義 4.9 の (2.1)で定義されるならば，(2.1)

の (iv)が成立することより，ある系列 ξ : βσ ⇔∗m−1 βσ′

が存在する．size(δ′)  size(ξ)より，δ 中の部分列 δ′ を ξ

に置き換えた系列の sizeの値は size(δ)より真に小さくな

る．これは δの最小性に矛盾する．証明で残っている場合

は η 中の↔m が定義 4.9 の (2.2) で定義される場合であ

る．ある系列 ξ : βσ ⇔∗m−1 βσ′ が存在するならば，(2.1)

の場合と同様に矛盾が生ずるので，βσ �⇔∗m−1 βσ′ と仮定

する．そのとき，ασ
ε-inv

⇔∗m ασ′かつ βσ �⇔∗m−1 βσ′が成立す

*3 δ が δ′ を部分列として持つことの証明は補題 A.1.2 の証明の中
で示したピーク列の存在を示す証明と同様である．
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るので，βσ ↔m βσ′ またはアルゴリズム (2.2)の while文

の条件が成立し，したがって (βσ, βσ′) ∈↔m（すなわち，

βσ ↔m βσ′）が成立する．ξ : βσ ↔m βσ′ とすると，明ら

かに size(δ′) size(ξ)．δ中の部分列 δ′ を ξ に置き換える

ことにより，sizeの値は真に小さくなる．これは δ の最小

性に矛盾する． �
補題 4.13において，k = ε，(α→ β) = (α′ → β′)，u = v

とすることにより，次の系が得られる．

系 4.14 ⇔∗i（i > 0）は E 重なり系列を持たないと

する．α|uθ ⇔∗i α|uθ′ とする．ただし，α → β ∈ R，

u ∈ OF (α) \ {ε}，α|uθ, α|uθ′ ∈ Sub(TGγmin
)．そのとき，

δ : α|uθ ⇔∗i α|uθ′ を size(δ)の値が最小のものとするとき，

0 /∈ size(δ)が成立する． �
次の補題は，TRSが弱単項であることを必要とする．

補題 4.15 i > 0 とする．このとき，⇔∗i−1 が E 重な

り系列を持たないとき，任意の s, t ∈ Sub(TGγmin
) に

ついて，s ↔i t ならば root(s) = root(t) かつ，任意の

k ∈ {1, . . . , ar(root(s))}について s|k ⇔∗i−1 t|k．

証明 iに関する帰納法で証明する．i > 1のとき，s ↔i t

が定義 4.9 の (2.1)で定義されたならば明らかに命題が成

立する．

s ↔i t が定義 4.9 の (2.2) で定義されたとき，↔i=

{(s′, t′), (t′, s′), (β1θ1, β1θ
′
1), (β1θ

′
1, β1θ1), . . . , (βlθl, βlθ

′
l),

(βlθ
′
l, βlθl)} とする．ただし，(s′, t′)，(t′, s′) は最初に追

加される要素，(β1θ1, β1θ
′
1), (β1θ

′
1, β1θ1), . . . , (βlθl, βlθ

′
l),

(βlθ
′
l, βlθl) は while 文の中で追加される要素で，追加さ

れた順番に並んでいるものとする．便宜上，(s′, t′) =

(β0θ0, β0θ
′
0)とする．

命題 P (j)：任意の k ∈ {1, . . . , ar(root(βj))} について
root(βjθj) = root(βjθ

′
j)かつ βjθj |k ⇔∗i−1 βjθ

′
j |k を j に関

する帰納法により証明する．そのために，j ∈ {0, . . . , l}に
対して⇔(i,j) を次のように定義する．

⇔(i,j)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

⇔i−1 ∪{(s′, t′), (t′, s′)}
(j = 0のとき)

⇔(i,j−1) ∪{(βjθj , βjθ
′
j), (βjθ

′
j , βjθj)}
(j > 0のとき)

↔(i,j)= {(βjθj , βjθ
′
j), (βjθ

′
j , βjθj)} とする．P (0) は条件

(i)，(ii)より明らかに成立している．P (j)まで成立してい

る（ただし，j < l）と仮定する．βj+1θj+1 ↔i βj+1θ
′
j+1よ

り，ある γ′ : αj+1θj+1

ε-inv

⇔∗(i,j) αj+1θ
′
j+1 が存在する（ここ

で，αj+1 → βj+1 ∈ R）．

• γ′ : αj+1θj+1(= p1) ↔τ1 . . . ↔τm−1 αj+1θ
′
j+1(= pm)

とすると，任意の m′ ∈ {1, . . . , m − 1} に対して
τm′ ∈ {1, . . . , i − 1} ∪ {(i, 0), (i, 1), . . . , (i, j)} が成立
するので，任意の k ∈ {1, . . . , ar(root(αj+1))}につい
て補題全体に関する帰納法の仮定および命題 P (j)に

関する帰納法の仮定より，root(pm′) = root(pm′+1)

かつ pm′ |k ⇔∗i−1 pm′+1|k が成立する．したがっ

て，αj+1θj+1|k ⇔∗i−1 αj+1θ
′
j+1|k が成立する．k /∈

OX(αj+1)のとき，δ : αj+1θj+1|k ⇔∗i−1 αj+1θ
′
j+1|kを

size(δ)の最小のものとすると系 4.14 より，0 /∈ size(δ)

である．よって，δ : αj+1θj+1|k
ε-inv

⇔∗i−1 αj+1θ
′
j+1|k．

このプロセスを繰り返すことにより，任意の u ∈
OX(αj+1)について，ある i′ < iが存在してαj+1θj+1|u ⇔∗i′
αj+1θ

′
j+1|uが成立する．したがって，V(β) ⊆ V(α)に注意

すると，

命題 (*)：任意の v ∈ OX(βj+1)に対して

βj+1θj+1|v ⇔∗i′ βj+1θ
′
j+1|v （ただし i′ < i）

が成立する．ここで，βj+1 ∈ X ならば βj+1θj+1 ⇔∗i′
βj+1θ

′
j+1（ただし i′ < i）が成立するので，場合 (2.2)で

組 (βj+1θj+1, βj+1θ
′
j+1)を↔i に追加することはない．し

たがって，(βj+1θj+1, βj+1θ
′
j+1) ∈↔i より βj+1 /∈ X とな

る．よって root(βj+1θj+1) = root(βj+1θ
′
j+1)が成立する．

命題 P (j + 1) を示すには，あと，任意の k ∈
{1, . . . , ar(root(βj+1))}について，βj+1θj|k ⇔∗i−1 βj+1θj′|k
が成立することを示す必要がある．これには，任意の

w ∈ OF (βj+1) \ {ε} について，ある i′′ ≥ i′ + 1 が存

在し，βj+1θj+1|w ⇔∗i′′ βj+1θ
′
j+1|w が成立し，すべての

j′ ∈ {i′ + 1, . . . , i′′}に対して，↔j′ が場合 (2.1)で定義さ

れることを示せば十分である．βj+1|w の高さに関する帰

納法で証明する．βj+1|w = f(s1, . . . , sn)とする．f ∈ DR

の場合．このとき，βj+1|w が準構成子項であることか

ら，βj+1|wは定項．βj+1|wθj+1 = βj+1|wθ′j+1より明らか．

f /∈ DRの場合．帰納法の仮定および命題 (*)から，任意の

k ∈ {1, . . . , n}について i′′k が存在して，skθj+1 ⇔∗i′′k skθ′j+1

が成立し，すべての j′′ ∈ {i′ + 1, . . . , i′′k}について，↔j′′

は場合 (2.1)で定義される．

よって，(2.1) は (2.2) より優先されるので，l =

max{i′′1 , . . . , i′′n} としたとき，l < i が成立する．

βj+1θj+1|w ⇔∗l βj+1θ
′
j+1|w が成立していれば，明らかに題

意は成立．

そうでない場合．(2.2) より (2.1) は優先されるので，

(2.1) の (s, t) として，(βj+1θj+1|w, βj+1θ
′
j+1|w) をとり，

↔l+1= (βj+1θj+1|w, βj+1θ
′
j+1|w)としたときに，条件 (i)–

(iv)が満たされることを示せばよい．明らかに条件 (i)–(iii)

は満たす．

条件 (iv)が満たされることを示す．αθ → βθ ∈ Gγmin
，

αθ′ → βθ′ ∈ Gγmin
，αθ(ε-inv⇔l ∪{(s, t), (t, s)})∗αθ′ が成立

するとする．このとき，root(α) ∈ DR，root(s) = root(t) =

f /∈ DR より，αθ
ε-inv

⇔∗l αθ′．よって，βθ ⇔∗l−1 βθ′ または

βθ ↔l βθ′が成立する．以上より，条件 (iv)が満たされる．

以上より，任意の k ∈ {1, . . . , ar(root(βj+1))}について
βj+1θj+1|k ⇔∗i−1 βj+1θ

′
j+1|k が成立する．よって P (j + 1)
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が成立する．以上より，すべての j ∈ {0, . . . , l}に対して
P (j)が成立するので，この補題が成立する． �
補題 4.16 ⇔∗imax が E 重なり系列を持つとき，その

E 重なり系列を δ : α|vθ
ε-inv

⇔∗imax α′θ とする．そのとき，

common(α|v, α′)は真かつ，任意の (x, t) ∈ Decompose(α|v,

α′)について xθ ⇔∗imax−1 tθ．

証明 imax = 0とすると，ε-inv⇔ の定義より，α|vθ = α′θ．

これは Rが重なり TRSではないことに反する．よって，

imax > 0．⇔∗imax−1 が E 重なり系列を持たないことか

ら，補題 4.15 より，root(α|v) = root(α′)かつ任意の k ∈
{1, . . . , ar(root(α|v))}に対して δk : α|vkθ ⇔∗imax−1 α′|kθ．

k /∈ OX(α|v) ∪ OX(α′) のとき，δk を size の値が最小の

ものとすると，補題 4.13 より 0 /∈ size(δk)である．した

がって，補題 4.15 より root(α|vk) = root(α′|k)かつ任意の

l ∈ {1, . . . , ar(root(α̂|vk)} に対して δkl : α|vklθ ⇔∗imax−2

α′|klθ．このカット系列を求めるプロセスを繰り返す

ことにより，common(α|v, α′) が真となり，任意の u ∈
Min(OX(α|v) ∪ OX(α′))について，α|vuθ ⇔∗imax−1 α′|uθ

が成立する．したがって，この補題が成立する． �
補題 4.17 次の (a)および (b)が成立する．

(a) ⇔∗imax が E重なり系列を持たないならば，(α̂1|u, α̂2)

は ω単一化可能．

(b) ⇔∗imax が E重なり系列を持つならば，その E重なり

系列を δ : α|vθ
ε-inv

⇔∗imax α′θとしたとき，(α|v, α′)は ω

単一化可能．

証明

(a) 式 (4.5)より，common(α̂1|u, α̂2)は真である．ω単一化

アルゴリズムにDecompose(α̂1|u, α̂2)を入力してアルゴ

リズムの途中で得られる要素対集合をΓとする．x ∼ΓX

yかつ p �= qを満たす (x, p), (y, q) ∈ ΓT が存在すると

き，補題 4.12より，pθ̂ ⇔∗imax xθ̂ ⇔∗imax yθ̂ ⇔∗imax qθ̂

が成立する．補題 4.16の証明と同様の議論によりこの

系列のカット系列を求めることができ，このカット系列

を求めるプロセスを繰り返すことにより，common(p, q)

は真であり，任意の (x′, s) ∈ Decompose(p, q)に対し

て x′θ̂ ⇔∗imax sθ̂ が成立する．この議論を繰り返すこ

とにより，ω単一化アルゴリズムが失敗になることは

ない．一方，ω単一化アルゴリズムの停止性は保証さ

れているので，結局，ω単一化アルゴリズムは成功で

終了することが分かる．したがって，(a)が成立する．

(b) 補題 4.16より common(α|u, α′)が真である．ω単一化

アルゴリズムに Decompose(α|u, α′)(= Γ)を入力する

と，x ∼ΓX
yかつ p �= qを満たす (x, p), (y, q) ∈ ΓT が存

在するとき，補題 4.16より，pθ ⇔∗imax−1 xθ ⇔∗imax−1

yθ ⇔∗imax−1 qθ が成立する．⇔∗imax−1 は E 重なり

系列を持たないので，補題 4.16 の証明と同様の

議論によりこの系列のカット系列を求めることが

でき，このカット系列を求めるプロセスを繰り返

すことにより，common(p, q) は真であり，任意の

(x′, s) ∈ Decompose(p, q) に対して x′θ ⇔∗imax−1 sθ

が成立する．したがって，Decompose(p, q)を追加し

て新しく得られる Γ に対しても，(x′, s) ∈ Γ ならば

x′θ ⇔∗imax−1 sθ が成立するので，この議論を繰り返

すことにより，ω単一化アルゴリズムが失敗になるこ

とはない．一方，ω単一化アルゴリズムの停止性は保

証されているので，結局，ω単一化アルゴリズムは成

功で終了することが分かる．したがって，(b)が成立

する． �
補題 4.17 より，次の定理を得る．

定理 4.18 弱単項 TRSにおいて非 ω重なりならば，非

E重なりである．

証明 TRS Rが重なり TRSならば，ω 重なりでもあるの

で，この定理は明らかに成立する．そこで，TRS Rは重な

り TRSではないと仮定して，この定理を背理法で証明す

る．すなわち，Rが非 ω 重なりかつ E重なりであると仮

定して，矛盾を導く．これらの仮定は (4.1)と (4.2)と同じ

であり，したがって補題 4.6 より，(4.4)–(4.6)を満たす並

列ステップ数最小の E重なり系列 γmin が存在する．この

γmin から定義した Gγmin
(4.7)，TGγmin

(4.8)を用いて，関

係↔i，⇔i を定義する（定義 4.9）と，定義 4.9 の直後で

述べたように imaxが求まり，⇔imax に対して補題 4.17

を満たす．⇔∗imax が E重なり系列を持たないならば，こ

の補題の (a)より，(α̂1|u, α̂2)は ω 単一化可能である．し

たがって，Rは ω重なりであり，矛盾が生ずる．⇔∗imaxが

E重なり系列を持つとき，この補題の (b)より，ある E重

なり系列 δ : α|vθ
ε-inv

⇔∗imax α′θが存在して，(α|v, α′)は ω単

一化可能である．したがって，Rは ω重なりであり，矛盾

が生ずる．ゆえに，この定理が成立する． �
この定理より次の系が得られる．

系 4.19 弱単項 TRSは，非 ω重なりならば UN性を満

たす．

系 4.20 WN性を満たす弱単項 TRSは，非 ω重なりな

らば CR性を満たす．

例 4.21 F = {a, b, c, d, e, f, g, h}, R4 = {f(x, x) →
a, f(x, h(h(h(x)))) → b, g(a, x, x, b) → c, g(y, y, z, z) →
d, e→ h(e)}とする．この TRS R4 における並列ステップ

数最小の E重なり系列 γmin は

g( a,f(e, h(e)), f(e, h(e)), b)←
g( a,f(e, h(e)), f(e, h(e)),f(e, h(h(h(e))))) �←→
g(f(e, e), f(e, e),f(e, h(h(e))), f(e, h(h(e))))

となる．このとき，Gγmin
= {f(e, h(h(h(e)))) → b,

f(e, e) → a, e → h(e)}，TGγmin
= {g(a, f(e, h(e)),

f(e, h(e)), b), g(f(e, e), f(e, e), f(e, h(h(e))),

f(e, h(h(e)))), f(e, (h(h(h(e))))), b, f(e, e), a, e, h(e)}と
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なる．定義 4.9 の (1)より，↔0 = {(f(e, h(h(h(e)))), b),

(b, f(e, h(h(h(e))))), (f(e, e), a), (a, f(e, e)), (e, h(e)),

(h(e), e)} となる．次に (2) より，(e, e), (e, h(e)) ∈ ⇔∗0
より (f(e, e), f(e, h(e))) が条件の (i)–(iv) を満たすので

↔1 = {(f(e, e), f(e, h(e))), (f(e, h(e)), f(e, e))} とな
る．同様に，(e, h(e)) ∈ ⇔∗1 より↔2 = {(h(e), h(h(e))),

(h(h(e)), h(e))}，(e, e), (h(e), h(h(e))) ∈ ⇔∗2 より↔3 =

{(f(e, h(e)), f(e, h(h(e)))), (f(e, h(h(e))), f(e, h(e)))}，
(h(e), h(h(e))) ∈ ⇔∗3 より↔4 = {(h(h(e)), h(h(h(e)))),

(h(h(h(e))), h(h(e)))}，(e, e), (h(h(e)), h(h(h(e)))) ∈
⇔∗4 よ り ↔5 = {(f(e, h(h(e))), f(e, h(h(h(e))))),

(f(e, h(h(h(e)))), f(e, h(h(e))))} とできる．すると，
⇔∗5 は f(e, e) ↔1 f(e, h(e)) ↔3 f(e, h(h(e))) ↔5

f(e, h(h(h(e))))という E重なり系列を持つので，↔iの帰

納的定義はここで終了する．f(x, x)と f(x, h(h(h(x))))は

ω 単一化可能であることから，この例は補題 4.17 の (b)

が成立する場合である．

次に，弱単項 TRS が，必ずしも重み保存的（や深さ

保存的）でないことを説明する．w : F → {1, 2, . . . }
を関数記号に対する重み付け関数とする．項 t とそ

の出現 u について，Ww(u, t) を次のとおり再帰的に

定義する：Ww(ε, x) = 0，Ww(ε, f(t1, . . . , tn)) = w(f)，

Ww(iu, f(t1, . . . , tn)) = w(f)+Ww(u, ti)．ある重み付け関

数weight : F → {1, 2, . . . }が存在して，任意のα→ β ∈ R，

x ∈ V(β) について max{Wweight(v, β) | v ∈ Ox(β)} ≤
max{Wweight(u, α) | u ∈ Ox(α)} が成立するとき，R を

重み保存的 TRS という．すべての関数記号 f について

weight(f) = 1とした場合に上記条件が成立する場合は R

を深さ保存的 TRSという．

例 4.22 R1 = {+(s(x), 0) → s(x),+(s(x), s(y)) →
+(x, s(s(y))),+(0, y)→ y}は弱単項TRSである．R1は重

み保存的 TRSではない．なぜなら，2つ目の規則について

max{Wweight(v,+(x, s(s(y)))) | v ∈ Oy(+(x, s(s(y))))} =

weight(+) + 2weight(s) > weight(+) + weight(s) =

max{Wweight(u, +(s(x), s(y))) | u ∈ Oy(+(s(x), s(y)))}
が成立するからである．同様に，R1 は深さ保存的 TRSで

もない．

深さ保存的 TRSや重み保存的 TRSにおいては，非 ω重

なりならば非 E重なりとなる [17]．

例 4.23 次の TRS R5 は，従来手法では困難であるが

本論文の手法では UN性を判定できる例である．

F = {e, t, f, s, p, m,∞}とする．

R5 = {e(x, x)→ t,

e(s(x), p(y))→ f,

e(p(x), s(y))→ f,

m(s(x), y)→ m(x, p(y)),

m(p(x), y)→ m(x, s(y)),

∞→ s(∞)}

sと pの重みをどのように設定しても，4つ目と 5つ目の

規則のいずれかが必ず重み保存にならない．したがって，

R5 は深さ保存的でも重み保存的でもなく，従来手法が使

えない．

5. 多層TRSのE重なり性とω重なり性

前章では，弱単項 TRSにおいて，非 ω 重なりならば，

非 E重なりであることを示した．TRSに弱単項性が必要

であった理由は，i + 1番目に追加した関係↔i+1 により，

あるピーク列

βσ ↔0 ασ
ε-inv

⇔∗i+1 ασ′ ↔0 βσ′

が得られるならば，β /∈ X のとき任意の k ∈ {1, . . . ,

ar(root(β))}に対して

β|kσ ⇔∗i β|kσ′

が成立していることを示すためであった．すなわち，TRS

Rが弱単項であるならば，β|k は準構成子項であり，した

がって，定義記号が出現するならば β|k のある定項の部分

項 β|kv 中に出現するから，β|kvθ = β|kvθ′ が成立する．そ

れゆえ，任意の x ∈ V(β|k)に対して xσ ⇔∗i xσ′ が成立す

るならば β|kσ ⇔∗i β|kσ′ であることを容易に証明すること

ができた．

この章では，弱単項 TRSのクラスを拡張した 2層 TRS

のクラスを新たに導入する．2層 TRSは，定義記号の集合

DRがD1とD2の 2つに分割でき，書き換え規則の部分集合

R1とR2をRj = {α′ → β′ ∈ R | root(α′) ∈ Dj}（ただし，
j = 1, 2）と定義すると，α′ → β′ ∈ R1ならば β′ ∈ X∪Gま

たは root(β′) ∈ D1∪Cかつ任意の k ∈ {1, . . . , ar(root(β′))}
に対して β′|k は準構成子項であることを満たす（ここで，

Gは定項の集合，C は定義記号ではない関数記号の集合で

ある）．また，α′′ → β′′ ∈ R2 ならば β′′ ∈ X ∪Gまたは任

意の k′ ∈ {1, . . . , ar(root(β′′))}に対して β′′|k′ 中に出現する

定義記号は f ∈ D1 を満たすか，または f は β′′|k′ のある定

項の部分項中に出現する．この条件を満たす TRSを 2層

TRSと定義する．

この章では，2層 TRSにおいても，非 ω重なりならば非

E重なりであることを証明する．この結果（定理 5.6）は定

理 4.18の結果を拡張している．この証明の枠組みは前章の

ものと同様であるが，関係↔i,⇔i（ただし，i = 0, 1, . . .）

の定義を与える以下の定義 5.4 は，前章の定義 4.9と以下

の点で異なっている．すなわち，定義 5.4 では，関係↔i+1

によりあるピーク列 βσ ↔0 ασ
ε-inv

⇔∗i+1 ασ′ ↔0 βσ′ が得ら

れるときは root(α) ∈ D1 ならば前章の定義 4.9 と同様の

定義（定義 5.4 の (2.1)，(2.2)参照）を行い，root(α) ∈ D2
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ならば，その関係の追加をできる限り遅らせる（定義 5.4

の (2.3)参照）ように変更している点で異なっている．こ

れにより，root(α) ∈ D2 のとき，β /∈ X ならば任意の

k ∈ {1, . . . , ar(root(β))}に対して β|k 中に出現する定義記

号 f に対して f ∈ D1 であるか，または f はある定項の部

分項に出現することより，

β|kσ ⇔∗i β|kσ′

を保証することができる．したがって，前章と同様の証明

が可能となり，2層 TRSにおいても，非 ω 重なりならば

非 E重なりであることを示すことができる．

以上が，本章の証明の概要であり，以下ではその形式的

な証明を与える．まず，2層 TRSの定義を与える．

定義 5.1 TRS R は，DR の分割 D1, D2（すなわち，

DR = D1 ∪D2 かつ D1 ∩D2 = ∅）が存在して，かつすべ
ての規則 α → β ∈ Rに対して次のいずれかが成立すると

き，2層であるという．

(1) β は定項または変数である．

(2) root(α) ∈ D1，root(β) ∈ C ∪ D1 かつ，すべての

i ∈ {1, . . . , ar(root(β))} に対して β|i が準構成子項

である．

(3) root(α) ∈ D2，root(β) ∈ C ∪ D1 ∪ D2 かつ，すべて

の i ∈ {1, . . . , ar(root(β))}と β|i 中に出現する任意の

定義記号 f に対して f ∈ D1 が成立するか，または f

は β|i の定項の部分項に出現する．

例 5.2 次の R6 は 2層 TRSである．

R6 = {+(s(x), s(y))→ +(x, s(s(y))),

+(s(x), 0)→ s(x),

+(0, y)→ y,

Σ(x)→ g(x, 0),

g(s(x), y)→ g(x, +(s(x), y)),

g(0, y)→ y}

ただし，D1 = {+}，D2 = {g, Σ}とする．
例 5.3 R7 = {g(x) → h(x, g(x))} は 2 層 TRS では

ない．

定義 5.1 において，D2 = ∅かつ TRS Rが 2層のとき，

Rを 1層TRSとよぶ．1層TRSは弱単項TRSであり，そ

の逆も成立する．

以下では，2層 TRS Rに対して，非 ω 重なりならば非

E重なりであることを示す．この結果を示すために，前章

と同様に，

TRS Rは E重なりであるが，ω重なりでない (5.1)

と仮定して，矛盾を導く．TRS Rが重なり TRSならば明

らかに ω重なりでもあるので，ただちに矛盾が生ずる．し

たがって，以下では

TRS Rは重なり TRSではない (5.2)

と仮定する．前章と同様に，並列ステップ数最小の E重な

り系列

γmin : α̂1|uθ̂(= s0)
U0
�←→ · · ·

Un−1

�←→ α̂2θ̂(= sn)

（ただし，α̂1 → β̂1, α̂2 → β̂2 ∈ R）

とする．補題 4.6 より，γmin は共通部不変列と仮定

することができる．前章で，γmin から定義された定項

TRS Gγmin
および項集合 TGγmin

をこの章でも使用する．

↔i (i = 0, 1, . . . ) を定義 4.9 と同様の方法で以下に定義

する．

定義 5.4 関係↔i⊆ Sub(TGγmin
)2(i ≥ 0)を次のように

帰納的に定義する．

(1) i = 0のとき，↔0:= {(α, β), (β, α) | α→ β ∈ Gγmin
}

とする．

(2) i > 0 のとき，↔i−1 が定義されないかまたは⇔∗i−1

が E重なり系列を持つならば，↔i は定義されない．

↔i−1 が定義され，⇔∗i−1 が E重なり系列を持たない

ならば，

(2.1) 次の条件 (i)–(iv) を満たす s, t ∈ Sub(TGγmin
)

が存在するとき，そのような組 (s, t)を 1つ選び

↔i= {(s, t), (t, s)}とする．
(i) root(s) = root(t)

(ii) すべての j ∈ {1, . . . , ar(root(s))}について
s|j ⇔∗i−1 t|j

(iii) s �⇔∗i−1 t

(iv) αθ( ε-inv⇔i−1 ∪{(s, t), (t, s)})∗αθ′を満たすすべ

ての αθ → βθ, αθ′ → βθ′ ∈ Gγmin
（ただ

し，α→ β ∈ R）について βθ ⇔∗i−1 βθ′

(2.2) 上記の条件 (i)–(iv)を満たす s, t ∈ Sub(TGγmin
)

が存在しないとき，条件 (i)–(iii)と root(s) ∈ D1

を満たす組 (s, t)が存在するならば，そのよう

な組 (s, t)を 1つ選び，↔i を次のアルゴリズム

(2.2)によって求める．

アルゴリズム (2.2)

↔i:= {(s, t), (t, s)}
whileある αθ → βθ, αθ′ → βθ′ ∈ Gγmin

が存在して，

αθ
ε-inv

⇔∗i αθ′, βθ �⇔∗i−1 βθ′ かつ

βθ �↔i βθ′ do

begin

↔i:=↔i ∪{(βθ, βθ′), (βθ′, βθ)}
end

(2.3) 上記の (2.1)または (2.2)の条件を満たす s, t ∈
Sub(TGγmin

)が存在しないとき，条件 (i)–(iii)と

root(s) /∈ D1 を満たす組 (s, t)が存在するなら

ば，そのような組 (s, t)を 1つ選び，↔i を次の
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アルゴリズム (2.3)によって求める．

アルゴリズム (2.3)

↔i:= {(s, t), (t, s)}
whileある αθ → βθ, αθ′ → βθ′ ∈ Gγmin

が存在して，

αθ
ε-inv

⇔∗i αθ′, βθ �⇔∗i−1 βθ′ かつ

βθ �↔i βθ′ do

begin

↔i:=↔i ∪{(βθ, βθ′), (βθ′, βθ)}
end

条件 (i)–(iii)を満たす s, t ∈ Sub(TGγmin
)が存在しな

いならば，↔i は定義されない．

Sub(TGγmin
)が有限集合であることから，↔iの定義が無

限個の iに対して定義されることはない．したがって，↔i

が定義された最大の iを imaxとする．定義より，⇔∗imax−1

が E重なり系列を持つことはありえない．

定義 4.9 で定義された関係↔i，⇔i に対して補題 4.15

が成立することを示したように，この定義 5.4 で定義され

た関係↔i，⇔i に対して次の補題 5.5 が成立することを

示す．

補題 5.5 i > 0 とする．このとき，⇔∗i−1 が E 重な

り系列を持たないとき，任意の s, t ∈ Sub(TGγmin
) に

ついて s ↔i t ならば，root(s) = root(t) かつ任意の

k ∈ {1, . . . , ar(root(s))}について s|k ⇔∗i−1 t|k．

証明 iに関する帰納法で証明する．

i = 1のときは i ≥ 2と同様に証明できるので，省略する．

i ≥ 2の場合を証明する．s ↔i tが (2.1)または (2.2)で

定義されたときは補題 4.15 の証明と同じであるので，

ここでは (2.3) で定義された場合についてのみ証明す

る．↔i = {(s′, t′), (t′, s′), (β1θ1, β1θ
′
1), (β1θ

′
1, β1θ1), . . . ,

(βlθl, βlθ
′
l), (βlθ

′
l, βlθl)} とする．ただし，(s′, t′)，(t′, s′)

は最初に追加される要素，(β1θ1, β1θ
′
1), (β1θ

′
1, β1θ1), . . . ,

(βlθl, βlθ
′
l), (βlθ

′
l, βlθl)はwhile文の中で追加される要素で，

追加された順番に並んでいるものとする．(s, t) = (s′, t′)

もしくは (t′, s′)ならば，定義より明らかにこの補題が成立

する．(s, t) = (β1θ1, β1θ
′
1)のとき，ある α1 → β1 ∈ Rと

系列

γ : α1θ1(= p0)↔j0 p1 ↔j1 p2 . . .↔jn
α1θ
′
1(= pn)

が 存 在 し て ，min(j0, j1, . . . , jn) > 0 か つ

max(j0, j1, . . . , jn) ≤ i を満たす．jk = i ならば，

(pk, pk+1) = (s′, t′) または (t′, s′) となる．帰納法の仮

定より，任意の k ∈ {1, . . . , ar(root(α1))} について系列
δk : α1θ1|k ↔∗j0−1 p1|k ↔∗j1−1 p2|k · · · ⇔∗jn−1 α1θ

′
1|k，すな

わち

δk : α1θ1|k ⇔∗i−1 α1θ
′
1|k

が存在する．k /∈ OX(α1)のとき，δk として size(δk)の最

小のものを選ぶと，系 4.14 と同様に 0 /∈ size(δk)．この γ

から（γ のカット系列）δk を求めるプロセスを（必要なら

ば）δk に適用して，δk のカット系列を求めることを繰り返

すことにより，任意の u ∈ OX(α1)について，ある i′ < i

と系列 δu : α1θ1|u ⇔∗i′ α1θ
′
1|u が存在する．したがって，

β1 ∈ X ならば，(2.3)の場合として追加されることはない．

よって，β1 /∈ X．したがって，root(β1θ1) = root(β1θ
′
1)．

また，任意の w ∈ OF (β1) \ {ε} について，ある i′′ が

存在し，i′ ≤ i′′ < i と β1θ1|w ⇔∗i′′ β1θ
′
1|w が成立する．

ここで，i′′ < iが成立するのは次のことによる．β1|w が

定項ならば β1θ1 = β1θ
′
1 が成立する．そうでないとき，

β1 は 2 層より，β1|w の根から変数へのパス中に出現す

る関数記号は C または D1 に属する．したがって，対

(β1θ1|w, β1θ
′
1|w)は (2.1)と (2.2)を繰り返すことにより得

られ，この場合の定義は (2.3) の定義 ↔i に先行して行

われる．したがって i′′ < iが成立する．ゆえに，任意の

k ∈ {1, . . . , ar(root(β1))}について β1θ1|k ⇔∗i−1 β1θ
′
1|k が

成立する．対 (βjθj , βjθ
′
j), (βjθ

′
j , βjθj)（1 < j ≤ l）に対し

ても同様に証明することができる． �
前章で補題 4.15 を用いて，補題 4.16，4.17 を示したよ

うに，補題 5.5 を用いて，これらの補題と同様の補題を示

すことができる．したがって，次の定理を得る．

定理 5.6 2層TRSにおいて非 ω重なりならば，非 E重

なりである． �
一般に，k（> 0）層 TRSについても非 ω重なりならば，

非 E重なりであるという結果を得ることができるが，紙面

の都合上，証明は割愛し，ここでは k（> 0）層 TRSの定

義を述べるだけにとどめる．

定義 5.7 定義記号の集合DRが集合D1, . . . , Dlに分割

されたとする（すなわち，DR =
⋃l

i=1 Di かつ i �= j な

らば Di ∩ Dj = ∅）．項 s が k 層（ただし，1 ≤ k ≤ l）

であるとは，root(s) ∈ C ∪ D1 ∪ · · · ∪ Dk かつ，任意の

i ∈ {1, . . . , ar(root(s))}に対して，s|i 中の任意の定義記号

f が f ∈ D1 ∪ · · · ∪Dk−1 を満たすか，または s|i の定項の

部分項に出現するときである．ここで，C は定義記号でな

い関数記号の集合である．

k（≥ 1）層 TRS Rは次のように定義される．

定義 5.8 TRS R の定義記号の集合 DR の分割

D1, . . . , Dk（すなわち，DR =
⋃k

i=1 Di かつ i �= j なら

ばDi ∩Dj = ∅）が存在して，すべての規則 α→ β ∈ Rに

対して次の条件 (1)または (2)が成立するとき，Rは k層

である．

(1) β は定項または変数である．

(2) root(α) ∈ Dj かつ β が j 層である j ∈ {1, . . . , k}が存
在する．

k（> 1）層 TRSを総称して多層 TRSとよぶ．
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6. 弱単項TRSにおける諸問題の決定不能性

この章では，弱単項 TRS における停止性，到達可

能性，項合流可能性，CR 性，E 重なり性がそれぞれ

決定不能であることをチューリング機械の停止性問

題を利用して証明する．チューリング機械の実例を

M = (Q, Γ, B,Σ, δ, q0, qa) とする．ここで，Q，Γ，Σ は

それぞれ状態，テープ記号，入力記号の有限集合であり，B

はブランク記号で，B ∈ Γかつ Σ ⊆ Γ \ {B}が成立する．
δ : Q× Γ→ Q× (Γ \ {B})× {left, right}は遷移関数，q0

と qa はそれぞれ初期状態と受理状態である．このチュー

リング機械は決定性であり，q0 から開始して δ の規則に

従って遷移を行い qa になったときに停止し，受理状態に

ならない限りは必ず遷移を続けるものとする．現在の入力

テープの内容が st ∈ Γ∗，状態が q ∈ Qで，テープのヘッ

ドが tの先頭にあるとき，計算状況を sqtと書く．ただし，

sの左側および tの右側にはブランク記号が無限個続くも

のと仮定している．したがって，入力がブランクテープで

q0 から開始する遷移がいつか停止すること（チューリング

機械のブランクテープ停止問題）と，ある s, t ∈ Γ∗ が存在

して q0 →∗δ sqatが成立することは等価であり，これらは

いずれも決定不能であることが知られている．

チューリング機械 M に対応する TRS RM は，文

献 [5] の p.27 に示されているものを基に構成する．

F0 = {$, ca}, F1 = Γ, F2 = Q, F = F0 ∪ F1 ∪ F2 とし，

RM = {q(x, a(y))→ q′(a′(x), y) | δ(q, a) = (q′, a′, right),

q �= qa, q, q′ ∈ Q, a, a′ ∈ Γ}
∪{q(x, $)→ q′(a′(x), $) | δ(q, B) = (q′, a′, right),

q �= qa, q, q′ ∈ Q, a′ ∈ Γ}
∪{q(b(x), a(y))→ q′(x, b(a′(y))) | δ(q, a)=(q′, a′, left),

q �= qa, q, q′ ∈ Q, a, a′, b ∈ Γ}
∪{q($, a(y))→ q′($, B(a′(y))) | δ(q, a) = (q′, a′, left),

q �= qa, q, q′ ∈ Q, a, a′ ∈ Γ}
∪{q(b(x), $)→ q′(x, b(a′($))) | δ(q, B) = (q′, a′, left),

q �= qa, q, q′ ∈ Q, a′, b ∈ Γ}
∪{q($, $)→ q′($, B(a′($))) | δ(q, B) = (q′, a′, left),

q �= qa, q, q′ ∈ Q, a′ ∈ Γ}
∪{qa(x, y)→ ca}

$はチューリング機械の端記号を意味しており，caはチュー

リング機械が受理状態に遷移したときにのみ書き換えられ

る定数記号である．明らかに RM は弱単項，線形であり，

また，決定性チューリング機械をもとに構成されているの

で重なりを持たない．よって，RM は CR性を満たしてい

る [1]．

全単射関数 φ : T (∅, {$} ∪F1)→ Γ∗を次のとおり定義す

る：φ($) = B，φ(a(s′)) = aφ(s′)．項 q(s, t)はチューリン

グ機械の計算状況 φ(s)Rqφ(t)を表している．ただし，rR

は rの逆順を表す．

補題 6.1 [5] 任意の q, q′ ∈ Qと s, t, s′, t′ ∈ T (∅, {$} ∪
F1)について，

q(s, t)→RM
q′(s′, t′) ⇐⇒ φ(s)Rqφ(t)→δ φ(s′)Rq′φ(t′)

�
定理 6.2 線形かつ CR性を満たす弱単項 TRSにおけ

る SN性は決定不能である．

証明 文献 [5]参照． �
補題 6.3 q0($, $) →∗RM

ca ⇐⇒ ある s, t ∈ Γ∗ が存在

して q0 →∗δ sqat．

証明 (⇒) RM の定義より，ある s′, t′ が存在して

q0($, $) →∗RM
qa(s′, t′) →RM

ca が成立する．補題 6.1 よ

り，q0 →∗δ φ(s′)Rqaφ(t′)．

(⇐)補題 6.1 より，q0($, $) →∗RM
qa(φ−1(sR), φ−1(t))．

RM の定義より，qa(φ−1(sR), φ−1(t))→RM
ca． �

定理 6.4 線形かつ CR性を満たす弱単項 TRSにおけ

る到達可能性，項合流可能性は決定不能である．

証明 補題 6.3 と q0 →∗ sqatの決定不能性より，到達可能

性 q0($, $)→∗RM
ca は決定不能である．また，ca は正規形

であることから q0($, $)→∗RM
ca は q0($, $)→∗RM

←∗RM
ca

と等価であるので，項合流可能性も決定不能である． �
定理 6.5 線形な弱単項 TRSにおける CR性は決定不

能である．

証明 F0 = {$, ca, c}，R = {c → q0($, $), c → ca} ∪ RM

とし，

Rが CR性を満たす ⇐⇒ q0($, $)→∗RM
ca

を示す．

(⇒)明らか．

(⇐) q0($, $)→∗RM
caより，R′ = R\{c→ ca}とすると，

↔∗R =↔∗R′．よって，s↔∗R tとすると，s↔∗R′ t．R′は左

線形で重なりを持たないことより CR性を満たす [1], [5]．

よって，s→∗R′←∗R′ t．R′ ⊆ Rより，Rは CR性を満たす．

したがって，補題 6.3 より，CR性は決定不能である．�
定理 6.6 弱単項 TRSにおける E重なり性は決定不能

である．

証明 F0 = {$, ca, c}，F1 = Γ ∪ {h}，F2 = Q ∪ {g}，
R = {g(x, x) → c, g(h(x), x) → c, ca → h(q0($, $))} ∪ RM

とし，Rが E重なりであることと q0($, $)→∗RM
ca が等価

であることを示す．

Rが E重なりであることと g(x, x)θ
ε-inv

↔∗R g(h(y), y)θ を

満たす代入 θ が存在することは等価である．g(x, x)θ
ε-inv

↔∗R
g(h(y), y)θ は xθ ↔∗R yθ かつ xθ ↔∗R h(yθ) と等価であ

り，また，yθ ↔∗R h(yθ) と等価である．これはさらに，
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yθ ↔∗R ca ↔∗R h(yθ) かつ q0($, $) ↔∗R yθ（すなわち，

ca ↔∗R q0($, $)）と等価であるため，q0($, $)→∗RM
ca と等

価であることが示せる．したがって，補題 6.3 より，E重

なり性は決定不能である． �

7. あとがき

本論文では，従来の重み保存的な TRSのクラスとは比

較不能な弱単項 TRSのクラスを導入して，このクラスに

おいて非 ω 重なりならば非 E重なりであることを明らか

にした．なお，3章冒頭で述べたように非 ω重なり性につ

いてはほとんど線形時間で判定できるアルゴリズム [7]が

知られているので，UN性を保証するための効率良く判定

可能な十分条件を得ることができた．また，合同閉包アル

ゴリズムに基づく新しい証明手法を導入して，本論文の結

果を得た．さらに，弱単項 TRSを拡張した 2層 TRSのク

ラスにおいても同様の結果が得られることを示した．これ

らの結果は，未解決問題（RTA open problem #79 [2]）に

対して部分的な解を与えている．今後の課題としては，今

回の証明手法を改善することにより，一般の TRSに対し

て非 ω重なりならば非 E重なりであることを証明する（す

なわち，この未解決問題を全面的に解決する）ことがあげ

られる．
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付 録

A.1 削除補題（elimination lemma）

削除補題は文献 [10]で与えられたものであるが，この文

献は査読を受けたものではないので，ここでその正確な証

明を与える．

定義A.1.1 並列書き換え列 δ が δ : ασ
U0
�←→ · · ·

Un−1

�←→
ασ′ となる形を持つとする．U = Min(

⋃n−1
i=0 Ui) とする．

このとき，size(δ) を以下のように定義する：size(δ) =

{#P (δ|u) | u ∈ U ∩ OF (α)}m．

γmin : α̂1|uθ̂
U0
�←→ · · ·

Un−1

�←→ α̂2θ̂

を並列ステップ数最小の E重なり系列とするとき，以下の

補題が成立する．

補題A.1.2 ピーク列 βθ
ε← αθ(= t0)

U ′
0
�←→ t1 · · ·

U ′
m−1

�←→
αθ′(= tm) ε→ βθ′ の部分列 γ : αθ(= t0)

U ′
0
�←→ t1 · · ·

U ′
m−1

�←→
αθ′(= tm) に対して #P (γ) < #P (γmin) ならばある共

通部不変列 δ : αθ(= t0) �←→∗αθ′(= tm) が存在して

#P (δ) ≤ #P (γ)かつ size(δ) = ∅が成立する．
証明 (#P (γ), size(γ)) に関する帰納法で証明する．

#P (γ) = 0の場合は明らか．#P (γ) > 0の場合，size(γ) = ∅
のときは，δ := γ ととればよい．size(γ) �= ∅ のとき，
U ′ = Min(

⋃m−1
i=0 U ′i) ∩ OF (α) �= ∅ が成立する．任意の

u ∈ U ′について，#P (γ|u) < #P (γmin)より，γ|u : α|uθ(=

t0|u)
V ′
0
�←→ · · ·

V ′
m−1

�←→ α|uθ′(= tm|u)は部分列としてピーク列

を持つことを示す．まず，u ∈ U ′ より，V ′i = {ε}を満た
す i ∈ {0, . . . , m− 1}が存在する．iを V ′i = {ε}を満たす
最小の整数値とすると，ti|u

ε← ti+1|u が成立する（なぜな

ら，ti|u
ε→ ti+1|u ならば，α|uθ(= t0|u)

ε-inv

�←→∗ ti|u は E重
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なり系列となり，これは γmin の最小性に矛盾する）．iを

V ′i = {ε}を満たす最大の整数値とすると，同様の理由によ
り，ti|u

ε→ ti+1|u が成立する（もし ti|u
ε← ti+1|u ならば，

ti+1|u
ε-inv

�←→∗ α|uθ′(= tm|u)は E重なり系列となり，γminの

最小性に矛盾する）．以上より，γ|u は少なくとも 1つの次

の書き換え系列を部分列として持つ．

δ : ti|u = β′σ′ ε← ti+1|u = α′σ′
ε-inv

↔∗ tj|u

= α′′σ′′ ε→ tj+1|u = β′′σ′′

ここで，i, j ∈ {0, . . . , m − 1}（i ≤ j），α′ → β′, α′′ →
β′′ ∈ R，σ′, σ′′ はある代入である．δ の部分列 γ′ :

ti+1|u = α′σ′ �←→ . . . �←→tj|u = α′′σ′′ に対して，#P (γ′) <

#P (γmin)が成立するから，γ′ は E重なり系列ではない．

すなわち，(α′ → β′) = (α′′ → β′′)が成立する．したがっ

て，δ はピーク列である．#P (γ′) < #P (γ)より，帰納法

の仮定を用いて，ある共通部不変列 γ′′ : ti+1|u �←→∗tj|u が
存在して#P (γ′′) ≤ #P (γ′)かつ size(γ′′) = ∅が成立する．
したがって，γ′′ : α′σ′ = ti+1|u �←→∗tj|u = α′σ′′ に対し

て，Minrpos(γ′′) ∩ OF (α′) = ∅なので，任意の x ∈ V(α′)

について，γ′′ のカット系列 γ′′x : xσ′ �←→∗xσ′′ が存在し，

#P (γ′′x) ≤ #P (γ′′) ≤ #P (γ′) が成立する．この γ′′x を用

いることにより，#P (δ′) < #P (δ) となるピーク除去列

δ′ : β′σ′ �←→∗β′σ′′ を構成することができる．γ 中の γ|u の

部分列 δを δ′で置き換えることによって得られた系列を γ̂

とすると，#P (γ̂) ≤ #P (γ)および size(γ̂) � size(γ)が成

立する．帰納法の仮定より，γ̂ に対して，この補題が成立

するので，元の γ に対してもこの補題が成立する． �
この補題より，次の削除補題が成立する．

補題A.1.3 ピーク列 γ : t0 = βσ ← t1 = ασ
ε-inv

�←→∗
tk−1 = ασ′ → tk = βσ′ に対して，#P (γ) ≤ #P (γmin)が

成立するならば，あるピーク除去列 δ : t0 �←→∗tk が存在し
て #P (δ) < #P (γ)が成立する． �
証明 γ の部分列 γ′ : t1 = ασ

ε-inv

�←→∗ tk−1 = ασ′ に対

して，#P (γ′) < #P (γmin) から，補題 A.1.2 より，あ

る共通部不変列 δ′ : t1 = ασ
ε-inv

�←→∗ tk−1 = ασ′ が存在

して #P (δ′) ≤ #P (γ′) かつ size(δ′) = ∅ が成立する．し
たがって，任意の x ∈ V(α) について，δ′ のカット系列

δx : xσ �←→∗xσ′ が存在し，#P (δx) ≤ #P (δ′) ≤ #P (γ′) <

#P (γ)が成立する．この δx からこの補題を満たすピーク

除去列 δ : t0 = βσ �←→∗βσ′ = tk を構成できるのは明らか．

�
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