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確率的Slow Feature Analysisにおける
観測ノイズの影響
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概要：Slow Feature Analysis（SFA）は時系列データからゆっくりと変化する情報を抽出する数理モデル
であり，神経システムのモデルなどに応用されている．近年，SFAの確率モデルが提案されているが，先
行研究における SFAの確率モデルでは，データに加わる観測ノイズに関する近似を行っており，その影
響についての定量的な議論が行われていなかった．本論文で我々は，パラメータ推定の精度や推定される
slow featureのダイナミクスの振舞いを調べることで，SFAの確率モデルにおける観測ノイズの影響を明
らかし，最もゆっくりと変化する成分が観測ノイズの影響を強く受けることを示す．
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Abstract: The slow feature analysis (SFA) is a mathematical model that extracts slowly varying features
from time series data. For example, the SFA has been applied for neural systems. Recently, a probabilistic
version of SFA was proposed. This probabilistic SFA includes approximation on observation noise. However,
quantitative evaluation on the effect of the observation noise in the probabilistic SFA has not been investi-
gated in the previous study, and thus it remains unclear how the observation noise affects the performance
in the probabilistic SFA. In this paper, we investigate the effect of observation noise in the probabilistic SFA
by evaluating the accuracy of estimated parameters including slow feature dynamics. We show that the most
slowly varying feature suffers from strong effect of the observation noise.
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1. はじめに

我々は自分が見ている視覚情報から物体の位置，形，明

るさなど様々な情報を得ることができる．時々刻々と変化

する視覚情報の中で，ゆっくりと変化する情報が物体や空

間を認識するために重要な役割を担っていることが近年

注目されている [1], [2], [3]．Slow Feature Analysis（SFA）

は時系列データから最もゆっくりと変化する成分（slow

feature）を抽出する数理モデルであり，以上のような視覚
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情報からの情報抽出を行う神経科学の数理モデルとして，

2002年にWiskottらによって提案された [2]．SFAは視覚

野における複雑型細胞（complex cell）や海馬における空

間認知のための場所細胞（place cell）などの神経システム

の生成モデルに応用されてきた [4], [5], [6]．

近年，Turnerらは SFAの確率的な定式化を行った [3]．

確率的な定式化を行うことで，通常の SFAに比べていく

つかの利点が得られる．たとえば，ノイズ除去に関する

確率的画像処理の枠組みを利用することが可能になる [7]．

また，他の確率モデルとの比較や，欠損データの取扱いが

可能になることなどもあげられる．確率的な定式化は他の

データ解析のモデルでもなされており [8], [9], [10]，確率的

主成分分析はその代表例といえる [11]．

Turner らは SFA を確率的に解釈することに成功した

が [3]，定式化の際にデータに加わる観測ノイズに関する近

似を行っており，slow feature抽出が実際に可能かどうか

について，機械学習的な観点からの定量的な議論は与えら

れていなかった．実データには少なからず観測ノイズが加

わっていることが予想され，そのような状況下での情報抽

出性能を議論することは重要な課題である．

本論文では，従来の研究において，主に神経科学分野で

の応用が考えられてきた SFAを機械学習的な観点から議

論する．我々は，パラメータ推定の精度や推定される slow

featureのダイナミクスの振舞いを調べることで，観測ノイ

ズが強い状況においては slow featureを正確に推定するこ

とができないこと，そして，潜在変数が複数ある場合，最

もゆっくりと変化する成分が観測ノイズの影響を強く受け

ることを示す．すなわち，本研究で行った機械学習的な観

点からの議論によって，確率的 SFAによる情報抽出に対

する観測ノイズの重要性を明らかにし，観測ノイズの効果

を取り入れた厳密な取扱いが必要であることを示す．

2. 理論

本章では，決定論的な SFAのモデルと 2007年に Turner

らによって提案された確率的 SFAのモデルを紹介し，最

後に確率的 SFAに含まれている観測ノイズに関する近似

から，モデルの問題点について議論する．

2.1 Slow Feature Analysis

Slow Feature Analysis（SFA）は，複数の時系列データ

の中から最もゆっくりと変化する成分（slow feature）を抽

出する数理モデルであり，2002年にWiskottらによって

提案された [2]．この数理モデルはデータに応じた特徴抽

出が可能となっている教師なし学習である．ここでは SFA

の決定論的なアルゴリズムについて述べる．

観測される時系列データを xt とし，これを観測変数と

呼ぶ．SFA における j 番目の出力 yj,t は，スカラー関数

gj(xt)による変換 yj,t = gj(xt)を行うことで得られ，こ

の yj,t を潜在変数と呼ぶ．この変換 gj(xt)は次に示す量

（Δ-value）を最小化するように決められる．

Δ(yj,t) := 〈ẏ2
j,t〉t (1)

つまり，潜在変数 yj,t の時刻に関する微分係数が最小に

なるような変換 gj(xt)を行うことになる．Δ-valueが最小

になる潜在変数 yj,t を slow featureと呼ぶ．さらに，これ

に加えて次のような拘束条件を加える．

〈yj,t〉t = 0 (zero mean) (2)

〈y2
j,t〉t = 1 (unit variance) (3)

〈yi,tyj,t〉t = 0 (decorrelation) (4)

式 (2)は計算を簡単にするため，式 (3)は gj(xt) = 0と

いう解を避けるため，式 (4)は出力の重複を避けるために

設定されている．ここで，〈·〉t は時間についての平均を表
している．

2.2 確率的 Slow Feature Analysis

2007年には，Turnerらが確率的な枠組みによって SFA

を提案している．観測されるM 次元の値（観測変数）を

xt，SFAによって抽出されるN 次元の成分（潜在変数）を

ytというベクトルでそれぞれ表す．確率的な枠組みにおい

ては，与えられた観測変数 xt から，決定論的な SFAの性

質を取り入れた確率分布に基づいて潜在変数 yt を推定す

る．図 1 に示しているように，決定論的 SFAにおける時

系列データが観測変数 xt に，出力関数が潜在変数 yt にそ

れぞれ対応している．また，決定論的な SFAでは連続時

間における時系列データを扱っていたが，確率的 SFAで

は離散的な時間における時系列データとしてそれぞれの変

数を扱う．

slow featureを含む潜在変数 ytを特徴付ける式はシステ

ムモデルといい，次のように表される [3]．

yt = λyt−1 + ηt (5)

潜在変数 yt は 1 時刻前の潜在変数 yt−1 に依存する形

図 1 Slow Feature Analysisの概念図．複数の時系列データを入力

xt とし，その中に含まれるゆっくりと変化する成分を出力 yt

として得る

Fig. 1 Schematic diagram of slow feature analysis. SFA ex-

tracts slow varying features yt from time series input

data xt.
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で書かれている．λはその依存度を決めるパラメータであ

り，各 yn,t に対する値 λn を並べた N × N の対角行列と

なっている．ここで加わるノイズ ηt はシステムノイズと

いい，平均 0，共分散行列 Σに従う正規白色雑音である．

共分散行列Σは対角要素 σ2
1:N を持つN ×N 行列であり，

各 yn,tには異なる分散のノイズが加わることになる．この

ように，潜在変数 yt は 2つのパラメータ λ，Σによって

特徴付けられている．λnは 0から 1の範囲で，大きければ

前時刻の影響を受けやすくなるので，yn,t のダイナミクス

はゆっくりとしたものになる．逆に λn が小さければノイ

ズの影響が大きくなり，ダイナミクスは速い変化になる．

したがって，確率的 SFAでは λn の中で最も大きい値を持

つ潜在変数 yt が slow featureに対応することになる．

一方，観測変数 xt を特徴づける式は観測モデルといい，

次のように表される．

xt = W−1yt + εt (6)

観測変数 xt は潜在変数 yt に M × N 行列による変換

W−1 を施し，ノイズ εt を加えることで生成される．この

ノイズは観測ノイズと呼ばれ，平均 0，共分散行列 σ2
xI に

従う正規白色雑音である（I は単位行列）．ここまで説明し

たように，確率的 SFAでは式 (5)，(6)に従って観測変数

xt と潜在変数 yt を記述している．式 (5)，(6)をまとめて

状態空間モデルと呼ぶ．

確率的 SFAの状態空間モデルは次のようなガウス分布

でも書くことができる．

p(xt|yt, W , σ2
x) = N (xt|W−1yt, σ

2
xI) (7)

p(yt|yt−1, λ,Σ) = N (yt|λyt−1,Σ) (8)

p(y1|P0) = N (y1|0,P0) (9)

式 (9)は時刻 t = 1における潜在変数 yt の分布である．

また，P0 はシステムノイズの初期条件を表す共分散行列

である．これらの分布をもとに，潜在変数 yt の推定を進

める．

確率的 SFAと関連性がある時系列データ解析の例とし

て，ケプストラム法という周波数解析の応用技術が存在す

る [12]．ケプストラム法は複数の信号の畳み込みとして与

えられた観測データに対してスペクトルの対数を計算する

ことで，和の形で与えられる信号に変換し，特徴分離を行

う技術であり，音声データの解析などに多く応用されてい

る．一方で，本論文で扱った確率的 SFAは，時系列データ

の特徴分離を行うという点でケプストラム法と共通してい

るが，確率的 SFAは畳み込みではなく複数の信号の線形

和として与えられた観測データの特徴分離を行う．また，

ケプストラム法は，モデルを仮定しないノンパラメトリッ

ク法の一種であるが，確率的 SFAは，自己回帰モデルに基

づくパラメトリック法に属している．

2.3 最尤推定

ここまで述べてきた確率的 SFAのモデルをもとに，最尤

法によって潜在変数 yt の推定を行う．最尤法では尤度関

数が最大となる点におけるパラメータの値を尤（もっと）

もらしい値として考え推定を行う．確率的 SFAにおける

尤度関数は次のように表される．

p(x1:T |θ) =
∫

dy1:T

(
T∏

t=1

p(xt|yt,W , σ2
x)

)

×
(

N∏
n=1

p(yn,1|σ2
n,1)

T∏
t=2

p(yn,t|yn,t−1, λn, σ2
n)

)

(10)

本論文で注目する Turnerらのモデルでは，この尤度関

数を計算する際に σ2
x → 0とする近似を行い，決定論的な

写像に戻す．この近似を行うことで，観測モデルのガウス

分布は以下のとおりデルタ関数に置きかえられることにな

り，尤度関数を求めるための積分計算が容易に行えるよう

になる．

p(x1:T |θ) ≈
∫

dy1:T

(
T∏

t=1

δ(xt − W−1yt)

)

× 1
Z

exp
(
−

N∑
n=1

(
1

2σ2
n,1

y2
n,1

+
1

2σ2
n

T∑
t=2

(yn,t − λnyn,t−1)2
))

(11)

この近似によって計算された尤度関数の対数をとると次

式のようになる．

L(θ) = log p(x1:T |θ) = c + T log |detW |

−
N∑

n=1

(
1

2σ2
n,1

(wT
n x1)2 +

1
2σ2

n

T∑
t=2

(wT
n xt − λnwT

n xt−1)2
)

≈ c + T log |detW | − T

2
tr
(
WBW TΛ(2)+ WAW TΛ(1)

)
(12)

ただし，式 (12)における第 2式から第 3式の導出の際に

は，データ点が十分多いとして計算している．ここで，

Amn = 〈ΔxmΔxn〉t

=
1

T − 1

T−1∑
t=1

(xm,t+1 − xm,t)(xn,t+1 − xn,t) (13)

Bmn = 〈xmxn〉t =
1
T

T∑
t=1

xm,txn,t (14)

Λ(1) = δmn
λn

σ2
n

(15)

Λ(2) = δmn
(1 − λn)2

σ2
n

(16)

とおいている．最尤法ではこの対数尤度 L(θ)を最大化す
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るパラメータの値を推定値とする．最大値となる点を探る

ために，対数尤度 L(θ)を各パラメータで偏微分していく．

観測ノイズ σ2
xは 0と近似しているため，推定するパラメー

タは θ = {W ,λ,Σ}の 3つである．偏微分の結果は次の

ようになる．

∂L

∂W
= T

(
(W−1)T − Λ(1)WA − Λ(2)WB

)
(17)

∂L

∂λ
= −T

2

(
WAW T Σ−1 − 2WBW T Σ−1

+ (WBW T Σ−1 + Σ−1WBW T )λ
)

(18)

∂L

∂Σ
= −1

2

(
(T − 1)(Σ−1)T

− T (Σ−1)T WBW T (I − λ)2(Σ−1)T

− T (Σ−1)T WAW T λ(Σ−1)T
)

(19)

これらをそれぞれ 0とおくことで推定値の計算を行う．

3. 数値計算による評価

本章では，前章で述べた確率的 SFAのモデルにおける

観測ノイズの影響を定量的に議論する．観測変数 xt と潜

在変数 yt の次元はともに 3次元（N = M = 3），データ

の個数は T = 10000とした．また，システムモデルのパラ

メータを λ1 = 0.9，λ2 = 0.5，λ3 = 0.00001，σ2
1 = 0.19，

σ2
2 = 0.75，σ2

3 = 1.0とし，観測モデルにおける行列W に

は正規直交行列を用いている．この場合，λ1 = 0.9に対応

する潜在変数 y1 が最もゆっくりと変化する slow feature

に対応する．一方で，λ3 = 0.00001に対応する潜在変数

y3 はノイズのように乱雑なダイナミクスを持つ．前章で

得られたパラメータ推定の式 (17)–(19)に従って 3つのパ

ラメータ θ = {W , λ,Σ}を最急上昇法によって決定し，得
られたパラメータの値から潜在変数 yt をカルマンフィル

タによって推定する．

3.1 潜在変数の推定結果

前章で述べた観測ノイズに関する近似について，まず

議論するべきは，観測ノイズが加わったデータに対して

も slow featureの推定を正確に行うことができるのか，と

いうことである．この検証を行うために，観測モデルに

従って，観測ノイズを加えたデータを生成し，そのデータ

から潜在変数 yt を推定する計算を行った．図 2 は slow

featureに対応する潜在変数 y1 の推定結果を示したもので

ある．観測ノイズが加わっていない場合（左図）は推定値

が真の値に一致する正確な結果を与えているが，観測ノイ

ズが加わった場合（右図）は真の値に比べて乱雑なダイナ

ミクスが推定されていることが分かる．潜在変数の他の成

分 y2, y3 についても同様の傾向が見られた（図省略）．観

測ノイズに関するデルタ関数近似によって，観測ノイズの

図 2 確率的 SFA による潜在変数 y1 の推定結果．点線が真の値，

実線が推定値である．左側が観測ノイズ σ2
x = 0，右側が観測

ノイズ σ2
x = 1.0 の場合の結果をそれぞれ表している

Fig. 2 Estimated slow feature y1 using probabilistic SFA. Dot-

ted line shows true value, whereas solid line shows es-

timated value. (Left) the case of observation noise

σ2
x = 0. (Right) the case of observation noise σ2

x = 1.0.

図 3 確率的 SFAによる潜在変数 y1 に対するフーリエ変換の結果．

左側が観測ノイズ σ2
x = 0，右側が観測ノイズ σ2

x = 1.0 の場

合の結果をそれぞれ表している

Fig. 3 The result of Fourier transform for estimated slow fea-

ture y1 using probabilistic SFA. (Left) the case of ob-

servation noise σ2
x = 0. (Right) the case of observation

noise σ2
x = 1.0.

パラメータ σ2
x を推定する枠組みが失われたために，この

ような影響が現れたと考えられる．

3.2 フーリエ変換による解析

推定された潜在変数 ytのダイナミクスの振舞いをより詳

しく知るために，フーリエ変換による解析を行った．図 3

は slow featureに対応する潜在変数 y1 の推定結果に対す

るフーリエ変換の結果を示したものである．サンプリング

周波数を 500 Hzとした．左図が観測ノイズ σ2
x = 0，右図

が観測ノイズ σ2
x = 1.0の場合の結果をそれぞれ表してい

る．slow featureに対応する潜在変数 y1 はゆっくりと変

化するダイナミクスを持つため，低周波側にピークが現れ

ている．観測ノイズ σ2
x = 0と σ2

x = 1.0の場合を比較して

みると，σ2
x = 1.0の場合のスペクトルは σ2

x = 0の場合の

スペクトルに比べて振幅が増加していることが分かる．特

に，高周波成分の増加が目立つ．これは正規白色雑音の性

質を持つ観測ノイズ σ2
x の影響が潜在変数 yt に転嫁された

ことによるもので，図 2 の潜在変数 yt の推定結果のズレ

を説明するものになっているといえる．潜在変数の他の成

分 y2，y3 についても同様に，周波数スペクトルの増加が

みられた（図省略）．
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図 4 観測ノイズ σ2
x に対するシステムモデルのパラメータ λi，σ2

i

の変化．横軸に観測ノイズ σ2
x，縦軸に各パラメータの推定値

をプロットしている．黒丸（●）は各パラメータの推定値を，

σ2
x = 0 における白丸（○）は各パラメータの真の値を示して

いる．左側がパラメータ λi，右側がシステムノイズ σ2
i の変

化をそれぞれ表している．

Fig. 4 Changes of system model parameters λi, σ2
i for observa-

tion noise σ2
x. The horizontal axis shows the observation

noise σ2
x, and the vertical axis shows estimated value of

system model parameters. Filled circle shows estimated

value. Open circle in σ2
x = 0 shows true value of each

parameter. (Left) the result of parameter λi. (Right)

the result of system noise σ2
i .

3.3 パラメータ推定値の変化

最後に，システムモデルのパラメータが観測ノイズに対

してどのように変化しているのかを調べた結果を紹介す

る．これまでに述べてきた潜在変数の推定結果は，システ

ムモデルのパラメータ λi，σ2
i によって表現されているた

め，観測ノイズが加わった状況におけるパラメータの変化

を知ることは重要であるといえる．また，異なる潜在変数

のパラメータの変化を比較することで，複数ある潜在変数

に観測ノイズの影響がどのような割合で配分されるのかも

調べる．

図 4 に観測ノイズに対するシステムモデルのパラメータ

変化を示す．左図がパラメータ λi，右図がシステムノイズ

σ2
i の変化をそれぞれ表している．横軸に観測ノイズ σ2

x，

縦軸に最尤推定によって数値的に求められた各パラメータ

の推定値をプロットしている．パラメータ推定値には，式

(18)–(19)で示した尤度関数の偏微分がそれぞれ 0となる

λi，σ2
i を採用している．σ2

x = 0の点がそれぞれの真の値

であり，その点から遠ざかるほど正確に推定できていない

ことになる．パラメータ λi は観測ノイズの増加とともに

減少，システムノイズ σ2
i は増加している．システムモデ

ルの式 (5)より，システムモデルのパラメータの変化は観

測ノイズの増加とともに，潜在変数 yt のダイナミクスを

速く・乱雑にする変化をしているといえる．

また，図 4 における各パラメータの変化の様子を比べ

てみると，パラメータ λi，システムノイズ σ2
i ともに slow

featureに対応する潜在変数 y1 に関するものの変化幅が大

きくなっていることが分かる．一方で，ノイズのような乱

雑なダイナミクスを持つ潜在変数 y3 に関するパラメータ

の変化幅は他の 2つの成分に比べて小さく，特に，λ3 に

ついては影響をほとんど受けていない．つまり，観測ノイ

ズの影響が強く現れているのは slow featureに対応する潜

在変数 y1 であり，λ1 の値が大きいほど，すなわち，ゆっ

くりと変化する成分ほど観測ノイズの影響を受けやすく，

誤った値が推定されてしまうという結果になっている．

4. おわりに

本論文では，確率的 SFAによる情報抽出性能に対する

観測ノイズの影響を定量的に議論し，観測ノイズが強い状

況においては slow featureを含む潜在変数 yt を正確に推

定することができないこと，そして，潜在変数 ytが複数あ

る場合，ゆっくりと変化する成分ほど観測ノイズの影響を

受けやすいという性質を明らかにした．

まず，観測ノイズが加わった状況における潜在変数 ytの

推定結果から，近似によって推定の枠組みから外れた観測

ノイズの影響が潜在変数 yt のダイナミクスを乱雑に変化

させることを示した．観測ノイズが潜在変数 yt の推定結

果へと転嫁される様子は，フーリエ変換によって得られた

周波数スペクトルからも確かめられる．

さらに，システムモデルのパラメータ λi，σ2
i が潜在変

数 yt のダイナミクスを速く・乱雑にする方向へ変化する

ことを示した．しかし，1つ 1つのパラメータの変化幅は

一様ではなく，パラメータ λi が大きいゆっくりと変化す

る成分ほど強く観測ノイズの影響を受ける．すなわち，意

味のある情報を抽出することが難しくなる．ゆっくりと変

化する成分の抽出を目的とする SFAにおいて，この結果

は情報抽出性能の低下を意味している．現実的な状況を考

えると，実データには少なからず観測ノイズが加わってい

ると考えられる．そのため，確率的 SFAによって信頼性

の高い結果を得るためには，観測ノイズを考慮したモデル

の構築が必要である．
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