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3 次パラメトリック曲線の曲率変化の美的解析 
 

斎藤隆文†1,a)  吉田典正†2,b) 
 

高いレベルの美しさをもつ曲線を生成するには，曲率変化の単調性や，曲率対数グラフの傾きなど，曲率に関する高

度な制御が必要である．しかしながら，曲線生成制御で一般的に使われるパラメトリック曲線においては，ごく基本

的な 3 次 Bezier 曲線ですら，その振る舞いは難解であり，通常の制御点からの制御が困難である． 
そこで，本研究では，3 次の多項式パラメトリック曲線の曲率変化を，総括的に解析することを目指す．今回は，曲

率を単純な式で表現できる Tschirnhausen 3 次曲線をもとに，これをアフィン変換することにより，3 次の多項式パラ

メトリック曲線のうち crunode（自己交差）を有するものについて，曲率の単調性および曲率対数グラフの傾きを数

値的に解析し可視化した．さらに，伸縮のみの場合について，曲率が極値となる点を解析的に求めるとともに，G1 
Hermite 補間における両端点接線の交点の存在領域を明らかにした． 

 

Aesthetical Analysis of Curvature Profiles  
of Parametric Cubic Curves 

 

TAKAFUMI SAITO†1,a) NORIMASA YOSHIDA†2,b) 
 

In order to generate high-level aesthetic curves, it is necessary to control the curvature profiles, such as monotonicity and the 
slope of logarithmic curvature graph. However, such curvature profiles are complicated even in cubic Bezier curves, and it is 
difficult to control them by the control points. 
In this research, we aim to analyze the overall curvature profiles of cubic polynomial parametric curves. In this report, we focus 
on cubic curves with crunodes. By starting with Tschirnhausen cubic and by applying Affine transformation, we numerically 
analyzed and visualized curvature monotonicity and the slope of logarithmic curvature graph. Also, for scaled Tschirnhausen 
cubics, we obtained the number of curvature extrema, and clarified the existing condition of G1 Hermite interpolation. 

 
 

1. はじめに  

 近年の工業デザインやスタイルデザインにおいては，曲

線や曲面形状の高いレベルの美しさが重要となっている．

曲線・曲面の高いレベルの美しさには，曲率の振る舞いが

大きく影響していることが知られている．一般に，曲率は

単調に変化することが望ましいとされている [1]．また，

然界や人工物における「美しい曲線」の多くは， 曲率対数

グラフが直線で近似できることが原田らにより指摘されて

いる [2]．  

 

しかし，現状の CAD システムにおいては，高いレベル

の美しさを考慮した曲面形状制御が困難であり，そのため

デザインの初期工程において試行錯誤に手間がかかり，効

率化を阻害している．制御が困難な理由として，現在の

CAD システムの曲線・曲面表現として一般的に使用されて

いる，NURBS に代表される多項式や有理式のパラメトリ

ック表現では，制御点と曲率の単調性や曲率変化の量的特

徴との関係が難解であることが挙げられる． 
一方，高いレベルの美しさを直観的に得る方法として，

対数美的曲線・曲面の研究が進められている [3][4]．対数

美的曲線とは，曲率対数グラフが直線となるような曲線群

であり，対数螺旋やクロソイド曲線もこれに含まれる．し
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かしながら，CAD システムの各種機能のすべてを対数美的

曲線・曲面で行うことは非現実的であり，作成された対数

美的曲線・曲面を，近似的に NURBS などの既存のパラメ

トリック表現に変換する必要がある．この変換において，

曲率変化の特徴を維持する必要があり，ここでも制御点と

の関係が難解であることが，ボトルネックとなっている． 

 本研究では，パラメトリック曲線の曲率変化を総括的に

解析し，従来型のパラメトリック曲線を用いて高度な美的

要求を満たす曲線セグメントの生成・制御・近似を行うた

めに必要な理論体系の確立を目指す．今回は，多項式 3 次

曲線の一部を対象とする．ただし，制御点から定義される

曲線セグメント（パラメータ範囲 [0, 1]）だけでなく，曲

線全体（パラメータ範囲 (－∞, ＋∞) ）における振る舞い

を解析する．進め方として，弧長が解析的に求められる 

Tschirnhausen 3 次曲線 [5] をもとに，これをアフィン変換

した曲線について，曲率単調性と曲率対数グラフの傾きの

変化を解析する． 

 

2. 関連研究 

2.1 曲率単調な 3 次曲線セグメント 
 3 次曲線セグメントが曲率単調となる条件に関しては，

多項式および有理 3 次 Bezier 曲線において，いくつかの研

究がおこなわれている．Walton らは，3 次多項式 Bezier 曲

線において，制御点位置にある種の強い制約を加えること
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で，曲率単調性を保証する方法を提案した [6]．Dietzらは，

3 次の多項式 Bezier 曲線において曲率単調性を満たすよう

な，制御点位置と端点での曲率との関係を実験的に求め 

[7]，有理 Bezier 曲線に対しても同様の考え方で拡張してい

る [8]．また，3 次の多項式 Bezier 曲線の曲率の極値や数

に関して，Walton ら [9]，Habib ら [10] により解析が行わ

れている． 

 しかしながら，これらの結果は総じて難解である．パラ

メトリック曲線においては，パラメータ変化に対する接線

ベクトルの大きさ（弧長の 1 次微分）を求める際に平方根

が必要となることが，その主たる原因である．このため，

例えば 3 次 Bezier 曲線の曲率単調条件ですら，多項式曲線

で 5 次式 [11]，有理曲線で 12次式 [12] を解く必要がある．

また，曲率変化と深く関連する弧長も，一般には解析的に

求められない． 

2.2 Tschirnhausenの 3 次曲線（T-曲線） 
 多項式パラメトリック曲線のうち，接線ベクトルの大き

さが多項式で表すことができるものは， Pythagorean 
Hodograph 曲線（PH 曲線）と呼ばれる．Tschirnhausen 3 次

曲線（相似変換による一連の曲線群を含む）は，3 次では

唯一の PH 曲線として知られている [5]．Tschirnhausen 3 次

曲線（以下，「T-曲線」と略記）の多項式パラメータ表現の

例を式 (1) に，曲線形状を図 1 に示す． 
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となる． 

 

図 1 Tschirnhausen の 3 次曲線 

Figure 1 Tschirnhausen cubic. 
 

 T-曲線では，式 (3) のように曲率が平方根のない有理式

として示されるため，曲率の解析が比較的容易である．

Meek らは，T-曲線を用いて，曲率単調な曲線セグメントを

G1 Hermite 補間（両端点の位置と接線方向から補間）する

手法を提案している [13]．特に，両端点の位置を固定した

場合に，補間が可能となるような両端点における 2 本の接

線の交点位置（存在領域）を理論的に求めている． 
2.3 対数美的曲線 
 対数美的曲線とは，曲率対数グラフが直線となるような

曲線群である．曲率対数グラフとは，曲率半径をρ ，弧長

を s としたときに，曲線上のすべての点を， 








ρ
ρρ

d

ds
loglog 横軸：　　　　　縦軸：　  

としてプロットしたものである．原田は，実在する種々の

美しい曲線を解析し，それらの多くにおいて曲率対数グラ

フがおおむね直線であること，および，曲線の印象が曲率

対数グラフの傾き α に依存することを見出した [2]．この

ような性質をもつ対数美的曲線について，Miura が定式化

を行なった [3]．我々は，曲線の全体像を明らかにすると

ともに，G1 Hermite 補間の手法を提案した [4]．対数美的

曲線は，クロソイド曲線（α =－1），対数螺旋（α = 1），円

のインボリュート曲線（α = 2）のほか，極限状態において

円弧も包含する [4]．対数美的曲線は，弧長もしくは方向

角をパラメータとして表現され，曲線上の点の位置は数値

積分で求める必要がある．このため，CAD システムの各種

機能のすべてを対数美的曲線で行うことは非現実的である． 
 現実的な対応として， 

① Bezier 曲線などの制御点や重みに制約を加え，曲率対数

グラフが直線に近い曲線を生成する； 

② 対数美的曲線として生成したものを，Bezier 曲線などで

近似する； 

の 2 つのアプローチが考えられる．①の例として，我々は

Class A Bezier 曲線でα = 1 に近い曲線を G1 Hermite 補間を

提案している [14] が，Bezier 曲線の持つ自由度の中で，

ごく一部だけを利用したに過ぎない．②の例として，我々

は対数美的曲線セグメントを 3 次有理 Bezier 曲線セグメン

トで近似する手法を提案している [12]．曲率対数グラフも

含めておおむね良好な近似結果が得られたが，条件によっ

ては曲率の誤差が大きい場合や，結果が安定しない場合が

ある．いずれのアプローチにおいても，さらなる改善には，

多項式あるいは有理パラメトリック曲線の曲率変化に関し

て，より深い知見が必要である． 
 

3. 3 次パラメトリック曲線の曲率解析 

3.1 3 次多項式曲線の全体像 
 本研究では，まず 3 次の多項式パラメトリック曲線の曲

率変化を総括的に解析することを目指す．以下，「3 次曲線」

は，3 次の多項式パラメトリック曲線を指すこととする．

従来の多くの研究では，3 次 Bezier 曲線の制御点と曲率変

化との関係が論じられている．しかし，3 次 Bezier 曲線セ

グメントは，1 本の 3 次曲線（パラメータ範囲 (－∞,＋∞) ）
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の中から一部を切り出したものである．同一の 3 次曲線で

あっても，セグメントの切り出し方が異なれば，制御点は

全く異なったものとなる．そこで，3 次曲線全体の曲率変

化に着目する． 

 まず，3 次曲線の集合に関して，その自由度から考察す

る．3 次 Bezier 曲線セグメントは，4 個の制御点から定義

されるので，8 自由度である．一方，1 本の 3 次曲線からの

Bezier 曲線セグメントの切り出し方は，両端点のパラメー

タを指定することで一意に決まるので，2 自由度である．

したがって，3 次曲線の集合は，6 自由度あると考えること

ができる． 

 いま，ある特定の 3 次曲線をアフィン変換することを考

えると，アフィン変換の自由度は 6 である．このことから，

いくつかの 3 次曲線をプリミティブ形状として準備し，こ

れらをアフィン変換することで，3 次曲線の集合全体が得

られると予想される．経験的には，すべての 3 次曲線は，2

次以下に縮退する場合を除き，以下の 4 種類のプリミティ

ブ形状から得られると考えられる．ただし，証明は得てい

ない． 

① 1 個の crunode（自己交差点）を持つもの 

  例：x3＋9 x2－27 y2 = 0（T-曲線） 

② 1 個の cusp（尖点）を持つもの 
  例：x3－y2 = 0 

③ 1 個の acnode，2 個の変曲点を持つもの 

  例：x3－x2－y2 = 0 

④ 1 個の変曲点を持つもの 
  例：x3－y = 0 

本報告では，このうち①のケースについて，曲率の単調性

と曲率対数グラフの傾き α に関して解析を行う． 

3.2 T-曲線のアフィン変換 
 アフィン変換の 6 自由度のうち，平行移動が 2 自由度，

回転が 1 自由度ある．これらの 3 自由度による変換では，

形状は不変である．また，等方性のスケーリング（1 自由

度）により相似形が得られるが，曲率の単調性および曲率

対数グラフの傾きは，相似変換に対しては不変である．し

たがって，実質的に解析すべき曲線形状の集合は，2 自由

度だけである． 

 今回は，式 (1) で表現した T-曲線に対し，以下の式 (4) 
のアフィン変換を施した曲線形状について，曲率変化を解

析する： 

)4(
1
0
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ここで，a は x 軸方向の伸縮を与える定数，c はせん断を

与える定数である．a = 1 かつ c = 0 のとき，形状は不変

である．アフィン変換した T-曲線の例を，図 2 に示す． 
 

 

図 2 T-曲線のアフィン変換 

Figure 2 Affine transformed T-cubic. 

 

3.3 伸縮されたT-曲線の曲率解析 
 まず，c = 0 として a を変化させ，x 軸方向の伸縮による

曲率の振る舞いの変化を調べる．それぞれの a およびパラ

メータ値 t に対して，曲率ならびに曲率対数グラフの傾きα

を数値的に計算した．α  の計算結果を疑似カラーで可視化

したものを，図 3 および図 4 に示す．図 3 は，縦軸を t，
横軸 a をとした 2 次元プロット，図 4 は，それぞれの a に

おける曲線形状に合わせて可視化したものである．色は α 

の値に応じて色相を変えるとともに，曲率が増加する部分

は明度の高い色を，減少する部分は原色に近い色を，それ

ぞれ割り当てている．薄青から青に変化する境界が曲率の

極大，赤から薄赤に変化する境界が曲率の極小を，それぞ

れ示している． 
 この結果から，おおむね a = 0.8 付近を境に，これより

大きい a においては，曲率は t = 0 において極大となり，

その両側で曲率単調となる．これより小さい a においては，

曲率は t = 0 において極小となる他に，正負の 2 箇所で極

大となることがわかる．また，α の値に関しては，おおむ

ね | t | > 1 の広い範囲において，0.5 < α < 1 であることが

わかる． 

 

 
図 3 伸縮された T-曲線の曲率解析結果 (c = 0) 

Figure 3 Curvature analysis of scaled T-cubics (c = 0). 

 

Original 
a = 1, c = 0 

Scaled 
a = 1.5, c = 0 

Skewed 
a = 0, c = 0.5 
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図 4 伸縮された T-曲線の曲率解析結果 (c = 0) 

Figure 4 Curvature analysis of scaled T-cubics (c = 0). 

 
 曲率の極値については，c = 0 であれば解析的に求める

ことができる．曲率半径 ρ は， 

( )( )
( ) )5(

122

23
1222443

+

+−+
−=

ta

tat
ρ  

となる．式 (5) から， 

)6(0=
dt

dρ
 

を解くと， 

( )

)7(

3

6
0

3

6
0

2

9
2

10
4

1
2

,0



















≤

<<
+−++−

±=

at

a
aaa

t

＝
 

が得られる． 

3.4 伸縮されたT-曲線によるG1 Hermite補間 
 T-曲線を伸縮させた曲線群を用いた G1 Hermite 補間につ

いて，次の方法で数値的に解析する．まず，c = 0 とし，a 

は任意の値に固定する．このような曲線において，2 つの 

パラメータ値の組 (t0, t1) のうち，その間に曲率の極値を持

たないものについて，これらのパラメータ間の曲線セグメ

ントを切り出す．その両端点が p-q 平面上で (0, 0), (1, 0) 

となるように，曲線セグメントを相似変換する．両端点で

の接線の交点を求め，p-q 平面上にプロットする．この作

業を十分多くのパラメータ値の組 (t0, t1) について行うこ

とで，接線の交点の存在領域が描画される． 

 この手法で存在領域を描画した結果を図 5 に示す．存在

領域は，p 軸および p = 1/2 に対して対称であるため，図 5
では全体の 1/4 の領域だけが描画されている． 

 
図 5 伸縮された T-曲線による G1 Hermite 補間 (c = 0) 

Figure 5 G1 Hermite interpolation with scaled T-cubics (c = 0). 
 

 

 まず a = 1 のときは，T-曲線そのものである．T-曲線の

G1 Hermite 補間は，Meek らがすでに解析しており，接線交

点の存在領域も式 (8) のように解析的に得ている [13]： 

( ) )8(
222

12
2

4
2

3 qpqp +=+  

今回の描画結果も，これに合致する． 

 36≥a  のときは，曲率の極値が t = 0 だけであるの

で，t > 0 の区間すべてが曲率単調となり，セグメントとし

て利用できる．描画結果から，a が小さいほど，接線交点

の存在領域が大きいことがわかる．セグメントの一端が  

t = 0 である場合は，接線交点の位置を解析的に求めること

ができ，結果は式 (9) のとおりである． 

( ) )9(
2222

12
2

4
22

3 qpaqpa +=+  

a がおおむね 1.5 より小さいときは，存在領域は凸形状で

あり，式 (9) がその境界と考えられる．しかし，a がこれ

より大きくなると，存在領域は凹形状となり，式 (9) の外

側にも存在領域が広がる． 

(0, 0) (1, 0) p 

 

q 
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 360 << a  のときは，t > 0 の領域内にも曲率の極

値が出現するため，曲率単調な区間が 2 つに分かれる．図

5 においては，これら 2 区間に対応した接線交点のプロッ

トを，色で区別している．t の絶対値が小さい区間が黄-青

系，絶対値が大きい区間が紫-緑系である．描画結果から，

a の値が小さいほど，存在領域は小さくなる． 

 以上の結果から， 36=a  のとき，存在領域は最大と

なる．このとき，T-曲線と比べて存在領域は広がり，より

多くの条件下で補間可能となる． 

 

 
図 6 せん断された T-曲線の曲率解析結果 (c = 0.5) 

Figure 6 Curvature analysis of skewed T-cubics (c = 0.5). 

 

 
図 7 せん断された T-曲線の曲率解析結果 (c = 1) 

Figure 7 Curvature analysis of skewed T-cubics (c = 1). 

 

3.5 せん断されたT-曲線の曲率解析 
 伸縮に加えてせん断も行った場合について，3.3 節と同

様の方法で曲率の振る舞いを数値的に解析する． 

 まず，c = 0.5, 1 として，a を変化させたときの可視化結

果を，それぞれ図 6，図 7 に示す．色の意味は図 3 と同様

である．いずれの場合でも，曲率の極値は 1 個または 3 個

である．せん断により，t = 0 に関する対称性はなくなり，

c の値を大きくするにつれて，α  もより大きく変動するこ

とがわかる． 

 逆に，a = 0, 0.5, 1 として，c を変化させたときの可視化

結果を，図 8 に示す． 

 

 
図 8 せん断された T-曲線の曲率解析結果 

Figure 8 Curvature analysis of skewed T-cubics. 
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4. おわりに 

 本報告では，曲率を単純な式で表現できる Tschirnhausen 

3 次曲線をもとに，これをアフィン変換することにより，3
次の多項式パラメトリック曲線のうち crunode （自己交差）

を有するものについて，曲率の単調性および曲率対数グラ

フの傾きを数値的に解析し可視化した．さらに，伸縮のみ

の場合について，曲率が極値となる点を解析的に求めると

ともに，G1 Hermite 補間における両端点接線の交点の存在

領域を明らかにした． 

 今後の課題として，せん断を含む場合のさらなる解析，

cusp や acnode を持つ 3 次曲線の解析，そして 3 次有理曲線

の解析が挙げられる．これらの知見をもとに，3 次パラメ

トリック曲線を用いて高度に美的な曲線を生成・制御する

ための理論および方法論の構築を目指したい． 
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