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GPUにおけるCRS形式疎行列ベクトル積の
自動チューニング

吉澤 大樹1 高橋 大介2

概要：GPUにおける疎行列ベクトル積の性能は実行時パラメータに大きく依存するため，最適なパラメー
タを選択して計算することが重要である．本論文では，GPUにおける CRS形式疎行列ベクトル積の性能
が，あるパラメータに大きく依存していることを示し，さらに最適なパラメータを自動選択するためのア
ルゴリズムを提案する．自動選択アルゴリズムを用いて CRS形式疎行列ベクトル積を自動チューニング
することで，CUSPARSEと比較して最大約 1.26倍の性能向上を達成した．また，疎行列ベクトル積の高
速化により，連立一次方程式の反復解法である共役勾配法において CULA Sparse と比較して最大約 1.1

倍の性能向上を達成した．

1. はじめに

SpMV（疎行列ベクトル積）は，連立一次方程式，固有値

問題，偏微分方程式などで用いられる．そのため，SpMV

は科学技術計算をはじめとする様々な分野のアプリケー

ションにおいて極めて重要な計算である．それらのアプリ

ケーションを高速に実行するため，SpMVの高速化には大

きな期待が寄せられている．疎行列ベクトル積は計算機環

境や計算に用いる疎行列によって最適な計算手法が異な

る．そのため疎行列ベクトル積の高速化手法が今までに数

多く提案されている [1][2][3][4]．

一方，グラフィック演算に用いられる GPU（Graphics

Processing Unit）を汎用的な計算に用いるGPGPU（Gen-

eral Purpose computation on GPU）が普及してきている．

GPUは多数のプロセッサコアが搭載されたメニーコアプ

ロセッサであり，高い並列演算性能とメモリバンド幅，コ

ストパフォーマンスの高さが特徴である．SpMV は演算

量に対するメモリアクセス量が多い計算であるため，メモ

リバンド幅に律速される．また，入力ベクトルに対するメ

モリアクセスパターンが不規則になるため，メモリアクセ

ス速度の低下を招きやすい．したがってメモリアクセスパ

ターンを改善することにより GPUの大きいバンド幅を活

かし，SpMVの性能を向上させることができる．

1 筑波大学大学院システム情報工学研究科
Graduate School of Systems and Information Engineering,
University of Tsukuba

2 筑波大学システム情報系
Faculty of Engineering, Information and Systems, University
of Tsukuba

疎行列を格納する方法の違いにより，SpMV計算時のメ

モリアクセスパターンが大幅に異なるため，最適なメモリ

アクセスパターンを実現するために，数々の格納形式が提

案されている [5][6][7]．しかしながら，SpMVを高速に計

算するために最も適した格納形式は，計算機の環境や計算

に用いる疎行列の性質によって異なる．また，各格納形式

における SpMVの性能差が大きいため，最適な格納形式を

選択することによる SpMVの性能向上効果は大きい [8]．

各々のスレッドに対してどのようにタスクを分割して割

り当てるかを決める，スレッドマッピング手法も SpMVの

性能を向上させる上で非常に重要である．

SpMVにおいては，主に行単位や非零要素単位でタスク

を分割し，スレッドに割り当てることでスレッドマッピン

グが行われる．スレッドマッピングはメモリアクセスパ

ターンに直接影響するため，あらゆる格納形式の SpMVに

おいて十分な性能を得るためには最適なスレッドマッピン

グが必要となる．

本論文では，CRS（Compressed Row Storage）形式と呼

ばれる格納形式の SpMVにおいて，スレッドマッピング

を自動最適化することで高速化する．スレッドマッピング

を最適化するため，実行時パラメータを自動選択するアル

ゴリズムを提案する．実行時パラメータの自動選択アルゴ

リズムを適用することで CRS形式 SpMVの性能が向上す

ることを示す．さらに，実アプリケーションへの応用とし

て，疎行列連立一次方程式の反復解法を実装し，性能を評

価することで，本研究で実装した自動チューニングの効果

を検証する．
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2. 関連研究

Vázquezらの研究 [1]では，GPU上の ELLR-Tと呼ば

れる SpMVのアルゴリズムにおいて，高速化を行ってい

る．ELLR-Tは ELLPACKと呼ばれる格納形式を用いた

SpMVのアルゴリズムである．ELLR-Tでは複数の実行時

のパラメータによって性能が大きく変化することが知られ

ている．Vázquezらの研究では，これらのパラメータを自

動的に選択することで SpMVの高速化を行っている．自

動選択のためのパラメータには 1行ごとの非零要素数の平

均などが用いられるため，実行前に疎行列全体を調べる必

要がある．本論文でも，事前に疎行列の特徴を調べた上で

自動チューニングを行う．

Kubotaらの研究 [2]では，疎行列の最適な格納形式を自

動的に選択し，その格納形式へ変換することで GPU上で

の SpMVの高速化を行っている．格納形式を自動選択す

るために，予備評価として事前に複数の格納形式に関して

SpMVの性能を評価する．その予備評価をもとに自動選択

に必要なパラメータを決定し，格納形式の自動選択を行う．

これらの研究では，予備評価で定められたパラメータを

用いて自動チューニングを行うオフライン自動チューニン

グの手法を用いている．

Cevahirらの研究 [3]では，GPUクラスタ上での共役勾

配法を解く際に SpMVの最適化を行っている．共役勾配

法を解く前に，複数の格納形式で SpMVを数回実行し，最

適な格納形式を選択する．この研究ではオンライン自動

チューニングの手法を用いている．オンライン自動チュー

ニングでは予備評価などを行わず，実行時に複数候補に対

して一定の試行を行うことでチューニングを行う．ここで

行う試行の処理を全体の処理と比較して小さくできれば，

チューニングにかかる時間は大きなオーバヘッドになら

ない．

3. CRS形式 SpMV

Aを疎行列，xを入力ベクトル，y を出力ベクトルとし

たときの，y = Ax (A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, y ∈ Rn)を疎行

列ベクトル積とする．

3.1 疎行列格納形式

疎行列は行列中の零要素の割合が多いため，零要素を省

くなど圧縮して格納される．格納方法のアルゴリズムの違

いによって様々な格納形式が提案されている．本章では，

疎行列格納形式の一つである CRS形式について述べる．

CRS形式は疎行列を行方向に走査し，非零要素を格納す

る格納形式である．以下，n×n行列A = (aij)の非零要素

の総数を nnzとする．CRS形式は図 1に示すように，3つ

の配列から構成される．（1）配列 val，非零要素の値を格納

図 1 CRS 形式を構成する配列

する，長さ nnzの配列．（2）配列 colind，配列 valに格納

された非零要素に対する列番号を格納する，長さ nnzの配

列．（3）配列 rowptr，配列 valと colindにおける各行の先

頭を表す，長さ n+1の配列．配列の最後に非零要素数−1

の値を格納する．

3.2 スレッドマッピング

CRS形式 SpMVのスレッドマッピング方式で最も基本

的な方式として行分割方式がある．行分割方式では，疎行

列を行単位で分割し，各行に対して 1スレッドが計算を担

当する．

行分割方式を拡張したスレッドマッピング方式として非

零要素分割方式がある．非零要素分割方式では，行分割方

式同様に疎行列を行単位に分割するが，各スレッドの担当

する計算量がなるべく均等になるように，複数行の計算を

1スレッドが担当する場合がある．

上記の 2 つのアルゴリズムでは GPU のコアを十分に

使い切ることが難しい．そのため，GPU上の実装では 1

行の計算を複数スレッドが担当することで GPU のコア

を使い切り，GPUの性能を引き出すことができる．この

ように 1行ごとに複数スレッドが計算を担当する CRS形

式 SpMVのアルゴリズムとして，CRS-vector [9]がある．

CRS-vectorでは，1行ごとに 32スレッドが計算を担当す

る．また，SpMV4GPU [10]の CRS形式 SpMVのスレッ

ドマッピング方式では，1行ごとに 16スレッドが計算を

担当するようにマッピングを行っている．これらのスレッ

ドマッピング方式のように，1行あたりの計算を T 個のス

レッドが担当する CRS形式 SpMVのスレッドマッピング

方式を以下 CRS-T方式とする．ここで，T = 1の CRS-T

は行分割方式のスレッドマッピング方式に相当する．

CRS-T方式 SpMVでは，T 個のスレッドが i行目にお

ける出力ベクトルの要素 y[i]を計算する場合，各スレッド

が計算した値 y[i]p は，部分的な計算結果として一時的に

シェアードメモリに格納される．全てのスレッドの部分計

算が完了した後，y[i] =
∑T

p=1 y[i]p によって i行目におけ

る出力ベクトルの要素を求める．y[i] =
∑T

p=1 y[i]p の計算

は，T 個のスレッドを用いて木構造的に行われる．このよ

うに，木構造的に複数の要素から一つの値を求める処理を

リダクションと呼ぶ．CRS-T方式 SpMVにおいては，ス

レッド数 T を適切に選択することで性能を向上させること

ができる．しかし，最適な T の値は計算に用いる疎行列に

c⃝ 2012 Information Processing Society of Japan 2

Vol.2012-HPC-135 No.31
2012/8/3



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

int thread_id = blockDim.x * blockIdx.x + threadIdx.x;

int lane = thread_id & (T - 1);

int row = thread_id / T;

if(row < num_rows){

int row_start = rowptr[row]-1;

int row_end = rowptr[row+1]-1;

// compute running sum per thread

int jj;

vals[threadIdx.x] = 0;

for(jj = row_start+lane; jj < row_end; jj += T){

vals[threadIdx.x] += data[jj] * x[colind[jj]-1];

// parallel reduction in shared memory

if(lane < 32) vals[threadIdx.x] += vals[threadIdx.x+16];

if(lane < 16) vals[threadIdx.x] += vals[threadIdx.x+8];

if(lane < 8) vals[threadIdx.x] += vals[threadIdx.x+4];

if(lane < 4) vals[threadIdx.x] += vals[threadIdx.x+2];

if(lane < 2) vals[threadIdx.x] += vals[threadIdx.x+1];

// first thread writes the result

if(lane == 0) y[row] += vals[threadIdx.x];

}

図 2 T = 32における CRS-T方式 SpMVのGPUカーネルコード

表 1 評価環境

CPU AMD Opteron 6134 2.3GHz

8 cores×2

メインメモリ DDR3 SDRAM 1333MHz

16GB

GPU NVIDIA Tesla C2050 1.15GHz

448 CUDA cores

ビデオメモリ GDDR5 SDRAM 384bit 1.5GHz

3GB（ECC on）

理論ピーク性能 515 GFlops（倍精度）

Compiler nvcc 4.1 (-O3 -arch=sm 20)

よって異なるため，事前に最適な T の値を予測する必要が

ある．

そこで本研究ではCRS-T方式 SpMVの T を自動的に選

択し計算を行う自動チューニングの実装を行った．T = 32

におけるCRS-T方式 SpMVのGPUカーネルコードを図 2

に示す．4 章では，T = 1, 2, 4, 8, 16, 32 における CRS-T

方式 SpMVの予備評価を行う．さらに評価結果を解析し，

CRS-T方式 SpMVの性能が最も良くなるようなスレッド

数 T を自動的に求めるためのモデルを定義する．

4. CRS-T方式 SpMVの最適化

4.1 予備評価

本章では，CRS-T方式 SpMVで 1行あたりの計算を行

うスレッド数 T を自動選択するためのパラメータを決定

するために予備評価を行う．評価環境は表 1の通りであ

る．予備評価に用いる疎行列は，The University of Florida

表 2 評価に用いた行列の一部

疎行列の名前 1辺の長さ 非零要素数 rlmax

ecology 1000000 4996000 5

ahache2 715176 4817870 8

tmt sym 726713 5080961 9

qa8fm 66127 1660579 27

af shell9 504855 17588845 40

s3dkt3m2 90449 3686223 42

pwtk 217918 11634424 90

F1 343791 26837113 378

nd24k 72000 28715634 483

図 3 各スレッド数における CRS-T 方式 SpMV の性能

Sparse Matrix Collection [11]から入手した 17個の疎行列

を用いる．任意の疎行列に対して，T = 1, 2, 4, 8, 16, 32に

おける CRS-T方式 SpMVの性能評価を行う．性能評価に

は倍精度の Flops値を用いる．SpMVの Flops値は，疎行

列の非零要素数を nnz，計算に要した時間を time [sec]と

して，nnz× 2/timeとなる．予備評価を行った疎行列のう

ち，一部の疎行列に対する評価結果を図 3に示す．また，

それらの疎行列に関する情報を表 2に示す．

4.2 自動選択アルゴリズム

予備評価の結果をもとに，最適なスレッド数を自動選択

するための判別式を定義する．疎行列の 1行あたりの非零

要素数の最大値（rlmax）が大きくなるほど最適なスレッド

数の値も大きくなる傾向がある．また，各スレッドが行う

行列要素とベクトル要素の積和演算が 2～4回の間になる

ように 1行あたりのスレッド数 T を決定すると，多くの場

合で CRS-T方式 SpMVの性能が最適化される．rlmax が

32以上の疎行列に関しては，T = 16でCRS-T方式 SpMV

の性能が最適になることが多く，T = 32で最適となる場

合でも T = 16と T = 32の CRS-T方式 SpMVの性能比

は 1.02以下にとどまる．

以上の結果より，スレッド数自動選択のための判別式を

rlmax を用いて下記の式で定義する．以下，判別式により

求まる T の値を T ∗ とする．
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T ∗ =

{
16 (rlmax ≥ 32)

2⌈log2 rlmax⌉−2 (rlmax < 32)
(1)

上記の結果は，CRS-T方式 SpMVにおいて y[i]pを求め

るコストとリダクションにより出力ベクトルを求めるコス

トの関係からも予測できる．CRS-T方式 SpMVにおいて，

T を大きくするほど，1スレッドが計算する要素数は減少

するため，y[i]p を求める処理時間は短縮される．一方，リ

ダクションは木構造的に要素の和を求めるため，2n個の要

素から和を求める場合は nステップの処理が必要になる．

CRS-T方式 SpMVの場合，リダクションでは T 個の要素

から和を求めるため，T を大きくするほど，リダクション

に費やされる時間が延びる．

1行あたりの非零要素数が十分に大きい疎行列の場合，

T ≤ 16ならば，T を大きくするほど CRS-T方式 SpMV

のパフォーマンスは向上する．y[i]p を求める処理部分で，

レイテンシの大きいグローバルメモリへのメモリアクセス

を多く行っているのに対し，リダクション処理部分では，

大半がレイテンシの小さいシェアードメモリへのメモリア

クセスである．そのため，T の増大によって各スレッドに

おけるグローバルメモリへのアクセス回数が減少し，シェ

アードメモリへのアクセス回数が増加する．結果として，

SpMV全体でのメモリアクセスのレイテンシを減少させる

ことができる．

T = 32の CRS-T方式 SpMVでは，T ≤ 16の場合には

考慮する必要がなかった問題が発生する．GPUでは 32個

のスレッドがウォープという単位で管理され，SIMD命令

により動作するが，メモリアクセスに関しては必ずハーフ

ウォープ単位で実行される．そのため，32個のスレッドに

対して同期が必要になるようなプログラムでは，メモリア

クセスを行う際，ハーフウォープ単位で 2回のメモリアク

セスが行われ，この 2つのメモリアクセスに対して暗黙の

同期が取られる．SpMVはメモリ律速な計算であるため，

メモリアクセスの同期によるコストの増加がパフォーマン

スの低下を引き起こしやすい．

本研究で実装を行わなかった T ≥ 64 の CRS-T 方式

SpMVでは，T = 32の場合に起こる暗黙の同期以外に，明

示的な同期をとる必要がある．なぜなら，32個より多いス

レッドに対して同期が必要なプログラムでは，複数ウォー

プ間で同期をとる必要があるためである．その場合CUDA

のプログラミングモデルでは，ソースコード中に同期をと

る命令を記述しなければならない．この命令で行われる同

期は，ブロック中全てのスレッドに対して行われる．その

ため，明示的な同期は暗黙の同期に比べてコストが大きく，

T ≥ 64の CRS-T方式 SpMVでは T ≤ 32の場合と比較し

てパフォーマンスが低下すると予想される．

1行あたりの非零要素数が少ない場合，例えば 1行に 4

つの非零要素を持つ疎行列に対して CRS-T方式 SpMVを

図 4 T = T ∗, TO, TW における CRS-T 方式 SpMV の性能評価

行うとき，T を 4より大きくしても y[i]p を求める処理の

コストは減少しない．一方で T の増大により，リダクショ

ン処理のコストは増加するため，1行あたりの非零要素数

よりも T を大きくすると，CRS-T方式 SpMVのパフォー

マンスは低下する．

5. 性能評価

評価に用いる疎行列，評価環境，性能の評価基準は，予

備評価のときと同様のものを用いる．CRS-T∗は，T = T ∗

における CRS-T方式 SpMVであり，T ∗ は 3章で定義し

た判別式により決定する．実行時間の計測には SpMVカー

ネルの実行時間のみを用い，GPU上でのメモリ領域の確

保や CPUと GPU間のデータ転送時間は考慮しない．こ

れは反復法など，同一疎行列に対して SpMVを複数回行

うアプリケーションで用いられることを前提としているた

めである．また，CRS-T∗ に関しては疎行列入力と同時に

1行あたりの非零要素数の最大値 rlmaxを求める．そのた

め，rlmaxを求めるオーバヘッドが小さく，自動チューニ

ングに関するオーバヘッドは無視できる．

5.1 自動選択アルゴリズムの評価

はじめに自動選択アルゴリズムの評価を行う．CRS-T

方式 SpMVにおいて，最も良い性能と最も悪い性能を出

すような 1行あたりの計算を行うスレッド数 T をそれぞ

れ TO，TW とする．また，T = TO, TW における CRS-T

方式 SpMVをそれぞれ CRS-TO，CRS-TW とする．図 4

に，CRS-T∗，CRS-TO，CRS-TW の評価結果を示す．

今回の評価として用いた 17個の疎行列のうち，14個の

疎行列に対して CRS-T∗ の性能が CRS-TO の性能と一致

することを確認した．評価に用いた疎行列全てにおいて，

CRS-T∗ は CRS-TO の約 0.97～1.00倍の性能が得られた．

CRS-TO は CRS-TW と比較して約 2.7～15倍の性能を得

られたことから，1行あたりのスレッド数を変化させるこ

とで，CRS-T方式 SpMVの性能が大幅に変化することを

示した．

自動選択アルゴリズムを用いることで，高い精度で最適
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図 5 CRS-T∗，CUSPARSE の性能評価

なスレッド数を選択できた．また，CRS-T方式 SpMVを，

本論文で提案した方法により自動チューニングすることで，

最適なスレッド数を選択した場合の CRS-T方式 SpMVと

同等程度の性能を得ることができた．CRS-T方式 SpMV

において，スレッド数 T が性能に大きく依存することを示

した．

5.2 CRS-T方式 SpMVの性能に関する評価

CRS-T∗ と CUSPARSE [5]の CRS形式 SpMV（以下，

CUSPARSEとする）との性能比較を行う．CUSPASEは

NVIDIAが提供している GPU向けの疎行列計算ライブラ

リである．性能評価を行った疎行列のうち，一部の疎行列

に対する評価結果を図 5に示す．

評価結果より，一部の行列で CRS-T∗が CUSPARSEの

性能を上回ったことを確認した．また，CRS-T∗ は CUS-

PARSEと比較して，最大で約 1.26倍の高速化を達成した．

6. 反復解法への応用

SpMVを用いたアプリケーションの 1つに連立一次方程

式の反復解法が挙げられる．反復解法では，SpMVが全体

処理の大半を占め，SpMVの高速化がアプリケーション全

体の高速化に結びつきやすい．本研究では，GPU上での

前処理なし CG法（共役勾配法）を実装し，SpMV部分を

CRS-T方式 SpMVで自動チューニングすることで高速化

する．

CRS-T∗ を用いた共役勾配法の実装方法を図 6に示す．

図 6において，スカラー変数はギリシャ文字で表し，ベク

トルは太字のローマ字で表す，Aは疎行列を表す．太文字

で記述した関数は GPU上で計算を行うカーネルである．

CRS-T∗ 関数は，自動チューニングを施した CRS-T方式

SpMVである．DotProduct関数はリダクションを用いて

2つのベクトルの内積を計算する．VectorSum関数は 2つ

のベクトルの和を計算する．解ベクトルの各要素はそれぞ

れ別のスレッドで計算される．

r0 = b

p0 = b

γ1 = DotProduct(r0, r0)

for k = 0 to iterLimit do

qk =CRS-T∗(A,pk)

γ2 = DotProduct(pk,qk)

α = γ1/γ2

xk+1 = VectorSum(xk, αpk)

rk+1 = VectorSum(rk,−αqk)

γ2 = DotProduct(rk+1, rk+1)

β = γ2/γ1

γ1 = γ2

pk+1 = VectorSum(rk+1, βpk)

σ = sqrt(γ2)

if σ < ϵ then

break

done

図 6 CRS-T∗ を用いた共役勾配法の実装方法

図 7 CRS-T∗ を用いた CG 法と CULA Sparse CG 法の性能

6.1 性能評価

SpMVに CRS-T∗ を用いた CG法（以下，CG∗ と表す）

と，CULA Sparse [12]のCG法（以下，CULA Sparseと表

す）の性能を評価し比較を行う．CULA SparseはEM Pho-

tonicsが提供している反復解法ライブラリであり，SpMV

部分は CUSARSEの APIによって実装されている．

疎行列の格納形式は CRS形式を用い，前処理は行わな

い．CG法は 1回の反復で，SpMV 1回と 5回の Level-1

BLAS（Basic Linear Algebra Subprograms）関数が実行さ

れるため，CG法の Flops値は，疎行列の非零要素数 nnz，

行列サイズ n，反復回数 iteration，収束までに要した時間

timeを用いて，iteration × (2× nnz + 10× n)/time とな

る．測定結果を図 7に示す．

CG∗ は CULA Sparseと比較して，最大約 1.1倍の性能

向上が得られた．

CRS-T∗ が CUSPARSEの性能を上回っているにもかか

わらず，CG∗ が CULA Sparse の性能を下回るような疎

行列が存在したことから，SpMV以外の処理では CULA

Sparseが CG∗ の性能を上回っていると考えられる．今後

CG∗ における SpMV以外の処理を改良することで，さら

なる性能向上が期待できる．
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7. まとめ

本研究では，オフライン自動チューニングにより CRS-T

方式 SpMVの高速化を行った．1行あたり T 個のスレッド

が計算を担当する CRS-T方式 SpMVの性能を解析するこ

とで，CRS-T方式 SpMVの性能を最適化するスレッド数

の値が，疎行列の 1行あたりの非零要素数の最大値 rlmax

に依存することを示した．また，rlmaxを用いてスレッド

数を自動選択するための判別式を定義した．

判別式によって決定したスレッド数 T ∗をもとに，CRS-T

方式 SpMVにおけるスレッド数の自動選択アルゴリズム

を実装し，自動チューニングによる CRS 形式 SpMV の

高速化を行った．CRS-T方式 SpMVを自動チューニング

した CRS-T∗ は，最適なスレッド数を用いた CRS-T方式

SpMVの約 0.97～1.00倍の性能が得られた．

CRS-T∗は，疎行列計算ライブラリ CUSPARSEの CRS

形式 SpMVとの比較において，一部の疎行列に関して性能

が上回り，最大で約 1.26倍の高速化を達成した．

実アプリケーションへの応用例として，CRS-T∗ を用

いた CG法の実装を行った．CRS-T∗ を用いた CG法は，

CULA Sparseと比較して最大約 1.1倍の高速化を達成し，

さらに今後の性能向上の可能性を示した．

今後の課題として，自動選択アルゴリズムの改良によ

る，スレッド数自動選択の高精度化が挙げられる．今回の

自動選択アルゴリズムでは，最適なスレッド数を選択でき

なかった疎行列があったため，1行あたりの非零要素数の

最大値 rlmax以外の疎行列の特徴を解析することで，パラ

メータ決定のための変数を増やし，パラメータ決定判別式

の精度を高めたい．
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