
情報処理学会論文誌 Vol.53 No.7 1915–1923 (July 2012)

粒子法とウェーブレットを用いた
サブパーティクルスケール乱流の高速なシミュレーション

藤澤 誠1,a) 三村 豪2 天野 敏之3 宮崎 純4 加藤 博一4

受付日 2011年9月28日,採録日 2012年4月2日

概要：本論文ではパーティクル法とウェーブレット解析を用いた高速な乱流シミュレーション手法を提案
する．高速に流体の流れを再現するためにパーティクル法の一種である SPHを用い，そのパーティクル間
の相互関係から直接ウェーブレット解析により乱流が発生する領域を検出する方法を提案する．検出され
た領域にウェーブレットノイズに基づき渦場を付加することで乱流を再現する．さらに，乱流エネルギー
に基づきパーティクルを分割・回転させることで，サブパーティクルスケールでの乱流を実現する．最後
にこれらの処理のほとんどは GPU上で容易に実装可能であり，リアルタイムに近い速度で実行できるこ
とを示す．
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Abstract: This paper presents a fast simulation method for turbulent flow which uses a particle method
and wavelet analysis. To simulate fluid flow, the method uses smoothed particle hydrodynamics (SPH),
which discretizes the fluid into a collection of particles, and detects regions where turbulent flow will occur
by using wavelet analysis without a spatial grid. By taking the curl of wavelet noise, the turbulent flow
is then appended as a divergence-free turbulence velocity field. Additionally, by using a particle splitting,
which characterize the vortex features of turbulence, a sub-particle-scale representation of turbulent flow is
proposed. Implementing almost all processes on a graphics processing unit (GPU), simulations are performed
in near real time.
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1. はじめに

複雑な流体現象（煙や炎などの気体，波や川の流れのよ

うな液体など）の CGアニメーションを作成するために流

体シミュレーションが広く用いられている．しかし，これ

までの流体シミュレーション手法はそのほとんどが層流と

対象としたものである．層流は流体が規則正しく揃って運

動するような流れであり，不規則な流れは乱流と呼ばれる．

層流はナビエ・ストークス方程式を数値的に解くことでそ
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の動きが再現されてきた．一方，我々の身近な流れのほと

んどは解析がとても困難な乱流である．たとえば，水道の

蛇口から流れる水は量が少なければきれいに流速が揃って

流れる（層流）が，少し蛇口をひねって水量を増やすと急

激に流れが乱れる（乱流）．そのほかにも，砂浜に押し寄せ

る波や川の流れ，爆発や燃焼時の煙，車や船の後方にでき

る後流も乱流である．乱流は流れの 1つの現象であり，ど

のような種類の流体（液体，気体）でも，レイノルズ数が十

分大きければ乱流になりうる．計算グリッドが十分細かけ

れば，乱流も層流と同様にナビエ・ストークス方程式でそ

の運動を予測することが可能である．しかし，現在におい

ても乱流を完全に計算できるほどの性能を持つコンピュー

タは存在していない．そのため，流れの中から乱れの部分

のみをとりだし，流れを平均流れと乱流モデルに分けて

計算する手法（たとえば，レイノルズ平均流れ（RANS），

Large Eddy Simulation（LES）など）が研究されてきた．

CGの分野でもグリッド法を用いた流体シミュレーショ

ンに乱流を組み込む研究が近年さかんに行われている．ナ

ビエ・ストークス方程式をグリッドで離散化することで

ベースとなる流れを生成し，ベースの流れから乱流を生成

するためのエネルギーを計算する，もしくは，渦や渦エネ

ルギーを移流させることで乱れの発生場所を算出する．し

かし，これらの研究のほとんどはオフラインで実行され，

リアルタイムで乱流を含む流体現象をシミュレーションで

きるものではない．近年の GPUの発展により，高速な流

体シミュレーションをゲームやインタラクティブアプリ

ケーションに応用する例が増えており，より現実感の高い

乱流を含むアニメーションをリアルタイムに生成すること

はとても重要である．

本論文では，粒子法による液体シミュレーションにGPU

により高速化したウェーブレット解析とウェーブレットノ

イズを用いることで，乱流を高速に計算する手法を提案す

る．バックグラウンドグリッドなどを用いず近傍粒子から

直接，エネルギースペクトル値を計算し，ウェーブレット

ノイズによる乱流速度場を追加する．さらにパーティクル

をサブパーティクルに分割することにより，粒子法による

シミュレーションだけでは再現できない乱れを含んだパー

ティクルの動き，表面を生成する手法を提案する．具体的

には粒子法を用いた CGアニメーションで一般的な数万程

度の粒子でもリアルタイムで実行することを目指す．この

手法は個々のパーティクルまで問題を分割できるためGPU

での並列処理に適したものであり，高速に実行できる．

本論文の次章以降の構成は以下である．次章で関連研究

を述べ，3 章でシミュレーション手法，そして，4 章におい

て我々の手法を用いた結果を示し，これらのまとめを 5 章

で述べる．

2. 関連研究

Stam [22]はセミラグランジュ移流法により，グリッド

法で流れを安定して解く方法を開発した．これにより，グ

リッドを用いた流体計算が CG 分野で広く用いられるよ

うになった．しかし，この手法は移流による数値拡散とい

う潜在的な問題点をかかえている．数値拡散は乱流エネル

ギーの散逸を起こし，乱流場をとらえるのを難しくする．

この数値拡散を抑えるために，BFFCC [8]や CIP 法 [9]，

QUICK [12]といった高次の補間法を移流に用いる手法が

導入されている．また，Fedkiwら [5]は数値拡散で失われ

る渦を検出し，再注入する手法を提案し，Hongら [7]はこ

れを SPH法へ導入した．

Selleら [20]は，乱流が起こるであろう場所に渦を表現

するパーティクルを散布し，渦方程式に従って移流させる

ことで，グリッド上では数値拡散により失われた乱流を再

現する渦パーティクル法を提案した．しかし，渦パーティ

クル法ではユーザが散布場所を直接指定する必要がある．

これを解決するために，Pfaffら [18]は渦パーティクルの

散布場所を壁面境界層のせん断流れから計算することで固

体とのインタラクションにより発生する乱れを計算した．

Zhuら [26]はWCSPH [13]と固体周囲に配置したグリッド

構造を用いることで，壁面境界層で発生する乱れを粒子法

で再現した．

一方，乱流モデルを用いて乱れを構成する渦を手続き

的に生成する手法として，Stamら [23]は Kolmogorovの

理論に基づき乱流を手続き的に生成する方法を開発した．

Bridsonら [2]はノイズ関数を用いて非圧縮乱流速度場を

発生させることで，乱流のような流れを高速に生成する手

法を提案した．これらの手法は流体力学に基づくものでは

なく，流れそのものはユーザの入力などに依存している．

Zhaoら [25]は random forcingにより，Changら [3]は粗

いグリッドと細かいグリッドを組み合わせることで，シ

ミュレーションに細かな乱れを追加した．一方，乱れが発

生する場所を検出するために，乱流エネルギーの発生と散

逸をモデル化した k-εモデルがいくつかの研究で用いられ

ている [16], [17], [19]．流れそのものから直接乱流発生領

域を特定するために，Kimら [10]はウェーブレット解析を

用いた．粗いグリッドでの流体シミュレーションにウェー

ブレットノイズによる渦を組み合わせることで，高解像度

の煙の乱流アニメーションを生成した．しかし，これらの

グリッドを使った手法は 1フレームに数秒から数分の計算

時間を要し，リアルタイムでの生成には適さない．我々は

Kimらの方法をパーティクル法に応用し，さらにパーティ

クルをサブパーティクルへと分割することで，高速に計算

でき，かつ，パーティクルスケール以下の小さな乱れも再

現できる手法を提案する．
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3. シミュレーション手法

全体的なシミュレーションの流れは以下のようになる．

( 1 ) SPHにより粘性項，圧力項，外力項を計算し，速度，

位置を更新（3.1 節）

( 2 ) ウェーブレット解析により乱流エネルギースペクトル

分布を算出（3.2 節）

( 3 ) 乱流応力を計算し，パーティクルの位置と速度を更新

（3.3 節）

( 4 ) 各パーティクルに属するサブパーティクルの位置と速

度を更新（3.4 節）

( 5 ) Marching Cube法により表面生成（3.5 節）

この章ではこれらの各ステップについて詳しく述べる．

3.1 SPH法による流れの計算

流体の流れを計算するためにパーティクル法の一種であ

る SPHを用いる．支配方程式である非圧縮のナビエ・ス

トークス方程式は以下である．

∇ · u = 0, (1)
∂u

∂t
+ (u · ∇)u = ν∇2u − 1

ρ
∇p+ f (2)

ここで，tは時間，uは流体速度，ν は動粘性係数，ρは流

体の密度，pは圧力，f は外力である．支配方程式をパー

ティクルで離散化し，SPH法を用いて解く．パーティクル

自体が液体を表しているため，パーティクル質量が変化し

ないかぎり質量保存性がつねに保持され（質量保存式であ

る式 (1)を解く必要がない），グリッド法において計算時

間のかかる処理である液体表面追跡の必要性がないことが

利点である．SPH法による物理量 φの離散化式を以下に

示す．

φ(x) =
∑
j∈N

mj
φj

ρj
W (xj − x, h) (3)

ここで，N は近傍パーティクルの集合，mはパーティクル

質量，ρはパーティクル密度，W はカーネル関数である．

物理量の勾配∇φはカーネル関数の導関数を用いて表され
る．流体の密度は以下で計算される．

ρ(x) =
∑
j∈N

mjW (xj − x, h) (4)

流体の圧力は基準となる密度 ρ0 と状態方程式より，

p = K(ρ− ρ0) (5)

となる．ここで K は非圧縮性を制御するためのパラメー

タである．我々は Müllerらの方法 [14]により式 (2)を解

く．式 (2)を数値的に解くことで各パーティクルにかかる

力が計算されるため，それに基づきパーティクルの位置，

速度を Leap-Frog法により更新する．

SPH法における計算のボトルネックは近傍粒子の探索で

ある．パーティクル数を N とすると，全探索では O(N2)

で計算量が増加する．そのため，近傍粒子の探索には空間

分割法（O(N logN)）が一般的に用いられている．空間分

割法では計算領域をバケットと呼ばれる直交格子（ボク

セル）で分割し，各ボクセルにパーティクルのインデック

スを格納する．そして，周囲のボクセルに格納されたパー

ティクルのみを探索することで全探索の必要性をなくす．

Haradaら [6]は近傍粒子探索を GPU上で実装する手法を

提案した．本研究では文献 [6]の手法をNVIDIA CUDAを

用いて GPU上で実装することで高速化を行った．

3.2 パーティクル速度のウェーブレット解析

流れのシミュレーションにおいて数値拡散で失われた，

もしくは，離散化の解像度上表現できないような小スケー

ルの渦を再構成するためには，シミュレーション上で再現

できている大スケールの渦からエネルギー遷移により小ス

ケール渦が生成される過程を再現しなければならない．そ

のために，まず，3.1 節で計算された速度場から渦のエネ

ルギーを算出する．

渦のエネルギー値 êは速度場 uの周波数変換 ûより，

ê(k,x) =
1
2
|û(k,x)|2 (6)

となる．kは波数である．乱れを必要なところに正確に生

成するためには，渦エネルギー値は波数についてのみでな

く，空間についてもその変化を計算しなければならないた

め，ê(k,x)となっている．

ある特定の座標における周波数変換値を求めるために窓

フーリエ変換が広く用いられている．しかし，窓フーリエ

変換では窓の大きさによる周波数分解能と空間分解能のト

レードオフに悩まされることになる．文献 [10]ではウェー

ブレット変換を用いることでこの問題を解決し，各グリッ

ドでのエネルギースペクトル値を計算した．我々はパー

ティクル法を用いているためこれをそのまま用いることは

できない．1つの方法としては空間にグリッドを定義し，

パーティクルの速度場を投影する方法がある．しかし，グ

リッドのための余計なメモリや計算時間がかかるうえに，

投影時の補間による数値拡散も問題となる．これを解決す

るために，バックグラウンドグリッドを用いるのではなく，

近傍パーティクルの速度場から直接，周波数空間の速度場

û = (û, v̂, ŵ)およびあるスケール sでのエネルギースペク

トル ê(1/s,x)を求める．

x 方向速度場 u の連続ウェーブレット変換式を以下に

示す．

û(s, a, b, c) =
1√
s

∫∫∫ ∞

−∞
u(x)

· ψ
(
x− a

s
,
y − b

s
,
z − c

s

)
dxdy dz (7)

ここで sはウェーブレットスケール，a，b，cは平行移動量
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である．ψはウェーブレット関数である．グリッドを用い

た場合，周囲のグリッドの値を畳み込みすることでウェー

ブレット変換値を求める．これをパーティクル法で離散化

する．SPH法では近傍パーティクル j の重み付き和を用

いて物理量を定義する．同様にして，ウェーブレット変換

値も近傍 j をウェーブレット関数によって重み付けし，積

算して求める．パーティクル iの x方向速度 ui に関する

ウェーブレット変換は，

ûi =
1√

sψsum

∑
j

ujψ

(
xi − xj

s
,
yi − yj

s
,
zi − zj

s

)
.

(8)

ここで ψsum は，

ψsum =
∑

j

ψ (9)

である．グリッドを用いた場合は周囲のセル数が一定値と

なるが，パーティクル法ではパーティクルの分布によりば

らつきが発生する．特に表面付近でパーティクルが少ない

ため，最近傍に存在する少数のパーティクルによる影響が

大きくなり，結果として表面におけるウェーブレット変換

値が大きくなる現象が発生する．それを防ぐために，ψsum

を導入した．また，近傍探索には SPH法において構築し

たバケットを用い，各パーティクルごとに GPUで並列に

計算する．v̂，ŵ についても同様にして計算し，その結果

を式 (6) に代入することで各パーティクルの渦のエネル

ギー値 êi(k)が計算される．この値を次節で述べるウェー

ブレット乱流速度場に掛けることで，小スケールの渦が発

生すべき場所を指定する．

パーティクル速度をバックグラウンドに定義したグリッ

ドに投影し，式 (7)によりウェーブレット変換を行った結

果との比較を図 1 に示す．初期条件として矩形境界内の

左下に矩形状の液体を配置した．図 1 はシミュレーション

中の 1フレームである．青→赤でエネルギー値が大きく
なる．式 (8)による渦エネルギー値の算出法はグリッドに

投影する方法とほぼ同様の結果が得られる．ただし，まだ

パーティクル密度によって値が変化する現象も見られた．

たとえば，図 1 (c)，(d)では液体表面 1列分のパーティク

ルのエネルギーが小さくなっている．パーティクルの探索

半径は描画している円の半径の 2～3倍であるので，表面 1

列のパーティクルのみパーティクル密度が低くなり，その

影響が現れている．これはパーティクル密度の均一化 [21]

や密度による参照半径の修正などで解決できると考えら

れる．

3.3 ウェーブレット乱流速度場

ウェーブレット解析により算出した乱流発生領域に非圧

縮乱流速度場を追加することで，数値拡散で失われた渦を

再現する．非圧縮乱流速度場は得られたあるスケールでの

(a) (b)

(c) (d)

図 1 グリッド（各図の上段）とパーティクル（各図の下段）から算

出されたエネルギースペクトル値の比較．値が高いグリッド，

パーティクルは赤，低いものは青で描画している

Fig. 1 Energy spectrum calculated using a grid (top) and par-

ticles (bottom). High and low energies are shown in red

and blue, respectively.

エネルギースペクトル値からより小さいスケールでのエネ

ルギーを Kolmogorovの理論に基づき計算することで求め

られる．文献 [2]で示されるように非圧縮乱流速度場は，ノ

イズ関数 ωを用いて以下のように定義される．

w(x)=
(
∂ω3

∂y
− ∂ω2

∂z
,
∂ω1

∂z
− ∂ω3

∂x
,
∂ω2

∂x
− ∂ω1

∂y

)
(10)

ノイズ関数 ω にはウェーブレットノイズ [4]を用いる．

式 (10)は 3次元のノイズタイルから xにおけるノイズ値

とオフセットした位置での値（ω1，ω2，ω3）を流速ベクト

ルとした渦度ベクトルとなっている．

ウェーブレットノイズはノイズタイルの 2次の Bスプ

ライン補間により値を算出しているため，Bスプライン重

み係数を必要な軸方向に対して変更するだけで，その導関

数を求めることができる．ウェーブレットノイズの計算は

CPUでも高速に計算できるが，乱流を生成する際には複

数帯域のウェーブレットノイズを生成する必要があり，計

算量が増大する．よってノイズタイルからの補間部分を

GPUを用いて並列化することでウェーブレットノイズを

高速に計算する．

乱流を構成する渦はエネルギー遷移によりより細かな渦

に分裂する（forward scattering），もしくは，合流して大き

な渦になる（backward scattering）．この乱流エネルギー

遷移を表現するために Kolmogorovスペクトルを用いる．

Kolmogorovの理論に基づき，波数空間における乱流のエ

ネルギースペクトルは以下のようになる．

ê(k) = αε
2
3 k−

5
3 (11)
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ここで，αは Kolmogorov定数，εは平均エネルギー散逸

量である．式 (11)より，乱流エネルギースペクトルは波数

k の −5/3乗となる．このことから波数が 2倍となった場

合のエネルギースペクトルは以下のようになる [10]．

ê(2k) = ê(k)2−
5
3 (12)

ただし，e(1) = Cε
2
3 である．式 (12)を式 (6)に代入する

ことで，速度場のウェーブレット変換に対する乱流エネル

ギーの遷移率が 2−5/6 に比例することが分かる，各周波数

帯域での乱流速度場を式 (10)で求めるので，最終的な乱流

速度場 y(x)は，

y(x) =
bmax∑

b=bmin

w(2bx)2−
5
6 (b−bmin) (13)

である．[bmin, bmax]はスペクトルバンドの幅であり，本研

究ではパーティクルスケールの乱流を生成するため，bmax

はパーティクル直径 dを最小スケールとした解像度となる

ように，bmin は式 (8)で用いたウェーブレットスケール値

sに基づき計算する．

式 (13)と前節の式 (6)で計算した êi(k)を用いることで，

乱流により各パーティクルにかかる力は，

f turb
i = A

ρi

Δt
êi(k)y(xi) (14)

となる．ここで，添え字 iはパーティクルインデックスを

表し，A はユーザが乱流の大きさを制御するためのパラ

メータである．

f turb は SPH法へ外力として追加され，パーティクルの

位置と速度に影響する．このとき生成される乱流のスケー

ルは SPHパーティクルで表現できるものに限られるため，

パーティクルスケール乱流と呼ぶこととする．また，これ

よりさらに細かな乱流をサブパーティクルスケール乱流と

呼ぶ．

3.4 サブパーティクル分割

乱流は様々な大きさの渦の集合と考えることができる．

そのため，乱流を完全に表現したいならば，すべての大き

さの渦を再現しなければならない．しかし，SPHにおいて

再現できる渦の大きさはパーティクルの大きさに依存し，

小さな渦をシミュレートするためにはより小さいパーティ

クルが必要となる．これはシミュレーション全体のパー

ティクル数を増大させ，同時に計算時間を爆発的に増大さ

せる結果となる．van der Laanら [24]はスクリーンスペー

スメッシュに対してノイズ関数を適用することで，パー

ティクル以外のフレームワークを用いたサブパーティク

ルスケールでの乱れの表現を可能とする手法を提案した．

Adamsら [1]は液体形状に応じてパーティクルを分割，結

合させる手法を提案している．3.1 節で述べたように乱流

では異なるスケールの渦間でのエネルギー遷移が発生する．

図 2 パーティクルからサブパーティクルへの分割

Fig. 2 Sub-particle splitting.

図 3 サブパーティクル pL と pL+1 の位置関係

Fig. 3 Relationship between the particle pL and pL+1.

我々はこのエネルギー遷移の中でも forward scatteringに

注目し，ウェーブレット解析で算出したパーティクルス

ケールでの乱流エネルギーに基づき，SPHのパーティクル

を分割し，それを元のパーティクルを中心として回転させ

ることでより細かな渦を再現する．この分割したパーティ

クルをサブパーティクルと呼ぶ．渦パーティクル法 [20]と

似たものであるが，サブパーティクルは単に元のパーティ

クルの周りを回転するだけであり，計算コストは非常に小

さい．また，サブパーティクルはレンダリング時のみに用

い，SPHによるシミュレーションには影響しない．

図 2 にパーティクル分割の概要を示す．式 (12)に基づ

き乱流エネルギー遷移を計算するために，SPHのパーティ

クル p0
i は 2つのサブパーティクル p1,j

i ，j = 0, 1に分割で

きるものとする．また，サブパーティクル pL
i についてもさ

らに 2つのサブパーティクル pL+1
i に再帰的に分割できる

ものとする．ここで，分割前のサブパーティクルを親，分

割後の 2つのサブパーティクルを子と呼ぶ．これにより，

乱流理論における forward scatteringを表現する．レベル

Lまで分割すると，1つのパーティクルが 2L個のサブパー

ティクルへと分割されることとなる．このように分割する

ことで，他のパーティクルと干渉することなしにサブパー

ティクルを生成できるため，並列処理に適している．

あるサブパーティクル pL とそれをさらに 2つに分割し

たサブパーティクル pL+1 の位置関係を図 3 に示す．cL,j
i

はパーティクル pL,j
i からその子 pL+1,2j

i への単位ベクトル

である（j = 0, 1, . . . , 2L − 1）．pL
i に対する pL+1

i の相対的

な位置は±(rLcL,j
i )となる．pL+1

i の半径 rLと質量mLは

rL = 2−L/3r0, mL = 2−Lm0 (15)
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である．ここで，r0，m0は SPHでのパーティクルの半径，

質量である．サブパーティクルの質量の総和が元（レベル

0）のパーティクルの質量となる．

子への単位ベクトル cL,j
i は，各サブパーティクルの回転

速度が Kolmogorovの理論を満たすよう親の位置を通るベ

クトル aL,j
i (⊥ cL,j

i )を軸として回転させる．角速度 ωは，

ωL,j
i =

|û( 1
2rL+1

,xi)|Δt
rL+1

. (16)

ここで，

|û
(

1
2rL+1

,xi

)
| =

√
2ê

(
1

2rL+1
,xi

)

=

√
2ê

(
1

2r0
,xi

)
(2−

5
9 )Li (17)

ウェーブレット解析で求めた各パーティクルの乱流エネ

ルギーから，そのサブパーティクルのスケールでの乱流エ

ネルギーを求めることで，サブパーティクルでの速度を決

定する．ベクトル aL,j
i を軸として角速度 ωL,j

i で回転させ

る．ただし，三次元の場合，その回転軸は一意に決まらな

い．そこで，軸であるベクトル aL,j
i を単位ベクトル cL,j

i

と垂直の状態を保ったまま，cL,j
i を軸として毎ステップ角

度 θL,j
i 回転させる．

θL,j
i = αφωL,j

i (18)

φは [−1.0, 1.0]の乱数，αは回転軸のぶれの大きさを決定

する 0以上の定数であり，ユーザが設定する．以上の計算

により，任意に設定したレベルまでパーティクルを分割す

ることができる．並列計算における処理の分岐を減らすた

めに，サブパーティクルの回転はすべてのレベルで行われ

る．そして，レンダリングにおいて，乱流エネルギーに基

づいて使用するサブパーティクルのレベルを選択すること

で，エネルギー分布による渦のスケール変化を表現する．

3.5 サブパーティクルを考慮した表面生成

表面の生成にはMarching Cube法 [11]を用いる．本研

究では，レベルを考慮したカーネル関数Wsub(x, L)を導

入し，以下の関数に関して等値面を生成する．

φ(x) =
N∑
i

Wsub(xi, Li) (19)

Wsubはエネルギースペクトル値に基づき，用いるパーティ

クルのレベルを変化させるカーネルである．基準となるエ

ネルギースペクトル値 ecri を定数として設定し，以下の式

を満たすようなレベル Li を求める．

ecri = ê

(
1

2rL
,x

)
(2−

5
9 )Li (20)

ここで，ê(s,x)は位置 xでのスケール sでのエネルギー

スペクトルである．この式は，Kolmogorovの理論に従い，

レベル 0のパーティクルからどのレベルのサブパーティク

ルまでエネルギー遷移（forward scattering）すれば，基準

のエネルギースペクトルとなるかを計算する．式 (20)よ

り使用するレベル Li を算出する．Li の値によりWsub は

以下のように決定される．ここで，分割するレベルの最大

値を Lmax とする．

Wsub(xi, Li)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

W (xi, r0)

Li ≤ 0∑2Lmax

j=0 W (xLmax,j
i , rLmax

)

Li ≥ Lmax

(Lup
i − Li)

∑2Ldown
i

j=0 W (xLdown
i ,j

i , rLdown
i

)

+(Li − Ldown
i )

∑2L
up
i

j=0 W (xLup
i ,j

i , rLup
i

)

otherwise

(21)

ここで，Ldown
i = �Li	，Lup

i = �Li	 + 1である．エネル

ギースペクトルが大きい，つまり乱れが発生しやすい場所

では大きなレベルまで分割され細かい乱れを再現し，一方，

エネルギースペクトルが小さい，つまり乱れが発生しにく

い場所では分割のレベルは小さく，細かい乱れは現れにく

くなる．陰関数 φに対して，Marching Cube法 [11]で流

体表面を生成する．

4. 結果

提案手法を実装した結果を示す．実行環境は，CPU:

Core i7 2.93GHz，GPU: GeForce GTX580である．手法

のほとんどの部分は NVIDIA CUDAを用いて GPU上で

実装した．また，ウェーブレット関数には一般的に用いら

れるMexican Hatを用いた．

図 4 は谷の中における流れをシミュレーションした結

果である．パーティクル数は最大で 40,000，サブパーティ

クル最大分割レベル Lmaxは 3とした．図 4 (a)は SPHの

み，(b)はパーティクルスケール乱流，(c)はサブパーティ

クルスケール乱流を含めた結果である．(c)では (b)に比

べて流れが激しいところでより細かな乱れが発生してい

る．乱流を含む流体シミュレーションにかかった計算時間

は約 15ミリ秒/ステップである．また，Marching Cube法

によるメッシュ生成（最大メッシュ数は約 80,000）には，

(a)，(b)について 15ミリ秒/ステップ，サブパーティクル

スケール乱流を含めた (c)については 120ミリ秒/ステッ

プかかった．(b)と (c)の間のシミュレーション時間には

ほとんど変化がなく，計算時間の主な違いはメッシュ化の

ための陰関数 φの計算に現れた．これは，サブパーティク

ルスケール乱流でのメッシュ化の際にはサブパーティクル

を含んでおり，Lmax = 3の場合，最大でパーティクル数

は 8倍となるためである．
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(a) SPH のみ (b) パーティクルスケール乱流 (c) サブパーティクルスケール乱流

図 4 谷の中における流れ

Fig. 4 Flooding in a valley.

サブパーティクルの効果を検証するために，より単純な

移動物体の後にできる後流をシミュレーションした結果を

図 5 に示す．図 5 (a)は SPHのみ，(b)はパーティクル

乱流，(c)はサブパーティクルスケール乱流，(d)は (b)の

パーティクル数を 8倍にした結果である．(a)，(b)，(c)に

おけるパーティクル数は約 23,000，(d)は約 184,000であ

る．サブパーティクル最大分割レベル Lmaxは 3とし，(c)

と (d)のレンダリングにおけるパーティクル数がほぼ同じ

となるようにした．提案手法はパーティクル数を増やした

場合と同じ程度の細かさの渦を再現できている．(c)の計算

時間は約 75ミリ秒/ステップ，(d)は約 260ミリ秒/ステッ

プであった．ただし，(d)ではパーティクルを小さくした影

響により計算が不安定になるため，時間ステップ幅を他の

ものの 1/2にする必要があり，結果として提案手法の計算

時間は約 1/7ですんでいる．しかし，(d)と比べて小さな

渦が物体が離れた後も残っており，不自然な結果となった．

これは，サブパーティクルにより forward scatteringは再

現されたものの，その逆のエネルギー遷移である backward

scatteringが考慮されていないことが原因と考えられる．

パーティクルスケール乱流では数値拡散によりこれらの

現象が再現されていたのに対して，サブパーティクルでは

原理上数値拡散が発生しない．また，粘性による渦エネル

ギーの拡散も考慮されていない．図 5 のような乱流が発

生してすぐに収まるシーンではこれは問題であり，エネル

ギー遷移において forward scatteringを取り入れるなどの

対策が必要である．一方，図 4 のような乱流が連続して発

生するシーンでは大きな問題とはならない．

5. まとめと今後の課題

本論文では，SPH法とウェーブレット解析により乱流を

再現する高速な手法を提案した．我々は近傍パーティクル

の重み付き合計をとることでグリッド構造を必要とせずに

パーティクルから直接ウェーブレット分解を行い，ウェー

ブレット乱流と Kolmogorovの理論に基づき数値拡散で失

われたパーティクルスケールの乱流渦を合成し，外力とし

て追加する方法を提案した．さらに，サブパーティクル分

割により計算速度を抑えつつ，パーティクルスケール以

下の乱れを再現可能な方法も提案した．そして，これらを

GPU上で実行することによりリアルタイムに近い高速な

処理を実現した．

しかしながら，発生した渦の生存時間が長く，流れが不

自然に見える現象が観測された．これを解決するために，
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(a) SPH のみ

(b) パーティクルスケール乱流

(c) サブパーティクルスケール乱流

(d) パーティクルスケール乱流（パーティクル数 8 倍）

図 5 移動固体の後流

Fig. 5 Trailing vortex left by a moving ball.

大きな渦へのエネルギー遷移（backward scattering）およ

び，粘性拡散を考慮する必要がある．さらに，液体中に発

生する気泡や泡，しぶきを乱流エネルギーに基づき発生さ

せることでよりリアリティを向上させることができるだ

ろう．また，サブパーティクルを使ったシミュレーション

そのものの計算コストは小さいものの，そのレンダリング

に大きな計算時間のオーバヘッドが生じている．これをよ

り効率的なアルゴリズム（たとえば，スクリーンスペース

メッシュ [15]）を用いることで高速化することも今後の課

題である．
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