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ブロック化赤–黒順序付け法に基づく
並列マルチグリッドポアソンソルバ
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概要：本論文では，3次元ポアソン方程式の差分解析を対象としたマルチグリッド法の並列化について述
べる．マルチグリッド法の並列化に際してしばしば問題となるスムージング部について，ブロック化赤–黒
順序付け法によるガウス–ザイデルスムーザの並列化を行う．さらに，同手法の改良法として，スムージ
ングと制約・補間演算をキャッシュブロッキングする実装方式を導入する．また，本論文では，ブロック
化赤–黒順序付け法において赤および黒ブロック内のガウス–ザイデル演算を複数回行う乗法シュワルツス
ムーザを新たに提案する．4個のクワッドコア AMD Opteronプロセッサを備える共有メモリマルチプロ
セッサシステム上での数値実験により提案手法を評価した結果，既存手法である重み付きヤコビ法とガウ
ス–ザイデル法のハイブリッド手法，および赤–黒順序付け法に基づく手法に対してそれぞれ 2.88倍，2.22
倍の高速化を実現した．
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Abstract: This paper describes parallelized multigrid solver for finite difference analysis of three dimensional
Poisson equation. We introduce block red-black ordering to parallelize Gauss-Seidel smoother, which is often
a bottleneck in parallelizaion of multigrid methods. Next, we introduce a new cache-blocking implementation
to combine smoothing and restriction or prolongation in a block. Finally, we propose a new multiplicative
Schwarz smoother, in which multiple Gauss-Seidel iterations are performed in each block in red-black ordered
block. Numerical tests on a shared memory multi-processor system comprising 4 quad-core AMD Opteron
processors examine the proposed method, to show that the proposed method attains 2.22 and 2.88 times
as high performance as the hybridization of Jacobi and Gauss-Seidel smoothers and red-black Gauss-Seidel
smoother, respectively.
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1. はじめに

近年，計算科学や数値シミュレーション分野において，
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複数の物理現象を同時に扱うマルチフィジックスシミュ

レーションに関する研究が進んでいる．たとえば，プラズ

マシミュレーションでは，粒子間の相互作用と解析空間内

の電磁場の双方を同時に解析する必要性がある．このよう

なマルチフィジックスシミュレーションでは，ある特定の

物理現象に関する計算が解析全体の並列処理を阻害した

り，計算コストの大部分を占めたりする場合がある．その

ようなマルチフィジックスシミュレーションにおいて高速

化が要請される計算核の 1つとしてポアソン方程式の求解
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（ポアソンソルバ）があげられる．ポアソン方程式は楕円

型偏微分方程式の 1つであり，マルチフィジックスシミュ

レーションにおいては解析空間全体におけるある物理量の

平衡状態を模擬するために解かれることが多い．このこと

から，同方程式の求解は，複数の独立した部分領域内の計

算として分割することが本質的に困難であり，陽解法等の

並列化が容易な他の物理現象との連成解析において計算時

間の点でしばしば問題となる．

上記の背景の下，本研究ではマルチフィジックスシミュ

レーションで解かれることが多い，均一媒質内の 3次元ポ

アソン方程式の求解法について検討する．本論文では大規

模問題での有用性が高いことで知られるマルチグリッド

法 [1]による差分解析を対象とし，スレッド並列処理によ

る高速化について述べる．

マルチグリッド法は与えられた解析格子に対して，それ

よりも粗い格子を複数用意し，これらの格子群を活用する

ことで効率的に誤差を修正し，高速な求解を可能とする

方法である．同手法の主な手順は制約演算・補間演算・ス

ムージングよりなるが，このうち制約・補間演算は格子点

ごとに独立な計算であるため領域分割による並列処理が可

能である．一方，スムージングについてはその並列化が問

題となる場合がある．

ポアソン方程式の差分解析から生ずる連立一次方程式を

対象とした場合，ガウス–ザイデル法をスムーザ（スムー

ジングに使用する手順）として利用することが一般的で，

性能も良好である．しかし，同スムーザは逐次的な手法で

あるため，そのまま並列化することができない．そこで従

来，重み付きヤコビ法とガウス–ザイデル法を併用したハ

イブリッドなスムーザ [2]や赤–黒順序付け法に基づいて同

スムーザを並列化した方法 [3]が用いられてきた．特に後

者は，ハイブリッドなスムーザに見られる並列化にともな

う収束性の劣化を生じず，マルチグリッド法によるポアソ

ンソルバとしては標準的な並列化スムーザといえる．しか

し，同手法の標準的な実装方式であり，マルチフィジック

スシミュレーションとの親和性もよいストライドアクセス

による実装を用いた場合，キャッシュ内のデータ再利用性

が低下するという問題がある．そこで，本論文では，より

高速な 3次元ポアソンソルバの確立を目的として，新たな

並列化スムージング手法について論じる．

本研究では，ガウス–ザイデルスムーザの並列化手法と

して，IC/ILU分解前処理において提案されたブロック化

赤–黒順序付け法 [4], [5]を利用することを考える．同手法

は解析格子を複数のブロックに分割し，これらのブロック

に対して赤–黒順序付け法を適用する方法である．同手法

では，各ブロック内における配列要素へのアクセスが連続

的となるという利点がある．次に，ブロック化赤–黒順序付

けガウス–ザイデルスムーザの特徴を利用した制約・補間

演算とスムージングをキャッシュブロッキングする実装法

を提示する．さらに，ブロック化赤–黒順序付けガウス–ザ

イデルスムーザの各ブロック内におけるガウス–ザイデル

演算を複数回行う新しい並列化スムーザを提案する．本ス

ムーザは通常のガウス–ザイデルスムーザと異なり，乗法

シュワルツスムーザの一種と見なされる．複数のマルチコ

アプロセッサによる SMPノードを使用した数値実験によ

る各並列化スムーザの評価に基づき，提案するスムーザに

より従来の赤–黒順序付けに基づいた方法と比べて 2倍以

上の速度向上を実現できることを示す．

2. 3次元ポアソン方程式の差分解析

本論文で対象とするのは 3次元ポアソン方程式である．

本式は空間的スカラ関数 φ(x, y, z)および ρ(x, y, z)を用い

て次のように表される．

∇2φ = −ρ on Ω (1)

ここで，ρ(x, y, z)は既知であるものとし，φ(x, y, z)が未

知関数となる．また，解析領域 Ωの境界 ∂Ω上では，ディ

レクレ，ノイマン，周期のいずれかの境界条件が与えられ

る．本論文では解析領域として直方体形状の領域を考え，

式 (1)を 7点差分公式による有限差分法により解く．解析

領域を x，y，zの各方向について，均等に nx，ny，nz分

割し，各格子点上に未知変数を配置する．この場合，式 (1)

は，格子点座標 (i, j, k)の格子点について，

φi+1,j,k + φi−1,j,k − 2φi,j,k

(Δx)2
+

φi,j+1,k + φi,j−1,k − 2φi,j,k

(Δy)2
+

φi,j,k+1 + φi,j,k−1 − 2φi,j,k

(Δz)2
= ρi,j,k (2)

のように近似される．ここで，Δx，Δy，Δzはそれぞれ x

方向，y方向，z方向の格子間隔を表し，φi,j,k および ρi,j,k

はそれぞれ格子点 (i, j, k)上の離散化された φおよび ρの

値を表すものとする．

式 (2)を全格子点について連立し，境界条件を適用する

ことで，全格子点数を N として，解くべき N 元連立一次

方程式

Au = f (3)

を得る．ただし，ベクトル uおよび f は φi,j,kおよび ρi,j,k

を格子点の順序付けに基づいて並べたベクトルである．こ

こで本論文では，格子点の順序付けとして辞書式順序付け

を用いることで，ベクトル uおよび f の値を保持する配

列を，格子空間に対応した 3次元配列とすることができる

ようにする．このような実装手法はポアソン方程式以外の

基礎方程式により記述される現象との連成解析，すなわち

マルチフィジックスシミュレーションにおいて，φおよび

ρを複数の解法プログラム間でやりとりするのに都合がよ
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く，広く用いられている．また，係数行列Aに関しては，

式 (2)で与えられる均質媒質問題の場合，係数行列に関す

るデータをメモリ上に確保する必要はない．しかし，本論

文で用いるプログラムでは，拡散係数が空間的関数として

与えられる場合への対応も考慮し，格子点と自身を含む周

辺の 7格子点間の関係性をそれぞれ配列として保持し，合

計で 7つの 3次元配列を用いて係数行列に関する情報を保

持するものとする．

3. 並列マルチグリッド法

本論文では連立一次方程式 (3)をマルチグリッド法によ

り解く．マルチグリッド法はポアソン方程式の差分解析か

ら導出される連立一次方程式に対して，反復（サイクル）

数が問題サイズに依存しないことが知られており [6]，大

規模問題に対する有用性が高い方法である．本章では，マ

ルチグリッド法とその代表的な既存並列化手法について述

べる．

3.1 マルチグリッド法

ポアソン方程式の差分近似により導出される連立一次方

程式 (3)に対してガウス–ザイデル（以下 GS）法や重み付

きヤコビ法を適用した場合，解析格子間隔を基準とした波

長が短い誤差成分は速やかに収束するが，長波長の誤差成

分の収束には多数の反復を要することが知られている．そ

こでマルチグリッド法では，元の解析格子 Ωh に対して，

粗い解析格子 ΩH を別途用意し，Ωh 上で収束しにくい誤

差成分を ΩH 上で効率的に除去することを行う．以下に具

体的なマルチグリッド法の手順について述べる．

ここでは，2つの解析格子 Ωh，ΩH によるレベル数 2の

場合のマルチグリッド法について述べる．式 (3) に対し

て，GS 法等を用いて近似解 ũ を得たとする．この操作

は（プリ）スムージングと呼ばれる．ここで誤差ベクトル

e = u − ũと残差ベクトル r = f −Aũを用いて誤差方

程式

Ae = r (4)

を得ることができる．式 (4)を解くことは式 (3)を解くこ

とと同義であるため，マルチグリッド法では Ωh に対して

格子数の少ない解析格子 ΩH を利用し，粗い格子上で誤差

方程式を解くことを行う．ΩH 上の誤差方程式の右辺ベク

トル rH は制約演算子 IH
h を用いて

rH = IH
h r (5)

として求め，ΩH 上で式 (1)を離散化することで係数行列

AH を得る．ΩH 上の誤差（修正）ベクトルを eH と表す

と，解くべき ΩH 上の誤差方程式は

AHeH = rH (6)

となる．式 (6)を解くことにより得られる，eH の近似値

Smoothing on Ahuh = fh

f2h = I2h
h

(
fh −Ahũh

)

Smoothing on A2hũ2h = f2h

...

Solve ALhuLh = fLh

...

Smoothing on A2hu2h = f2h

ũh ← ũh + Ih
2hu2h

Smoothing on Ahuh = fh

図 1 V サイクルマルチグリド法のアルゴリズム

Fig. 1 Algorithm of V-cycle multigrid method.

ẽH と補間演算子 Ih
H を用いて

ũ← ũ + Ih
H ẽH (7)

のように近似解 ũの修正を行う．式 (5)–(7)の一連の操作

はコースグリッドコレクションと呼ばれる．コースグリッ

ドコレクションの終了後，さらに（ポスト）スムージング

を行い近似解 ũを更新する．プリスムージング，コースグ

リッドコレクション，ポストスムージングの一連の手順が

レベル数を 2とした場合のマルチグリッド法であり，この

手順を繰り返すことにより求解を行う．

実用的な解析では，2以上のレベルの解析格子を用いた

求解が行われる．この場合，式 (6)に対してレベル数 2の

マルチグリッド法を再帰的に適用することにより，解法

手順が導出される．本手法によるマルチグリッド法は解

析格子の推移形態から V-サイクルマルチグリッド法と呼

ばれ，本論文でも同手法を用いる．図 1 にレベル数 Lの

V-サイクルマルチグリッド法の手順を示す．図 1 におい

て，各行列，ベクトルの右上添え字 lhは l レベル番目の

解析格子上で定義されていることを示し，連立一次方程式

Ahuh = fh は式 (3)と同一である．本論文では，レベル

l の解析格子に対してレベル l + 1の解析格子は各辺の格

子数を 1/2として構成する．これらの階層的なグリッド上

で，制約演算子，補間演算子として，文献 [3]の p.11に記

載の Full-Weighting法，Trilinear法をそれぞれ用いる．ま

た，本論文で対象とする問題では，最密の解析格子におい

て，mod(nx, 2L) = 0，mod(ny, 2L) = 0，mod(nz, 2L) = 0

が満たされるものとする．

3.2 マルチグリッド法の並列化

3.1節で述べたように，マルチグリッド法の手順はスムー

ジングと制約・補間演算からなる．このうち制約・補間演

算は格子点ごとに独立であるため，解析空間を分割するこ

とにより容易に並列化することができる．一方，スムーザ

はその種別により並列化が容易でない場合がある．たとえ

ば，スムーザとして重み付きヤコビ法を用いた場合，計算

は格子点ごとに独立となり，並列化は容易である．対して，
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GS法を用いた場合，格子点間にデータ依存性が発生する

ため，そのまま並列化することはできない．しかし，GS

スムーザは重み付きヤコビスムーザと比較して収束性の点

で優位であることが広く知られており，その並列化は重要

である．そこで，本論文では GSスムーザの並列化につい

て検討を行う．

3.3 並列化GSスムーザ

本節ではGSスムーザの既存並列化手法について述べる．

3.3.1 ハイブリッドスムーザ

GS法の並列化において，解析領域を分割し，各部分領

域をスレッドに割り当てる方式を用いた場合，データ依存

性が生ずる格子点は各部分領域の周辺部に位置する．そこ

で，部分領域の内部の格子点に関しては通常の GS法の手

順を適用し，領域境界上の節点については，重み付きヤコ

ビ法を用いることにより，データ依存性を回避する方法

が用いられている．本手法はハイブリッドスムーザ（以下

Hybrid）と呼ばれており，BoomerAMG [2]にも採用され

ている．本手法は概念が平易で，実装も容易であるが，重

み付きヤコビ法の導入による収束性の劣化が問題となる．

一般に，並列数（部分領域数）の増加にともなって，収束

性が悪化する傾向がみられ，逐次 GSスムーザと比べて収

束に要する反復回数が 2 倍程度に大きく悪化する場合が

ある．

3.3.2 赤–黒順序付けGSスムーザ

2 章で述べたように，ポアソン方程式を 7点差分法によ

り離散化した場合，ある格子点は隣接する格子点とのみ

データ依存関係を持つ．そこで，隣接する 2つの格子点を

2色（赤および黒）で交互に色分けし，並列化を可能にす

る赤–黒順序付け GSスムーザ（以下 RB-GS）がある．本

手法では，同色の格子点間に接続関係がないため，GS法

の並列化を行うことができる．同手法では収束性が並列数

（コア数）に依存せず，また式 (1)のような均一媒質問題

では逐次 GS法と比べて同程度の収束性が得られるため，

並列化スムーザとして幅広く利用されている．2 章に述べ

たように各配列が 3次元構造を有する場合，図 2 に示さ

れるように各配列を 1つ飛ばしにストライドアクセスする

ことで RB-GSを実装することができる．本実装手法は簡

便であり，またマルチグリッド法における制約・補間演算

との親和性も高いため，標準的な RB-GSの実装法といえ

る．しかし，同手法ではストライドメモリアクセスのため

にキャッシュデータの再利用性が低下し，逐次 GSスムー

ザと比べて 1回のスムージングに要する計算時間が長くな

るという問題点がある．

図 2 赤–黒順序付け GS スムーザのソースコード

Fig. 2 Source code of red-black Gauss-Seidel smoother.

4. ブロック化赤–黒順序付け法による並列化
スムーザ

4.1 ブロック化赤–黒順序付けGSスムーザ

上記で述べたように，赤–黒順序付けに基づくGSスムー

ザの並列化は収束性の観点から優れているが，ストライド

アクセスによる計算速度の低下が問題となる．そこで，本

論文では IC/ILU分解前処理の並列化手法として提案され

たブロック化赤–黒順序付け法を GSスムーザの並列化手

法として活用することを考える．同手法は，対象とする解

析格子をまずブロック状に分割し，そのブロック群を赤，

黒の 2色で塗り分ける手法である．本手法を GSスムーザ

に適用した場合，ブロック内は逐次的な GS法を適用する

が，同色のブロック間では計算依存性がないため各色内で

ブロックごとの並列化が可能である．

ブロック化赤–黒順序付け GS スムーザ（以下では

BRB-GS と表記する）は，ブロックサイズを拡大する

に従い，その手順は逐次 GSスムーザの手順に近づく．し

たがって，十分に大きなブロックサイズを用いることに

より逐次 GSスムーザと同程度の収束性が期待できる．ま

た，ブロックサイズを 1とすれば，赤–黒順序付け GS法

とスムージングの手順は一致する．BRB-GSでは各ブロッ

ク内の処理は逐次 GS法であり，各配列の要素アクセスは

連続的である．したがって，BRB-GS法の利用により，収

束性を維持しつつ，RB-GSの問題点であるストライドア

クセスを回避することが可能となる．また，BRB-GSの実

装は，各配列の 3次元構造を維持したまま，各ブロックの

範囲を指定するだけで容易に行うことができる．図 3 に
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Loop parallelization Loop n = 1, Nr

n 番目の赤ブロックに対する GS スムージング

End loop

Thread synchronization

Loop parallelization Loop n = 1, Nb

n 番目の黒ブロックに対する GS スムージング

End loop

図 3 BRB-GS の手順

Fig. 3 Procedure of BRB-GS smoother.

(a) Pre-smoothing, residual calculation, and restriction

(b) Prolongation and post-smoothing

図 4 キャッシュブロッキングを行わない場合の計算順序

Fig. 4 Calculation order of normal BRB-GS smoother.

BRB-GSによる並列化スムージングの手順を示す．ただ

し，図中の Nr および Nb はそれぞれ赤ブロック数，黒ブ

ロック数を表すものとする．

4.2 改良型ブロック化赤–黒順序付けGSスムーザ

本節では，BRB-GSにおいて残差計算，および制約・補

間演算とスムージングをキャッシュブロッキングする実装

手法と，BRB-GSの各ブロック内で複数回の GS法を行う

新たなスムーザについて述べる．

4.2.1 制約・補間演算とスムージングのキャッシュブロッ

キング

一般に，マルチグリッド法の実装では，スムージングと

制約・補間演算はプログラム内で分離されていることが多

い（たとえば，別の関数や別のループとして実装される

のが一般的である）．本実装方式によると，BRB-GSでは

図 4 のような順序で各格子点（配列要素）にアクセスする

ことになる（図中の例は各色のブロック数が 2の場合を表

す）．すなわち，スムージングや制約・補間演算および残

差計算はいずれも全解析格子点を走査する計算となる．そ

こで，文献 [7]では，逐次 GSスムーザを用いたマルチグ

リッドソルバにおいて格子空間をブロック分割し，ブロッ

ク内でスムージング計算後，ただちに残差計算・制約演算

を行うキャッシュブロッキング手法が提案されている．同

様の性能改善手法は並列化スムーザでも利用可能であり，

特に BRB-GS法ではスムージングの計算がすでにブロッ

ク化されているため，スムージング計算と残差計算/制約

(a) Pre-smoothing, residual calculation, and restriction

(b) Prolongation and post-smoothing

図 5 キャッシュブロッキングを行った場合の計算順序

Fig. 5 Calculation order in the proposed cache-blocking

technique.

Loop parallelization Loop n = 1, Nr

(i) n 番目の赤ブロックに対する逐次 GS

スムージング

(ii) 部分領域 (rxsn + 1 : rxen − 1,

rysn + 1 : ryen − 1, rzsn + 1 : rzen − 1)

に対する残差計算および制約演算

Thread synchronization

Loop parallelization Loop n = 1, Nb

(i) n 番目の黒ブロックに対する逐次 GS

スムージング

(ii) 部分領域 (rxsn − 1 : rxen + 1,

rysn − 1 : ryen + 1, rzsn − 1 : rzen + 1)

に対する残差計算および制約演算

End loop

図 6 BRB-GS と制約演算のキャッシュブロッキング実装

Fig. 6 Cache-blocking implementation of BRB-GS and

restriction.

演算および補間演算とのキャッシュブロッキングを簡単に

導入することができる．

すなわち，BRB-GS法におけるブロックサイズをキャッ

シュメモリの容量を考慮して適切に定め，図 5 のように，

残差計算，および制約・補間演算をブロック内（ただし，

ブロック境界上の格子点を除く）でスムージング処理と連

続して行えばよい．ブロック境界上の格子点については，

たとえば，赤ブロックに属する格子点に関するプリスムー

ジング後に行う残差計算において，隣接する黒ブロック内

の格子点に関するスムージング後のデータが必要となるた

め，スムージング処理と残差計算・制約演算をブロッキン

グすることはできない．一方，各ブロック内の境界部を除

いた格子点群については，上記で述べたキャッシュブロッ

キングが可能である．

図 6に，本論文で対象とする 3次元問題における，ス

ムージングと残差計算・制約演算のキャッシュブロッキン

グ手法の手順を示す．図中において，(rxsn : rxen, rysn :

ryen, rzsn : rzen)は n番目の赤ブロックを示す部分配列
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Loop parallelization Loop n = 1, Nr

(i) n 番目の赤ブロックに対する逐次 GS

スムージングを α 回行う

(ii) 部分領域 (rxsn + 1 : rxen − 1,

rysn + 1 : ryen − 1, rzsn + 1 : rzen − 1)

に対する残差計算および制約演算

End loop

Thread synchronization

Loop parallelization Loop n = 1, Nb

(i) n 番目の黒ブロックに対する逐次 GS

スムージングを α 回行う

(ii) 部分領域 (rxsn − 1 : rxen + 1,

rysn − 1 : ryen + 1, rzsn − 1 : rzen + 1)

に対する残差計算および制約演算

End loop

図 7 mBRB-GS の実行手順

Fig. 7 Procedure of mBRB-GS(α).

で，(bxsn : bxen, bysn : byen, bzsn : bzen)は n番目の黒ブ

ロックを示す部分配列である．まず，赤ブロック内の格子

点については，ブロック内のスムージングを行った後，当

該ブロックの境界上の格子点を除いた 1格子点分内側のブ

ロック内部領域に関する残差の計算を行い，同領域内で可

能な範囲での制約演算を行う．次に，黒ブロック内の計算

では，スムージングの終了後，赤ブロック内で残差計算や

制約演算が完了していない格子点を含めた計算を行うため

に，ブロックを 1格子点分広げた領域での残差計算・制約

演算を行う．なお，補間演算とスムージングのキャッシュ

ブロッキングは，黒ブロックの境界上の格子点に関する補

間演算を赤ブロックの格子点に関する計算時に行うことで

実装することができる．

4.2.2 改良型ブロック化赤–黒順序付けGSスムーザ

本項では，BRB-GS の改良版として，改良型ブロック

化赤–黒順序付け GSスムーザと呼ぶ手法を提案する．以

下において，同手法を mBRB-GS と表記するものとす

る．mBRB-GSはブロック化赤–黒順序付け法に基づくが，

4.2.1 項で述べた BRB-GSとは異なる手順を持つ乗法シュ

ワルツスムーザの一種である．mBRB-GS(α)の手順は図 7

のように与えられる（ただし，4.2.1 項で述べたキャッシュ

ブロッキングを含めた実装を示している）．

図 7 に示すように，mBRB-GS(α)では，BRB-GSにお

いて，各赤および黒ブロック内の逐次 GS法の回数を α回

とする．mBRB-GS(α)では α の値を 2以上とするが，1

とした場合はキャッシュブロッキングを適用した BRB-GS

と同一の手順となる．以下に mBRB-GSにおいて期待さ

れる性能向上について考察する．

一般にマルチグリッド法のスムーザとして定常反復法を

用いる場合，1スムージングあたりの反復数 β を増加させ

ることにより，ソルバ全体の収束性を改善することが可能

となる [6]．しかし，一般に，解析格子はキャッシュメモリ

の容量と比べて大きく，β を増加させた場合，スムージン

グに要する計算時間はほぼ βに比例して増加する．スムー

ジングに要する計算コストはマルチグリッドソルバの計算

コストの大部分を占めるため，この場合ソルバ全体の収束

性がおよそ β倍改善されないと全体としての性能向上は望

めない．したがって，マルチグリッド型ソルバでは，1ス

ムージングあたりの定常反復法の反復数を 1として実行す

る場合が多い．これらの既存研究の成果をふまえた場合，

4.2.1 項で述べた BRB-GSの 1スムージングあたりの回数

を増加させてもほとんど性能向上は期待できない．

一方，mBRB-GSではブロック単位で逐次 GS法を複数

回行う．この場合，ブロック内での 1回目の逐次ガウス–ザ

イデル法を実行した後，スムージングに必要な配列要素は

キャッシュメモリ上に存在するため，2回目以降の逐次GS

法の実行にはメモリアクセスは発生せず，1回目と比べて短

時間で実行できると期待される．すなわち，1回のBRB-GS

に要する計算時間を ts とした場合，mBRB-GS(α)に要す

る計算時間は ts + (α− 1)t̃s と書け，t̃s � ts となることが

期待される．その結果，BRB-GSに対する mBRB-GS(α)

の収束性の改善率が αに満たない場合でもソルバ全体の速

度向上を期待することができる．

5. 数値実験

本論文で対象とする 3次元ポアソン方程式のテスト問題

として，1辺の長さが 1 mの立方体の解析領域中心に，半

径 3.1 cmの球体を設置し，球体の内部のみに ρ = 1を与

えた問題を用いた．領域境界にはディレクレ境界条件を

与えた．V サイクルマルチグリッド法による求解におい

て，相対残差の無限大ノルムが 10−7 以下になった時点で

収束と判定した．解析空間を 5123 分割し，マルチグリッ

ド法のレベル数は 9とした．プログラム言語には Fortran

を使用し，スレッド並列化は OpenMPにより行った．数

値実験環境として，京都大学学術情報メディアセンターの

Fujitsu HX600，1ノードを用いた．本ノードは 4個のク

ワッドコア AMD Opteronプロセッサ（2.3 GHz）から構

成され，32 GBの主記憶を備えている．また，並列実行時

の各プロセッサ（ソケット）に対するスレッド割当てに関

しては，ソケットあたりのスレッド数が最小となるように

設定した．

5.1 ブロック化赤–黒順序付けGSスムーザの性能評価

マルチグリッド法の並列化に際して，ハイブリッドなス

ムーザ（Hybrid），赤–黒順序付けGSスムーザ（RB-GS），

およびブロック化赤–黒順序付け GSスムーザ（BRB-GS）

をそれぞれ用いた場合について，スレッド並列時（1，2，

4，8，16スレッド）の性能評価を行った．なお，BRB-GS

については，予備的な実験結果に基づいて，本プログラム

の各配列においてメモリ上で連続となる x方向にはブロッ
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表 1 BRB-GS における各スレッド数でのブロック数

Table 1 Number of blocks for each thread when using

BRB-GS.

Number of threads x-way y-way z-way

1 1 1 2

2 1 2 2

4 1 2 4

8 1 4 4

16 1 4 8

表 2 各スレッド数における各スムーザを用いた場合の反復回数

Table 2 Number of itration using each smoother.

Number of threads

1 2 4 8 16

Hybrid 11 21 21 21 21

RB-GS 10 10 10 10 10

BRB-GS 11 11 11 11 11

図 8 各スムーザの計算時間の比較

Fig. 8 Comparison of parallel smooothers in computational

time.

ク数が 1となるようにブロックサイズを設定した．また，y

方向，z 方向のブロック数については，BRB-GSの並列度

は 1色あたりのブロック数で与えられるため，実行スレッ

ド数と 1色あたりのブロック数が等しくなるようにブロッ

クサイズを設定した．表 1 に各方向のブロック数を示す．

表 2，図 8 に各スムーザを用いて並列化した場合のマル

チグリッド法の反復回数（Vサイクル数），計算時間をそ

れぞれ示す．Hybridでスレッド数を 1とした場合の結果

が逐次GSスムーザによる結果を表す．Hybridを用いた場

合，複数スレッドによる実行時において，一部の格子点を

重み付きヤコビスムーザにより処理するため収束性が逐次

GSスムーザと比べて約 2倍程度悪化し，良好な並列性能

が得られない．

次に，RB-GSを用いた場合，収束性は逐次GSスムーザ

と同程度かむしろ本テスト問題では優位であり，Hybridよ

りも高い並列性能を得ている．次に，BRB-GSを用いた場

合，逐次 GS法と同等の収束性を有しており，収束性の点

では良好であるため，Hybridと比較して大幅に性能が向

上している．また RB-GSと比較すると，収束性は同程度

であるが，1反復あたりの計算時間が短縮されるため，か

なり大きな性能向上が達成されている．具体的には 16ス

レッド実行時に，BRB-GSは Hybridに対して約 2.00倍，

RB-GSに対して 1.36倍の高速化を達成しており，本論文

で導入した BRB-GSの有効性が確認された．

5.2 改良型ブロック化赤–黒順序付けGSスムーザの性能

評価

次に，4.2節に述べた BRB-GSにおいてスムージングと

残差計算，および制約・補間演算をキャッシュブロッキン

グする実装，およびブロック内の GS演算を複数回行う改

良型ブロック化赤–黒順序付け GSスムーザ（mBRB-GS）

の性能評価を行う．ただし，mBRB-GSの性能評価では，

BRB-GSの場合と異なり，各ブロックのサイズはキャッ

シュメモリの容量を考慮して，各グリッドレベルごとに定

めた．たとえば，最密グリッド上では，x，y，z 方向のブ

ロック分割数をそれぞれ，1，128，128とした．

BRB-GSに対してキャッシュブロッキングを適用した実

装（以下 cBRB-GS）では，16スレッド実行時でのBRB-GS

の計算時間が 39.47秒であるのに対して 32.49秒に短縮さ

れ 17.7%の性能向上が得られた．

次に，mBRB-GS 法による性能改善について述べる．

mBRB-GS(2)において 16スレッド実行時における 1回目

と 2回目のスムージングに要する計算時間を最密格子上で

計測した．その結果，1回目のスムージングに 0.67秒を要

しているのに対して，2回目では 0.11秒と約 1/6の計算時

間で済んでいる．したがって，mBRB-GS(2)を用いた場合

には BRB-GSと比較した収束性の改善率が 2未満であっ

てもソルバ全体の計算時間が短縮される可能性がある．そ

こで，プリスムージングとポストスムージングにそれぞ

れ mBRB-GS(pr)と mBRB-GS(po)を用いた場合の 16ス

レッド実行時の計算時間および Vサイクル数（反復回数）

を計測し，その結果を表 3 に示す．本表に見られるよう

に，mBRB-GSを利用することでBRB-GSと比べて性能向

上が可能な pr と po の組合せが複数存在した．mBRB-GS

を用いた場合，16スレッド実行時において最も良い結果を

得たのは，pr = 4と po = 3の場合で，Vサイクル数 6で

収束し，計算時間は 24.10秒であった．

次に，逐次 GS スムーザを用いた場合の計算時間を基

準とした各手法の台数効果を図 9 に示す．なお，図中の

mBRB-GSの結果は，1～8スレッド実行時には (pr, po) =

(1, 2)とし，16スレッド実行時には (pr, po) = (4, 3)とした

場合を表す．同図において，mBRB-GS以外の手法では 8

スレッド以降の速度向上に劣化が見られる．これは，ポア

ソン方程式の 7点差分解析では，格子点あたりの計算量に

対してメモリからのロード/ストア量が多く，実効演算性

能が実効メモリバンド幅に律速されるためと考えられる．

本実験で用いた計算機では，1クアッドコアプロセッサあ
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表 3 mBRB-GS スムーザによるソルバの計算時間，反復回数

（計算時間/反復回数と表記）

Table 3 Calculation time and number of iteration of the

multigrid solver based on mBRB-GS (calculation-

time/number of iteration).

図 9 逐次 GS スムーザによるソルバと比較した各並列化ソルバに

基づくソルバの並列台数効果

Fig. 9 Speedup of parallel multigrid solver with various

smoothers compared to a solver with sequential GS

smoother.

たりのメモリチャネル数が 2となっているため，スレッド

数が 8から 16に増加しても実効メモリバンド幅はあまり

改善されない．

一方，mBRB-GSの場合には，ブロック内のGS反復数の

増加による収束性の改善による性能改善が可能となる．す

なわち，8スレッドから 16スレッドへスレッド数を増加さ

せた場合，prおよび poの値を増加させることで性能改善を

図ることができる．本現象について以下に簡単に説明する．

8スレッド実行時について，最密格子上でmBRB-GS(2)に

おける 1回目と 2回目のスムージングに要する計算時間を

計測した結果，それぞれ 1.22秒，0.49秒であった．この

両者の比はおよそ 2.5 : 1であり，本節冒頭で示した 16ス

レッドでの比率 6 : 1に比べると，かなり小さくなってい

る．すなわち，16スレッド実行時では 8スレッド実行時と

比べて 1コア（スレッド）あたりの実効メモリバンド幅が

減少するため，キャッシュ上での計算を行う 2回目以降の

スムージングが 8スレッドでの BRB-GSに比べて相対的

に高速になる．結果として，16スレッド実行時では反復数

増加にともなう収束性の良化の程度が 8スレッド実行時と

比べて低い場合でもソルバ全体の性能向上が得られること

となり，実際に数値実験結果に見られるように，反復数 pr

および po を増加させることにより性能向上を行うことが

可能となる．このように，mBRB-GS法はコアあたりの実

効メモリバンド幅が低下する状況において有用性が高い手

法であるといえる．

以上をまとめると，すべてのスレッド数に対して

mBRB-GS が最も高速であり，以下性能が高い順に

cBRB-GS，BRB-GS，RB-GS，Hybridとなることが明ら

かになった．mBRB-GSの 16スレッドでの性能は Hybrid

に対して 2.88倍，RB-GSに対して 2.22倍であり，いずれ

も大きな性能向上となっている．また，逐次スムーザと比

べると，16スレッドで 14.6倍という理想に近い性能向上

が得られた．

6. 関連研究

本章では関連する既存研究を取り上げ，本論文で提案し

た手法との差異について記述する．

本論文では，GSスムーザの既存並列化手法としてHybrid

や RB-GSを提示したが，すでに引用した文献 [2], [3]以外

にも文献 [8], [9], [10], [11]等にこれらのスムーザに関する

報告がある．また，文献 [12]では Hybridの改良法と見な

すことのできる，別の並列化手法を提案している．具体的

には，Hybridにおいて重み付きヤコビ法の部分を多色順序

付け GS法に変更した方法を提示している．各プロセッサ

の内部領域（ブロック）内では逐次 GS法が用いられるた

め，本論文で述べた BRB-GSスムーザと関連性があると

考えられる．しかし，当該の手法は，非構造メッシュを対

象としたプロセス並列時の性能評価において，Hybrid同様

に収束性が並列数の増加に対して低下，変動しており，そ

の点が性能上問題となる場合があると考えられる．

また，マルチグリッドソルバにおけるキャッシュメモリ

を考慮した実装法に関する論文として，文献 [7]や [13]が

あげられる．前者の文献では GSスムーザにおいて，複数

回のスムージングや残差の計算および制約・補間演算の

キャッシュブロッキングを行っている．しかし，当該文献

は逐次スムーザを対象としており，並列化スムーザにおけ

るキャッシュ最適化を扱っている本論文とその点で内容が

異なる．また，後者の文献では，2次元ポアソン方程式に対

するマルチグリッドソルバにおいて RB-GSスムーザを採

用し，本スムーザにおいてキャッシュの利用性を高める手

法を提案している．論文中でWindshield Wiperと呼ばれ

る手法は，L1キャッシュを効率的に利用することを可能と
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する．当該文献と本論文との差異は，使用しているスムー

ザの違い，および本論文で提案するキャッシュ最適化手法

がスムージングだけでなく，その他の計算部分とのキャッ

シュブロッキングを行っている点にある．また，当該文献

では，2次元問題を対象としており，同文献内に 3次元問題

への拡張が容易でないことが記述されているのに対し，本

論文では 3次元問題を対象としている点も異なっている．

7. まとめ

本研究では，3次元ポアソン方程式の差分解析を対象と

したマルチグリッド法の並列化について検討を行った．ま

ず，ガウス–ザイデル（GS）スムーザの並列化手法として

ブロック化赤–黒順序付け法を導入し，性能評価を行った．

その結果，既存手法である重み付きヤコビ法と GS法を併

用したハイブリッドなスムーザ（Hybrid），および赤–黒順

序付け法に基づく並列化 GSスムーザ（RB-GS）との比較

において，16スレッドでHybridに対して 2.00倍，RB-GS

に対して 1.36倍の高速化が達成された．

次に，ブロック化赤–黒順序付け法に基づく並列 GSス

ムーザ（BRB-GS）においてスムージングと制約・補間演算

をキャッシュブロッキングする実装方式を導入し，BRB-GS

法においてブロック内の GS 反復を複数回行う並列化ス

ムーザを新たに提案した．本手法は乗法シュワルツスムー

ザの一種である．提案手法により，16スレッド実行時にお

いて，Hybridに対して 2.88倍，RB-GSに対して 2.22倍の

高速化を達成した．また，提案手法では，ブロック内のGS

反復数の増加によりメモリアクセスを抑制しながらソルバ

の収束性を改善することが可能なため，コア数を増加させ

ても実効メモリバンド幅が拡大しない場合でも並列台数効

果を得ることができ，逐次 GSスムーザによるソルバと比

較して 16スレッド実行で 14.6倍の速度向上を実現した．

今後の課題として，ノイマン条件や周期境界条件等の

ディレクレ条件以外の境界条件を持つポアソン方程式の境

界値問題や移流拡散方程式等の他の偏微分方程式問題にお

ける提案手法の性能評価や，大規模 SMP環境を用いたよ

り多くのコア数（スレッド数）での実験，プロセス並列計

算環境への対応等があげられる．
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