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長時間積分における誤差とその抑制法

小澤 一文1,a)

概要： Hamilton系を数値積分するとき， 解そのものの精度だけでなく ， 理論上一定である第一積分の値も精

度よく 保存されていることが望ましい． シンプレクティ ック解法はほぼこの条件を満たしている． しかし ，

シンプレクティ ッ ク Runge–Kutta 法の場合， 長時間積分においては各種誤差の累積のため， Hamiltonian

の値が時刻 t に比例して増大していく ことが報告されている． 一方， シンプレクティ ッ クな線形多段解法

では， この誤差は t
1/2 という Runge–Kutta 法より は緩やかな速さで増大する (Brouwer’s law) ため， 長

時間積分においては Runge–Kutta 法より 有利である． 本研究報告では， Runge–Kutta 法に部分的に３ 倍

精度演算を組込み， Hamiltonian の誤差の増大を t
1/2 に比例した速さで増大する方法を提案する．

キーワード ： シンプレクティ ック数値積分法， ルンゲ・ クッタ法， 長時間積分， Brouwer の法則， 3倍精度
演算， 第一積分

A Control Method of Errors in Long-Term Integration

Ozawa Kazufumi1,a)

Abstract: When solving the Hamilton canonical equation by numerical methods, it is important not only to
solve the equation accurately, but also to preserve the values of the first integrals. Symplectic Runge–Kutta

methods are shown to preserve these values very accurately. In practice, however, for standard implementa-
tions of the Runge–Kutta methods the Hamiltonian error behaves like O (t), where t is the time. This report

proposes an implementation of Gauss Runge–Kutta methods, the most commonly used symplectic method,

which suppresses the error growth up to O (t1/2) (which is called Brouwer’s law) by using triple-precision
arithmetic.

Keywords: symplectic numerical integration, Runge–Kutta method, long-term integration, Brouwer’s law,
triple-precision arithmetic, first integral

1. はじめに

常微分方程式系の数値積分において発生する丸め誤差に

ついては Henrici[6] によって十分に解析されてきた． その

後， IEEE754[12]規格の倍精度演算がハード ウェアとして

実装され日常的に用いられるよう になったため， 丸め誤差

解析の研究は廃れてきた． しかし ， 最近の計算機の処理能

力の飛躍的な向上に伴い， 大規模な計算が頻繁に行われる

よう になり ， 倍精度演算を用いても誤差の累積が無視でき

ないよう な例も報告されている． 例えば微分方程式系の数
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値計算においては， 理論上一定となるべき値， すなわち保

存量 (第一積分)の保存が保証されている数値解法において

も ， 長時間の積分においては必ずしも十分に保存されてい

ないことがある [4], [15].

本研究報告では， シンプレクティ ッ ク Runge–Kutta 法

による Hamilton系の数値積分において， 誤差の増大をで

きるだけ緩やかにするよう な実装法を提案する．

2. Hamilton 系と シンプレ ク ティ ッ ク 数値
解法

次の Hamilton正準方程式を考える：
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dq

dt
= ∇p H(q, p),

dp

dt
= −∇q H(q, p),

q, p ∈ R
d. (1)

ここで， q は一般化座標， pはそれに対応した一般化運動

量， H(q, p)は全エネルギー Hamiltonianである． H(q, p)

の値は方程式 (1)の任意の解軌道上で一定になることが知

られている． したがってそのう な性質を持った数値解法を

用いることが望ましい． シンプレクティ ッ ク解法はほぼこ

の性質を満たしている [5], [9]． 具体的には， h を時間方向

のステップサイズ， pを解法の次数としたとき， シンプレク

ティ ック解法では， Hamiltonianの誤差は O (hp)であり時

刻 tに対して一定である． 一方， 通常の解法ではO(t hp)と

なり ， tに比例して増大していく ． だが， シンプレクティ ッ

ク Runge–Kutta 法に対する標準的な実装では， 通常の解

法と同様に O(t hp) という速さで誤差が増大していく こと

報告されている [4]．

ここでシンプレクティ ッ ク Runge–Kutta 法における誤

差について考える．

3. シンプレクティ ッ ク Runge–Kutta 法の
誤差

まず， Hamilton系 (1) を

z =

(

q

p

)

, f(z) =

(

∇pH(q, p)

−∇qH(q, p)

)

, z, f ∈ R
2d

とし ， 通常の正規形に書き換える：

dz

dt
= f(z(t)). (2)

この方程式に対する Runge–Kutta 法は























zn+1 = zn + h

s
∑

i=1

bi f(Zi),

Zi = zn + h

s
∑

j=1

aij f(Zj), i = 1, . . . , s

(3)

である． ここではRunge–Kutta 法 (3)がシンプレクティ ッ

クであるとする．

シンプレクティ ック Runge–Kutta 法を用いて Hamilton

系を数値積分するとき， Hamiltonian H(q, p)関して， 以

下の 3種類の誤差が存在する [4]：

• tに依存しない誤差 — EC で表す

• 速さ O (t1/2)で成長する誤差 — EB で表す

• 速さ O (t)で成長する誤差 — EL で表す

EC は離散化誤差そのものであり ， 大きさは， 解法の次

数を p， ステップサイズを h とすれば

EC = O (hp)

となる． Runge–Kutta 法の公式 (3)が正確に計算されてい

れば EC のみとなる．

一方， EB は Runge–Kutta 法における加算

zn+1 = zn + δn,

δn = h

s
∑

i=1

bi f(Zi)
(4)

において， 一般に | zn | ≫ | δn |であるために生じる丸め誤
差 (µn とする )が原因となるものである ． この誤差 µn を

各ステップにおいて独立で平均 0のノ イズとして考える ．

すなわち

E [µl] ≈ 0, E [µl µk] ≈ ε2B δlk (5)

とする ． ここで εB は加算 (4) における相対精度である ．

この統計的モデルとシンプレクティ ッ ク積分法の後退誤差

解析 [4], [5]によって解析すると ， 時刻 t (= nh)では

EB ∼
√
n εB =

√

t/h εB (6)

となる [4]．

次に 3番目の誤差 EL について考える ． 方程式 (2)に対

して対称行列 C ∈ R
2d×2d が存在して

zT C f(z) = 0, z ∈ R
2d (7)

ならば，

Q(t) = zT C z (8)

によって定義される Q(t)は， 方程式 (2)の 2次の保存量に

なる． ここで Q0 = Q(t0) とおけば， Runge–Kutta 法によ

る t1(= t0 + h)における Q(t)の近似値 Q1 は

Q1 = Q0 + 2 h

s
∑

i=1

bi Z
T
i C f(Zi)

+ h2
s
∑

i,j=1

f(Zi)
T mij C f(Zj),

mij = bi bj − bi aij − bj aji

(9)

を満たす [5]． 上式において右辺第 2項は式 (7) より 0 に

なる ． また， シンプレクティ ッ ク Runge–Kutta 法におい

ては第 3項の係数mij はすべて 0になる [5], [13]． これよ

り 2次の保存量だけでなく シンプレクティ ッ ク構造も保存

される [1], [5]． 係数 aij , bi を相対精度 εL で計算したとす

ると ， 第 nステップにおいては， ある定数KL > 0が存在

して

|EL | = |Qn −Q0| < KL nh2 εL = KL t h εL (10)

と見積もられる．

全誤差はこれら 3 つの誤差の和になると考えられるか

ら ， tが大きく なっていけばやがては EL が支配的になり

計算が破綻する． ここでは， IEEE754規格の倍精度計算に
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おいてできるだけ長時間

|EB | ≫ |EL|, |EB | ≫ |EC | (11)

となるよう な， すなわち Brouwerの法則 [2]が成り 立って

いるよう な実装法を考える． そのためには， 離散化誤差が

丸め誤差のレベルまで小さく なるよう なステップサイズ h

を選び， さらに

εB ≫ εL

とする必要がある．

4. 誤差の増大を抑制した Runge–Kutta法の
実装

次に， シンプレクティ ッ ク Runge–Kutta 法における 3

つの誤差の抑制法とその実装について考える．

4.1 EC とその制御

離散化誤差 EC を小さ く するためには， 高次の解法を

用い h をある程度小さく し なければならない． ここでは

3 ∼ 10段の Gauss型 Runge–Kutta 法を用い， ステップサ

イズは h = 2−4 ∼ 2−7 の範囲とする． また内部反復は不動

点反復法

Z
(ν+1)
i = zn + h

s
∑

j=1

aij f(Z
(ν)
j ), ν = 0, 1, . . . (12)

を用い， 反復停止条件を

D(ν) = 0, or D(ν) ≤ D(ν+1)
n (13)

とする． ここで

D(ν) = max
i

‖Z(ν)
i −Z

(ν−1)
i ‖

である ． すなわち Runge–Kutta 法の式 (3)が有限桁の範

囲で正確に成り 立つまで内部反復を行う ．

4.2 E
B
とその制御

まず EB を小さく するためには εB を小さく する必要が

ある ． そのためには式 (4)の加算にて compensated sum-

mation[7] を用いる． 具体的には以下のような計算を行う：

この方法によって加算を行えば， O(h)の大きさである

δn の下位桁まで補償されるので

εB ∼ h εM (14)

となる． ここで εM は倍精度計算におけるマシン・ エプシ

ロンで

εM ≈ 2.22× 10−16

である． したがって， 式 (6) より

EB ∼
√
t h εM (15)

となる．

Compensated Summation✓ ✏
1: ε0 = 0

2: for n = 0 to · · · do

3: tn = δn ⊕ εn

4: zn+1 = zn ⊕ tn

5: εn+1 = tn ⊖ (zn+1 ⊖ zn)

6: end for✒ ✑
図 1 加算 zn+1 = zn + δn における compensated summation.

Fig. 1 Compensated summation in the addition zn+1 = zn +

δn.

4.3 E
L
とその制御法

条件 (11)が成立するためには， すなわち

√
t h εM ≫ t h εL

であるためには

εL ≪ εM√
t h

(16)

と しなけれならない． いま ， t = 108, h = 10−2 において

この式を成り 立たせるためには

εL ≪ 2.2× 10−19 ≈ 2−62

となる ． IEEE754 規格で推奨され， 実際に x86系のプロ

セッサに実装されている拡張倍精度では， 仮数部長が 64 bit

なので [11], [12]， この条件を満たすにはやや不足している

と思われる． また， ほとんどの Fortran コンパイラでは 4

倍精度演算が実装されている ． 4 倍精度演算では， 通常，

仮数部長が 112 bitなので条件 (16)は十分に満たしている．

しかし 4倍精度演算はソフト ウェアによる実装のため， そ

の計算コスト は非常に大きい (倍精度の 50∼100倍)． そこ

で， ステージの計算

Zi = zn + h

s
∑

i=1

aij f(Zj) (17)

を 3倍精度で行う ことにする． 3倍精度演算に関してはい

く つか方法が提案されているが (例えば [8], [10])， ここで

は IEEE754規格の倍精度に合った計算法を用いる．

まず Runge–Kutta 法の係数 aij , bi と関数値 f(Zi)を以

下のよう に分割する：

aij = a
(2)
ij + a

(1)
ij + a

(0)
ij , bi = b

(2)
i + b

(1)
i + b

(0)
i ,

fi = f
(1)
i + f

(0)
i .

ここで各々の長さは

a
(2)
ij : 26bits, a

(1)
ij : 27bits, a

(0)
ij : 26bits,

b
(2)
i : 26bits, b

(1)
i : 27bits, b

(0)
i : 26bits,

f
(1)
i : 26bits, f

(0)
i : 27bits

とし ， 1つの倍精度変数に格納する． すなわち 3つの倍精
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+

79 bits 53 bits

52 bits

53 bits

54 bits

53 bits

27 bits52 bits

S3 =

S2 =

S1 =

S0 =

S =

図 2 3倍精度演算による
∑s

j=1 aij fj の計算.

Fig. 2 Computation of
∑s

j=1 aij fj by triple-precision arith-

metic

度変数によって 3倍精度変数 1つを実現する． 係数の分割

は計算が始まる前に行っておく が， 関数 f はステップ毎に

倍精度演算で評価し上位と下位に分割する． このよう に分

割した後に， S =
∑s

j=1 aij fj の計算を以下のよう に部分

和に分割して行う ：

S =

s
∑

j=1

aij fj =

s
∑

j=1

a
(2)
ij f

(1)
j := S3

+





s
∑

j=1

a
(2)
ij f

(0)
j +

s
∑

j=1

a
(1)
ij f

(1)
j



 := S2

+





s
∑

j=1

a
(1)
ij f

(0)
j +

s
∑

j=1

a
(0)
ij f

(1)
j



 := S1

+

s
∑

j=1

a
(0)
ij f

(0)
j := S0

ここで各部分和の長さは， S3 は 53 bits， S2 は 52 bits， S1

は 54 bits， S0 は 53 bits となる ． 図 2 より ， 3倍精度， す

なわち倍精度の 3/2 倍 (79.5bits) の精度を得るためには

S0 の計算は不要であることがわかる． そこで S0 は計算せ

ず， 下から順に S1, S2, S3 を compensated summation で

計算し h を掛けた後に， この 3 つをやはり compensated

summation で加え zn に加え zn+1 を求める．

5. 数値実験

前節で提案した誤差の低減法を組み合わせた 5つの実装

法で実験する． 具体的には， 以下の 3つの問題に対して表

1 に示した 5 つの実装法を試し ， 保存量の変動を調べる ．

計算機環境は 2の通り である．

( 1 ) Kepler問題

H(q, p) = − 1

‖q‖ +
1

2
pT p q, p ∈ R

2, (18)

表 1 s 段 Gauss 型 Runge–Kutta 法の 5 つの実装法

Table 1 5 implementations of the s-stage Gauss Runge–Kutta

methods

update formula iteration evaluation of f

rkgs0 d

rkgs1 c d

rkgs2 c z d

rkgs3 c+t z d

rkgs4 c+t z+t (only once) d

s: number of the stages of the Runge–Kutta method

c: compensated summation,

d: double precision, t: triple precision

z: zero tolerance itr. by eq. (13), t: triple precision

表 2 計算機環境

Table 2 Computing environment

OS Linux ver. 2.6.18 (Red Hat)

Compiler ifort 11.1 (Opt 2)

CPU Xeon X3450 (2.67GHz)

q(0) = (1− e, 0)T ,

p(0) =
(

0,
√

(1 + e)/(1− e)
)T

,

0 ≤ e < 1.

ここで離心率 e を 0.6 とする． 5段と 10段の Runge–

Kutta 法で解いた結果を図 3, 4に示す．

 1e-18

 1e-16

 1e-14

 1e-12

 1e-10

 1  10  100  1000  10000  100000  1e+06  1e+07  1e+08

rkg50rkg51

rkg52

rkg53

rkg54

rkg50(q)

∝ t1/2

|H
(t
)
−

H
(0
)|

図 3 5 段 Gauss Runge–Kutta 法の 5 つの実装によって Kepler

問題を解いたときの H(q, p) の変動．

Fig. 3 Long-term behaviours of H(q, p) when solving the Ke-

pler problem by the five implementations of 5-stage

Gauss Runge–Kutta method.

( 2 ) Hénon–Heiles 問題

H(q, p) =
1

2
(q21 + q22) + q21 q2 −

1

3
q32 +

1

2
(p21 + p22),

q = (q1, q2)
T , p = (p1, p2)

T .

(19)

ここではH(q, p) = 0.8となるよう な q, pの初期値を

選ぶ． 結果を図 5， 6に示す．
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 1e-18

 1e-16

 1e-14

 1e-12

 1e-10

 1  10  100  1000  10000  100000  1e+06  1e+07  1e+08

’rkg100.dat’
’rkg101.dat’
’rkg102.dat’
’rkg103.dat’
’rkg104.dat’

t

∝ t1/2|H
(t
)
−

H
(0
)|

図 4 10 段 Gauss Runge–Kutta 法の 5 つの実装によって Kepler

問題を解いたときの H(q, p) の変動．

Fig. 4 Long-term behaviours of H(q, p) when solving the Ke-

pler problem by the five implementations of 10-stage

Gauss Runge–Kutta method.

 1e-18

 1e-16

 1e-14

 1e-12

 1e-10

 1  10  100  1000  10000  100000  1e+06  1e+07  1e+08

rkg50
rkg51

rkg52
rkg53

rkg54

t

∝ t1/2

|H
(t
)
−

H
(0
)|

図 5 5 段 Gauss Runge–Kutta 法の 5 つの実装によって Hénon–

Heiles 問題を解いたと きの H(q, p) の長時間における振る

舞い．

Fig. 5 Long-term behaviours of H(q, p) when solving the

Hénon–Heiles problem by the five implementations of

5-stage Gauss Runge–Kutta method.

( 3 ) 剛体問題

ト ルクフリ ーの状態で回転している剛体の運動を考え

る (図 7)． 質量中心を原点とする 3つの主軸のまわり

の慣性モーメント を I1, I2, I3， 角運動量を z1, z2, z3

と したとき ， z1, z2, z3 は次式で与えられ運動方程式

(Euler方程式) を満たす [14]：















ż1(t) = a1 z2(t) z3(t),

ż2(t) = a2 z3(t) z1(t),

ż3(t) = a3 z1(t) z2(t).

(20)

ここで

a1 = (I2−I3)/I1, a2 = (I3−I1)/I2, a3 = (I1−I2)/I3.

 1e-18

 1e-16

 1e-14

 1e-12

 1e-10

 1  10  100  1000  10000  100000  1e+06  1e+07  1e+08

’rkg100.dat’
’rkg101.dat’
’rkg102.dat’
’rkg103.dat’
’rkg104.dat’

t

∝ t1/2

|H
(t
)
−

H
(0
)|

図 6 10段 Gauss Runge–Kutta 法の 5 つの実装によって Hénon–

Heiles 問題を解いたと きの H(q, p) の長時間における振る

舞い．

Fig. 6 Long-term behaviours of H(q, p) when solving the

Hénon–Heiles problem by the five implementations of

10-stage Gauss Runge–Kutta method.

である． この方程式は以下の２ つの保存量

Q1(t) = z21 + z22 + z23 ,

Q2(t) =
1

2
(I−1

1 z21 + I−1
2 z22 + I−1

3 z23).

を 持っ て いる [14]． 初期値は z1(0) = 0, z2(0) =

1, z3(0) = 1 と する ． 計算結果を 図 8， 9 に示す．

I1

I2

I3

図 7 ト ルクフリ ーの状態で回転する剛体．

Fig. 7 Torque free motion of a rigid body.

以上の実験より ， rkg54, rkg104などによって Brouwer

の法則が達成されていることがわかる．

次に 5段と 10段の Gauss型 Runge–Kutta 法の 5つの

実装法の計算時間を比較する ． ここでは， Kepler 問題を

0 ≤ t ≤ 106 の範囲で解いた場合の結果を 3, 4に示す．

これまでの考察および実験結果より ， Brouwerの法則を

達成するにはできるだけステップサイズを小さく すること

が望ましいことがわかる． 一方， 計算コスト を考えれば当

然ステップサイズは大きい方が望ましい． だが， ステップ

サイズを大きく すれば， EC , EL などが EB を凌駕し同法則

は成り立たなく なる (図 10)． そこで rkgs4にてステップサ
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図 8 5 段 Gauss Runge–Kutta 法の 5 つの実装によって剛体問題

(20) を解いたときの保存量 Q1 の変動．

Fig. 8 Long-term behaviours of the invariant Q1 when solving

the rigid-body problem (20) by various implementations

of 5-stage Runge–Kutta method.
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図 9 5 段 Gauss Runge–Kutta 法の 5 つの実装によって剛体問題

(20) を解いたときの保存量 Q2 の変動．

Fig. 9 Long-term behaviours of the invariant Q2 when solving

the rigid-body problem (20) by various implementations

of 5-stage Runge–Kutta method.

表 3 5 段 Gauss Runge–Kutta 法の各種実装法と計算時間の比較

Table 3 CPU times of the various implementations of 5-stage

Gauss Runge–Kutta method (h = 2−6, 0 ≤ t ≤ 106)

Implementations sec (ratio) Error growth in H

rkg50 74.9 (1.00) O (t)

rkg51 77.8 (1.04) O (t)

rkg52 110 (1.47) O (t)

rkg53 130 (1.74) O (t)

rkg54 215 (2.87) O (t1/2)

rkg50(q) 8830 (118) —

rkg500(q) は rkg100 の 4 倍精度版

イズを hを 2−8, 2−7, . . . , 2−3 と大きく していき， Brouwer

の法則を達成する最大のステップサイズを数値実験から求

めることにする． その限界のステップサイズでの計算時間

表 4 10段 Gauss Runge–Kutta 法の各種実装法と計算時間の比較

(h = 2−5, 0 ≤ t ≤ 106).

Table 4 CPU times of the various implementations of 10-stage

Gauss Runge–Kutta method (h = 2−5, 0 ≤ t ≤ 106).

Implementations sec (ratio) Error growth in H

rkg100 112 (1.00) O (t)

rkg101 113 (1.01) O (t)

rkg102 143 (1.28) O (t)

rkg103 163 (1.46) O (t)

rkg104 317 (2.83) O (t1/2)

rkg100(q) 15550 (139) —

rkg100(q) は rkg100 の 4倍精度版
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図 10 4段Gauss Runge–Kutta法の実装 rkg44における H(q, p)

の長時間における変動.

Fig. 10 Long-term behaviours of Hamiltonian H(q, p) with

rkg44 implementation of the 4-stage GaussRunge–

Kutta .

を表 5 に示す． なお， ここで解いた問題はKepler問題で

時刻 tは 0 ≤ t ≤ 106 の範囲である．

表 5 rkgs4 (sは段数で s = 3, . . . , 10) において Brouwerの法則を

達成する限界のステップサイズ h と計算時間

Table 5 Maximum step-size and CPU times achieving

Brouwer’s law with rkgs4 implementations, where

s (= 3, . . . , 10) is the number of stages.

stage s h cpu time [sec]

3 1/256 4.23× 102

4 1/64 1.58× 102

5 1/32 1.14× 102

6 1/16 7.95× 10

7 1/16 9.96× 10

8 1/16 1.19× 102

9 1/16 1.44× 102

10 1/8 8.94× 10

表 5に示されている結果より 段数 sは 6位がちょ う どよ

いよう である．
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6. Runge–Kutta–Nyström 法について

方程式 (1)が， 式

q̈ = g(q) (21)

のように書き表されるとき，Runge–Kutta法より も Runge–

Kutta–Nyström 法















































qn+1 = qn + hpn + h2
s
∑

i=1

b̄i g(Qi),

pn+1 = pn + h

s
∑

i=1

bi g(Qi),

Qi =qn + ci hpn + h2
s
∑

j=1

āij g(Qj).

(22)

を用いた方が効率がよい． Runge–Kutta–Nyström 法にも

Runge–Kutta 法と同じ誤差の制御法を適用し ， Kepler問

題を解いた結果を図 11 に示す． また， CPU time の比較

を表 7に示しておく ．

ここで注目すべきは， Runge–Kutta–Nyström 法では内

部反復に 3倍精度演算を行わない実装法 (rkngs3) におい

ても Brouwer の法則を達成し ているという こと である ．

標準的な実装 (rkngs0)のおおよそ 2倍の時間で Brouwer

の法則が達成されていることが表 7からわかる ． Runge–

Kutta–Nyström 法でにおいてより 効率的に Brouwerの法

則を達成できる理由は， 式 (22)のステージ Qi を計算する

式に（ hではなく ） h2 が掛っていることであると思われる

が， これに関してはより 厳密な理論解析が必要である．

 1e-18

 1e-16

 1e-14

 1e-12

 1e-10

 1  10  100  1000  10000  100000  1e+06  1e+07  1e+08

’rkng50.dat’
’rkng51.dat’
’rkng52.dat’
’rkng53.dat’
’rkng54.dat’

t

∝ t1/2|H
(t
)
−

H
(0
)|

図 11 5段 Gauss Runge–Kutta–Nyström 法の 5 つの実装によっ

て Kepler 問題を解いたときの H(q, p) の変動．

Fig. 11 Long-term behaviours of H(q, p) when solving the

Kepler problem by the five implementations of 5-stage

Gauss Runge–Kutta–Nyström method.

以上の結果より Runge–Kutta–Nyström 法ではより少な

いコスト で Brouwerの法則が達成できることがわかった．
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図 12 10段Gauss Runge–Kutta–Nyström法の 5つの実装によっ

て Kepler問題を解いたときの H(q, p) の変動．

Fig. 12 Long-term behaviours of H(q, p) when solving the Ke-

pler problem by the five implementations of 10-stage

Gauss Runge–Kutta–Nyström method.

表 6 5段Gauss型Runge–Kutta–Nyström法における CPU time

の比較 (h = 2−6, 0 ≤ t ≤ 106)．

Table 6 CPU times of the 5-stage Gauss Runge–Kutta–

Nyström method (h = 2−6, 0 ≤ t ≤ 106).

Implementations sec (ratio) Error growth in H

rkng50 39.0 (1.00) O (t)

rkng51 43.0 (1.10) O (t)

rkng52 58.1 (1.49) O (t)

rkng53 86.0 (2.20) O (t1/2)

rkng54 136 (3.49) O (t1/2)

rkng50(q) 3814 (97.8) —

表 7 10 段 Gauss 型 Runge–Kutta–Nyström 法における CPU

time の比較 (h = 2−6, 0 ≤ t ≤ 106)．

Table 7 CPU times of the 10-stage Gauss Runge–Kutta–

Nyström method (h = 2−6, 0 ≤ t ≤ 106).

Implementations sec (ratio) Error growth in H

rkng100 44.3 (1.00) O ()(t)

rkng101 46.4 (1.05) O ()(t)

rkng102 70.2 (1.58) O ()(t)

rkng103 97.4 (2.20 O ()(t1/2)

rkng104 180 (4.06) O ()(t1/2)

rkng100(q) 5630 (127) —
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7. まとめ

本研究報告では主に Hamilton系の長時間積分において

生ずる誤差を解析し ， Hamiltonianの誤差の増大をできる

だけ緩やかにする， すなわち O(t) から O (t1/2) にするシ

ンプレクティ ッ ク Runge–Kutta 法の実装を提案した． ま

た， 同じ実装法を Runge–Kutta–Nyström 法にも適用しよ

り よい結果を得た．
今後は， よ り 厳密な誤差解析（ 特に Runge–Kutta–

Nyström 法について） および大規模問題の並列計算機
への実装などが考えられる．
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