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GPUによる3倍精度浮動小数点演算の検討

椋 木 大 地†1 高 橋 大 介†2

近年，プロセッサの演算性能向上に対してメモリやネットワークのバンド幅不足が
問題となっている．浮動小数点演算において倍精度演算で精度が不足する場合，4倍精
度演算を用いることが検討されてきたが，データアクセス量が少なくて済む 3倍精度
演算が有効となるケースが存在すると考えられる．本研究では 3倍精度数を倍精度数
と単精度数に分けて格納する Double+Single型 3倍精度型（D+S型）および D+S

型 3 倍精度演算（D+S 型演算）を提案し，GPU による 3 倍精度の BLAS（Basic

Linear Algebra Subprograms）ルーチンを実装して，その性能を Tesla C2050で評
価した．D+S型演算には Double-Double型 4倍精度演算（DD型演算）のアルゴリ
ズムにおいて一部演算を単精度演算で行う手法を実装したが，倍精度数–単精度数の型
変換が多発し D+S型演算は DD型演算よりも高コストとなった．そのため BLASの
入出力をD+S型で行い，演算にはDD型演算を用いる方式を実装した．Tesla C2050

では 3倍精度 AXPYが CUBLASの倍精度 AXPYの約 1.57倍の実行時間，3倍精
度 GEMV が倍精度 GEMV の約 1.69 倍の実行時間となり，それぞれ 4 倍精度ルー
チンよりも高速な性能を示した．本稿では GPU における D+S 型および D+S 型演
算の有効性について議論する．

1. は じ め に

浮動小数点演算にはその原理上丸め誤差が存在し，科学技術計算では 64bitの倍精度演算
でも精度が不足する計算が存在する．線形計算の場合，例えばクリロフ部分空間法などの反
復法では，丸め誤差の影響で倍精度演算であっても収束が停滞するケースが存在する1)．ま
た今後，計算の大規模化による丸め誤差の蓄積が問題となることが予想される．このような
背景から，倍精度演算よりも高い精度の演算に対する需要が少なからず存在する．
倍精度演算よりも高い精度の演算として，x86 CPUでは 80bit拡張倍精度演算がサポート
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されている．しかし x86以外のGPUなどのプロセッサにおいてこのような拡張倍精度演算
はサポートされておらず，倍精度演算よりも高精度の演算としては，ソフトウェアエミュレー
ションによる 4倍精度演算が比較的よく用いられる．4倍精度浮動小数点型は IEEE754-2008

において binary128（仮数部 112bit）として定義されているが，市販のプロセッサにおいて
4倍精度型および 4倍精度演算はハードウェア実装はなされていない．

4倍精度浮動小数点演算をソフトウェアエミュレーションで実現する手法として，Double-

Double型 4倍精度演算（DD型演算）2) が知られている．DD型演算では倍精度数を 2個
用いて 4倍精度数を表現し，倍精度演算によって 4倍精度演算をエミュレートする．そのた
め仮数部は 52 × 52 = 104bitとなり，IEEE754-2008の binary128より小さい．我々はこ
の DD型演算を用いた BLAS（Basic Linear Algebra Subprograms）ルーチンを GPU上
に実装し，その性能を評価してきた3)．その結果，Byte/Flop比の小さいハイエンド GPU

上では，AXPYのような Byte/Flop比の比較的大きな処理を，メモリ律速で実現できるこ
とが明らかとなっている．
近年，プロセッサの演算性能向上に対してメモリやネットワークのバンド幅不足が問題と
なっている．我々は，GPUのような Byte/Flop比の小さい環境では，データアクセス量を
節約する目的で，4倍精度演算の代わりに 3倍精度演算の使用が有効となるケースが存在す
ると考えた．倍精度演算では精度が不足するために 4倍精度演算を必要としているアプリ
ケーションの中には，実際には 3倍精度演算でも演算精度が十分であるケースが存在する
可能性があり，メモリ律速のアプリケーションでは，4倍精度演算の代わりに 3倍精度演算
を用いることで，処理の高速化を図ることができる可能性がある．
本研究では GPUにおいて，3倍精度浮動小数点数を倍精度浮動小数点数と単精度浮動小
数点数に格納する方式で表現し，DD型演算のアルゴリズムを使用して 3倍精度浮動小数点
演算を実現する方法を検討する．そして基本的な線形代数演算における性能を評価するため
に，3倍精度の BLASルーチンを実装してその性能を評価し，GPUにおける 3倍精度演算
の有効性を検討する．

2. 関 連 研 究

3倍精度演算については，1960年代に 48bitワードを 3個利用して 3倍精度演算を実現
した事例4) があるほか，村上の文献5) においても，かつて富士通の大型計算機において 3

倍精度演算がサポートされていたとの記述がある．しかし x86 CPUおよび GPUにおいて
ソフトウェアエミュレーションで 3倍精度演算を実現した事例は見当たらない．
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図 1 データフォーマット

4倍精度演算では前述の DD型演算が知られており，本稿では 3倍精度演算に，この DD

型演算のアルゴリズムを用いる．DD 型演算の実装例として知られているのが QD2) であ
る．QDは CPU用の 4倍・8倍精度演算ライブラリで，DD型演算と，倍精度数を 4個連
結して 8倍精度浮動小数点数を表現する Quad-Double型 8倍精度浮動小数点演算を行う．
これらの演算では倍精度型が持つ浮動小数点型の指数部を，4倍精度演算のエミュレーショ
ンでそのまま利用する．そのため GMP6) などの高精度浮動小数点演算で必要となる指数部
計算が不要であり，比較的単純に実装できるとともに高速に計算できる利点がある．しかし
指数部は倍精度型と同じサイズのまま拡張できないため表現できる数の範囲が限られ，8倍
精度を超える精度の実現には適さない．なお，このDD型演算を使用した CPU用の BLAS

実装として，XBLAS7)，MBLAS8) が存在する．
GPU上では，Göddekeら9) が倍精度演算に対応していないGPUに対して，単精度数を

2個連結する方式で倍精度数を表現し，単精度演算を用いて倍精度演算をエミュレートして
いるほか．Thall10) も同様の方式による倍精度演算と，単精度数を 4個用いて 4倍精度数
を表現し，単精度演算を用いて 4倍精度演算をエミュレートする手法をGPU上に実装して
いる．また Luら11) は QDの GPU版である GQDを実装している．さらに中里12)，中田
ら13) は DD型演算を用いた GEMMを GPUに実装している．これらの研究では GPUの
高い演算性能を活用することで，CPUと比べ高速に 4倍精度演算が実現できることを示し
ている．一方で我々も DD型演算による AXPY，GEMV，GEMMを GPU上に実装して
きた3)．

3. 3倍精度演算

ここでは我々が提案する 3倍精度浮動小数点型，およびその演算手法について説明する．

TwoSum(a(d), b(d)){
s(d) = a(d) +© b(d)

v(d) = s(d) −© a(d)

e(s) = (a(d) −© (s(d) −© v(d)))(s) +© (b(d) −© v(d))(s)

return (s(d), e(s))

}

図 2 TwoSum のアルゴリズム

我々の手法は DD型の 4倍精度演算に基づいており，DD型および DD型演算についても
説明する．

3.1 データフォーマット
図 1に各精度のデータフォーマットを示す．DD型では 4倍精度数 a(q) を 2つの倍精度
数 a

(d)
hi と a

(d)
lo によって a(q) = a

(d)
hi +a

(d)
lo （a

(d)
lo <= 0.5ulp(a

(d)
hi )）と表す．IEEE 754-2008

の倍精度型（binary64）は仮数部が 52ビット（ケチ表現により実際には 53ビット相当）で
あり，DD型の仮数部は 104ビット（同様にケチ表現で 106ビット相当），十進で約 32桁
の精度となる．
一方，我々の提案する 3 倍精度型では，DD 型と同様の原理で，3 倍精度数を倍精度数
と単精度数に格納した．本稿ではこれを Double+Single型 3倍精度型（D+S型）と呼ぶ．
D+S 型では 3 倍精度数 a(t) は倍精度数 a

(d)
hi と単精度数 a

(s)
lo によって a(t) = a

(d)
hi + a

(s)
lo

（a
(s)
lo <= 0.5ulp(a

(d)
hi )）と表す．仮数部は 52 + 23 = 75ビット（ケチ表現で 77ビット），

十進で約 24桁の精度である．
3.2 演算アルゴリズム
D+S型の演算（D+S型演算）は，DD型演算のアルゴリズムを用いて行う．DD型演算
では 4倍精度数 a(q)（a(q) = a

(d)
hi + a

(d)
lo ），b(q)（b(q) = b

(d)
hi + b

(d)
lo ）どうしの計算を，2桁

の筆算の原理で計算する．演算は倍精度演算を用いて行われる．一方で D+S型演算ではア
ルゴリズム中，単精度数で表現される D+S型の下位桁の計算において，一部に単精度演算
を用いる．以下，本章では，QDライブラリで用いられている DD型演算アルゴリズムを
基に，一部に単精度演算を用いた D+S型演算の手法を示す．本章で示すアルゴリズムにお
いて単精度数を倍精度数，単精度演算を倍精度演算にしたものが，オリジナルの DD型演
算である．
以下，本稿では通常の四則演算（{+,−,×,÷}）に対して，浮動小数点演算を { +©, −©,
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QuickTwoSum(a(d), b(s)){
s(d) = a(d) +© (b(s))(d)

e(s) = b(s) −© (s(d) −© a(d))(s)

return (s(d), e(s))

}

図 3 QuickTwoSum のアルゴリズム

TwoProd(a(d), b(d)){
p(d) = a(d) ×© b(d)

e(s) = (fma(a(d) × b(d) − p(d)))(s)

return (p(d), e(s))

}

図 4 TwoProd のアルゴリズム

×©, ÷© }と表現する．浮動小数点演算は IEEE 754-2008の最近接偶数丸めモードで行う．ア
ルゴリズム中の上付き添字の (d)，(s)はそれぞれ倍精度数，単精度数を示す．また (x(d))(s)

は倍精度数 x(d) の単精度数への型変換を表し，同じ型の変数どうしの演算は変数の型と同
じ精度で行う．

DD型演算は，Dekker14)，Knuth15)，Shewchuk16) による丸め誤差を考慮した浮動小数
点演算のアルゴリズムを基にしている．図 2のTwoSumは加算における丸め誤差，すなわち
a+bの浮動小数点演算結果 s = fl(a+b)と，浮動小数点演算で生じた丸め誤差 e = err(a+b)

を計算する．一方で図 3に示す QuickTwoSumは，同様に a + bにおける丸め誤差を計算
するが，|a| ≥ |b|が仮定される場合のみに使用できる．この QuickTwoSumは D+S型演
算において，演算結果が a

(s)
lo <= 0.5ulp(a

(d)
hi )（DD型演算の場合，a

(d)
lo <= 0.5ulp(a

(d)
hi )）

を満たすように正規化するために用いられる．
図 4 に示す TwoProd は，p = fl(a × b)，e = err(a × b) として，倍精度乗算における
丸め誤差を計算する．このアルゴリズムでは，積和演算 a × b + cの中間の演算結果を丸め
誤差なしの 106ビットで保持する，倍精度 Fused-Multiply Add（FMA）命令を利用する．
fma(a × b − p)は FMA命令を用いた a × b − pの計算である．FMA命令を使用しない場
合，より複雑な計算が必要となる．
図 2–図 4の丸め誤差を考慮した浮動小数点演算を用いた D+S型加算および乗算アルゴ
リズムを図 5，図 6に示す．なお QDライブラリでは DD型加算において 106ビットの精
度を保証するアルゴリズムと，106ビットの精度を保証しない代わりに演算量を削減したア
ルゴリズム（Sloppyアルゴリズム）の 2種類が実装されている．Sloppyアルゴリズムでは
4倍精度数の下位桁（a

(d)
lo と b

(d)
lo ）どうしの加算時にキャリーが発生した場合，その分だけ

仮数部の下位桁が失われてしまうが，これを考慮しない．本研究では速度を優先するため
Sloppyアルゴリズムを使用した．図 5に示したアルゴリズムは Sloppyアルゴリズムに基
づくものである．
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図 5 TripleAdd のアルゴリズム
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図 6 TripleMul のアルゴリズム

4. GPUによる 3倍精度BLASの実装

GPU上での基本的な線形代数演算における D+S型および D+S型演算の有効性を評価
するために，3倍精度の BLASルーチンを実装する．まず D+S型のインタフェースをもつ
3倍精度 BLASルーチンを定義した．そして D+S型演算を行う関数を実装し，BLASカー
ネルにそれらを適用して，3 倍精度の BLAS ルーチンを作成した．実装には NVIDIA 社
の GPGPU開発環境である CUDAを用いた．また CUDA対応ハードウェアとして Fermi

アーキテクチャの NVIDIA Tesla C2050を対象とした．
4.1 D+S型ベクトルデータの格納と 3倍精度 BLASのインタフェース
D+S型では 3倍精度数を倍精度数と単精度数のペアで表現する．したがって，1つの 3

倍精度数は 1つの倍精度数と 1つの単精度数から成る D+S型の構造体に格納すれば良い．
一方で，BLAS のようなベクトル・行列の演算では，メモリ上に連続に配置された配列
データへのアクセスが生じる．CUDAでは，同一ワープ内のスレッドがメモリ上の連続領
域にアクセスするとき，各スレッドによるメモリアクセスを 1回のメモリアクセスとして行
うコアレスアクセスが行われる．このコアレスアクセスは FermiアーキテクチャのGPUの
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図 7 AOS 方式と SOA 方式による D+S 型ベクトルデータの格納

場合，128Byteのメモリアラインメントが満たされている場合に最大効率で行われる．しか
し D+S型の構造体は 8Byteの倍精度数と 4Byteの単精度数から成るため，1つの D+S型
の構造体は 12Byteとなる．この D+S型の構造体を用いて配列を確保した場合，128Byte

のメモリアラインメントを満たせないケースが発生する．
そのため，D+S型のベクトルデータをそれぞれ独立に確保した倍精度数の配列と単精度
数の配列に格納する方式の方が，GPUにおいて効率的なメモリアクセスが行えると考えら
れる．本稿では D+S 型構造体の配列を用いて 3 倍精度ベクトルデータを格納する方式を
Array of Structures（AOS：構造体の配列）方式と呼び，一方で 3倍精度ベクトルデータ
を倍精度数の配列と単精度数の配列に分けて格納する方式を Structure of Arrays（SOA：
配列の構造体）と呼ぶ．図 7に AOS方式と SOA方式の概要を示す．
今回，3倍精度 BLASのインタフェースとして，AOS方式に対応したインタフェースと，

SOA方式に対応したインタフェースを定義し，両方の方式を実装した．
4.2 D+S型演算関数の実装
3章に示した D+S型演算を行う関数を CUDAのデバイス関数として実装した．デバイ
ス関数はコンパイル時にインライン展開されるため，関数呼び出しのオーバーヘッドは存在
しない．
表 1に D+S型演算に必要な命令数と，Tesla C2050における必要サイクル数を示す．比
較のため DD型演算の場合も示した．Tesla C2050では単精度演算命令が 1サイクル実行，
倍精度演算命令が 2サイクル実行であり，単精度演算が倍精度演算の 2倍高速である．しか
し倍精度数–単精度数の型変換に 2サイクルを要する．そのため，型変換が必要となる D+S

型演算は DD型演算よりも必要サイクル数が増加してしまった．なお，コンシューマ向け

表 1 D+S 型演算および DD 型演算に必要な命令数と Tesla C2050 における合計必要サイクル数

命令 D+S 型演算 DD 型演算
加算 乗算 加算 乗算

add.rn.f32（単精度加算） 4 3 0 0

mul.rn.f32（単精度乗算） 0 2 0 0

add.rn.f64（倍精度加算） 7 2 11 5

mul.rn.f64（倍精度乗算） 0 1 0 3

fma.rn.f64（倍精度 FMA） 0 1 0 1

cvt.f64.f32（単精度→倍精度型変換） 1 1 0 0

cvt.f32.f64（倍精度→単精度型変換） 3 4 0 0

合計必要サイクル数 26 23 22 18

の製品である GeForceシリーズでは，倍精度演算命令に 8サイクルを要するので，単精度
演算の性能は倍精度演算の性能の 8倍である．しかし型変換に要するサイクル数も同様に 8

サイクルとなるため，加算＋乗算において D+S型演算で 169サイクル，DD型演算で 160

サイクルが必要となり，依然として D+S型演算の方が高コストとなる．
4.3 BLASカーネルの実装
Level 1–3 BLAS の代表的なルーチンとして Level 1 BLAS の AXPY (y = αx + y)，

Level 2 BLASの GEMV (y = αAx + βy)，Level 3 BLASの GEMM (C = αAB + βC)

の，実数版ルーチンを実装した．転置行列のサポートなど BLASの仕様に準拠した実装を
行ったが，AXPY，GEMVにおいてベクトルの incx，incyが 1ではない場合の演算は実
装していない．

AXPY，GEMVではスレッドを 1次元で起動してベクトル yの 1要素ずつを各スレッド
が計算し，GEMMではスレッドを 2次元で起動して，行列Cを計算する．GEMV，GEMM

では，グローバルメモリに対して高速なスクラッチパッドメモリである共有メモリを用いた
ブロッキングを行った．GEMVのカーネルを図 8，GEMMのカーネルを図 9に示す．これ
らの図において，黒色で塗りつぶされた領域を共有メモリに格納しブロッキングする．NT

はスレッドブロックあたりのスレッド数，BLKは GEMMにおけるブロッキングサイズを
示す．各スレッドブロックは矢印方向に内積計算を行う．AXPY，GEMVでは NT=128と
した．GEMMでは BLK=16，NT=16とした．これら NT・BLKのサイズはGPUにおけ
るスレッド実行単位やメモリアクセス単位を考慮し，ハンドチューニングにより決定した．

4.4 DD型演算を用いた 3倍精度 BLASルーチンの検討
表 1に示したように，Tesla C2050において D+S型演算は DD型演算よりも必要サイク
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ル数が多い．そのため，D+S型のインタフェースを持つ 3倍精度 BLASの実装としては，
入出力データは D+S型であるが，BLASの内部の演算を DD型演算で行う方式が最も高
速であると考えられる．つまりメモリ上の D+S 型のデータに対して DD 型演算を用いて
計算し，例えば内積計算などにおいて，中間演算結果もすべて DD型で格納して，最終的
な計算結果を D+S型に型変換してメモリ上へ返すという方式である．この方式は，入出力
データは倍精度型であるが内部の演算において DD型演算を行う XBLASと同様の方式で
ある．今回は D+S型演算を用いた 3倍精度 BLASと DD型演算を用いた 3倍精度 BLAS

の両方を実装した．

5. 3倍・4倍精度BLASの理論性能

5.1 理論ピーク演算性能
Tesla C2050における D+S型演算および DD型演算の理論ピーク演算性能を算出した．

AXPY，GEMV，GEMMはそのほとんどが積和演算で構成されるため，積和演算の場合の
理論ピーク演算性能を示す．まず倍精度演算の理論ピーク演算性能は，1.15[GHz]×14[SM]×
32[CUDACore]× (2[Flop]/2[Cycle]) = 515.2[GFlops]となる．ここで 2[Flop]/2[Cycle]は
Mul+Add（2Flop）が倍精度 FMA命令（2 [Cycle]）で計算されることを示している．

D+S型演算の場合，1回のD+S型演算を 1TriFlopと定義すると，表 1よりD+S型積和演
算（2TriFlop）に必要なサイクル数は 26+23 = 49 [Cycle]である．したがって，D+S型演算
の理論ピーク演算性能は，1.15[GHz]×14[SM]×32[CUDACore]×(2[TriFlop]/49[Cycle]) ≈

表 2 BLAS ルーチンの Byte/Flop，Byte/TriFlop，Byte/QuadFlop 比

AXPY GEMV GEMM

倍精度 [Byte/Flop] 12 4 16/N

3 倍精度 [Byte/TriFlop] 18 6 24/N

4 倍精度 [Byte/QuadFlop] 24 8 32/N

21.03[GTriFlops]となる．
一方でDD型演算の場合，1回のDD型演算を 1QuadFlopと定義すると，表 1よりDD型積
和演算（2QuadFlop）に必要なサイクル数は 22+18 = 40 [Cycle]であるから，DD型演算の
理論ピーク演算性能は，1.15[GHz]×14[SM]×32[CUDACore]×(2[QuadFlop]/40[Cycle]) =

25.76[GQuadFlops]となる．
5.2 Byte/Flop比による性能予測
続いて，プロセッサの処理能力を示す Byte/Flop比と，BLASルーチンの Byte/Flop比
を算出し，BLASルーチンがメモリ律速となるか演算律速となるかを示す．例えば BLAS

ルーチンの Byte/Flop比が GPUの Byte/Flop比を上回る場合，性能はメモリ性能に律速
され，理論ピーク演算性能に近い性能は得られない可能性が高い．
ところで，D+S 型演算では演算に倍精度演算と単精度演算が混合しており，さらに型
変換のコストも無視できないため，先に求めた TriFlops で表す理論ピーク演算性能を用
いて，Byte/Flop の代わりに Byte/TriFlop を計算することにする．DD 型演算の場合
も同様に Byte/QuadFlop を求めた．Tesla C2050 における Byte/Flop，Byte/TriFlop，
Byte/QuadFlop比は，理論ピークメモリバンド幅 144[GB/s]，および 5.1節で算出した理
論ピーク演算性能から，以下のように計算できる．
• 倍精度演算：144[GB/s]/515.2[GFlops] ≈ 0.28[Byte/Flop]

• D+S型演算：144[GB/s]/21.03[GTriFlops] ≈ 6.85[Byte/TriFlop]

• DD型演算：144[GB/s]/25.76[GQuadFlops] ≈ 5.59[Byte/QuadFlop]

さらに，入力データがN ×N の正方行列および大きさN のベクトルの場合の，各 BLAS

ルーチンの Byte/Flop，Byte/TriFlop，Byte/QuadFlop比は表 2のようになった．例と
して倍精度の GEMM の場合の算出法を説明する．GEMM では 2N3 + 3N2 回の演算と
グローバルメモリに対する 4N2 回のロード・ストアが発生する．簡単のために演算回数の
O(N2)の項を無視して考えると，乗算と加算の出現比率は 1 : 1となる．倍精度型 1要素
が 8Byteであるから，(4N2 × 8)[Byte]/2N3[Flop] = 16/N [Byte/Flop]となる．なお，こ
の Byte/Flop比は同じデータに対するメモリ参照が 1度しか行われない場合の理想値であ
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表 3 評価環境

CPU AMD Opteron 6134 ×2 sockets (2.3GHz, 8-Cores, Hyper-Threading disabled)

RAM 16 GB (DDR3)

OS CentOS 6.0 (x86-64, kernel: 2.6.32-71.29.1.el6)

GPU Tesla C2050 (3GB, GDDR5, ECC-enabled)

CUDA CUDA SDK 4.0, CUDA Driver 4.0

Compiler gcc 4.4.4 (-O3), nvcc 4.0 (-O3)

り，性能の目安に過ぎない．

6. 性 能 評 価

実装した 3倍精度 BLASの性能を評価する．まず予備評価として，4.1節で取り上げた，
D+S型ベクトルデータの格納方式に AOS方式を用いた場合と，SOA方式を用いた場合の
性能を比較する．続いて 4.4節に示した，D+S型演算を用いた 3倍精度 BLASと，内部で
DD型演算を行う 3倍精度 BLASの性能を比較する．最後に，最も性能が良い実装を用い
た 3倍精度 BLASと，倍精度，4倍精度 BLASの性能を比較する．

6.1 評 価 手 法
評価環境を表 3に示す．入力に用いた行列およびベクトルは 0–1の一様乱数で初期化さ
れた N × N の正方行列（列優先格納）および大きさ N のベクトルである．AXPYの α，
GEMV，GEMMの α，βについても同様に乱数で初期化した．3倍・4倍精度乱数の生成に
は QDライブラリの DD型乱数生成関数 dd randを使用し，D+S型へは型変換を行った．

BLASルーチンの実行時間の測定では，同じルーチンを最低 3回以上，かつ実行時間が 1

秒以上となるように繰り返し実行し，実行時間の平均を求めた．実行時間は PCI Expressに
よるGPU–CPU間のデータ転送時間は含まれていないカーネル実行時間である．また実行時
間と BLASルーチンの理論演算量をもとに，1秒間に計算した 3倍精度演算回数をTriFlops

として算出した．なお DD型演算を用いた 3倍精度 BLASは，演算自体は DD型演算であ
り 4倍精度演算が行われているが，本稿では 3倍精度の BLASとして扱い，TriFlopsを用
いて性能を示す．

6.2 AOS方式と SOA方式の比較
まず D+S型ベクトルデータの格納方式として，AOS方式と SOA方式を用いた場合の性
能を比較した．図 10–図 12に結果を示す．なお 3倍精度 BLASの内部演算には D+S型演
算を使用している．いずれのルーチンにおいても，SOA方式の方が高速となった．AXPY，
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図 10 D+S 型演算を使用した 3 倍精度 AXPY における AOS 方式と SOA 方式の性能
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図 11 D+S 型演算を使用した 3 倍精度 GEMV における AOS 方式と SOA 方式の性能
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図 12 D+S 型演算を使用した 3 倍精度 GEMM における AOS 方式と SOA 方式の性能
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GEMVでは 1.3倍程度の速度差が生じた．Byte/TriFlop比から明らかにメモリ律速である
AXPYや，GPUとBLASルーチンのByte/TriFlop比がほぼ等しいGEMVでは，メモリア
クセスの性能が演算性能に及ぼす影響が大きいと考えられる．一方でGEMMは Byte/Flop

比から演算律速であると考えられる．そのため AOS方式と SOA方式によるメモリアクセ
ス性能の違いが，演算性能に及ぼす影響がわずかとなった．
これらの結果から，以降の実験では SOA方式を用いた場合の性能について議論する．
6.3 D+S型演算とDD型演算の比較
続いて，D+S 型のインタフェースを採用する 3 倍精度 BLAS において，内部の演算に

D+S型演算を使用した場合と，DD型演算を使用した場合の性能を比較した．図 13–図 15

に結果を示す．前節の結果から D+S 型ベクトルデータの格納方式には SOA 方式を使用
した．
メモリ律速である AXPYでは D+S型演算と DD型演算の性能差は確認できない．また

GEMVでも性能差はわずかである．一方で演算律速のGEMMではN = 2, 048で約 1.26倍
の性能差が生じた．これは 5.1で示したD+S型演算の理論ピーク演算性能 21.03GTriFlops

と DD型演算の 25.76GQuadFlopsの差である約 1.22倍に相当する．なお N = 2, 048に
おいて，D+S型演算を用いた 3倍精度 GEMMの性能は理論ピーク演算性能の約 73%，一
方で DD型演算を用いた 3倍精度 GEMMは約 75%の性能であった．
これらの結果から，以降の実験では 3倍精度ルーチンにおいて SOA方式かつ DD型演算
を使用した場合の性能を示す．

6.4 倍精度・4倍精度 BLASとの性能比較
最後に，3倍精度ルーチンの実装方法として最も良い性能を示した，SOA方式およびDD

型演算を用いた 3倍精度ルーチンの性能を，CUBLAS 4.017) の倍精度ルーチンおよび我々
の実装した 4倍精度ルーチンとの性能を比較した．4倍精度ルーチンは本稿で示した 3倍精
度ルーチンと同様の手法で実装を行った．また DD型配列は，CUDA独自のベクトル型で
ある double2型の配列を使用した．double2型は double型 2要素から成る 16Byteの型で
あり，AOS方式に相当する．
図 16に倍精度 AXPYの実行時間を 1としたときの各精度の AXPYの実行時間を示す．

AXPYは Byte/Flop比より倍精度，3倍精度，4倍精度 AXPYすべてがメモリ律速である
と考えられる．N = 10, 240, 000において，3倍精度 AXPYが倍精度 AXPYの約 1.57倍
の実行時間，4倍精度 AXPYは倍精度 AXPYの約 2.05倍の実行時間となった．3倍精度
AXPYでは内部で 4倍精度 AXPYと同一の DD型演算を行っているが，メモリ律速であ
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図 13 D+S 型演算と DD 型演算を使用した 3 倍精度 AXPY（SOA 方式）の性能
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図 14 D+S 型演算と DD 型演算を使用した 3 倍精度 GEMV（SOA 方式）の性能
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図 15 D+S 型演算と DD 型演算を使用した 3 倍精度 GEMM（SOA 方式）の性能
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るため，性能が入出力データの型のサイズに依存する結果となった．また N < 10, 000で
は，倍精度，3倍精度，4倍精度 AXPYの性能差がほとんど存在しない．演算を行わない
空のカーネルの実行時間を測定した結果，N < 10, 000における各精度の AXPYの実行時
間とほぼ同じ実行時間であったことから，カーネル生成コストが原因であると考えられる．
図 17に倍精度GEMVの実行時間を 1としたときの各精度のGEMVの実行時間を示す．

Byte/Flop 比から倍精度，4 倍精度 GEMV はメモリ律速であると考えられる．一方 3 倍
精度 GEMVは，GPUと BLASルーチンの Byte/TriFlop比がほぼ等しく，演算律速に傾
く可能性がある．N = 8, 192において，3倍精度が倍精度の約 1.69倍，4倍精度が倍精度
の約 2.07倍の実行時間となった．GEMVでは AXPYとは対照的にグラフが右肩下がりと
なった．この結果は CUBLASの倍精度 GEMVの実行時間を基準とした実行時間であるた
め，我々の実装した GEMVはサイズの小さなベクトル・行列に対するチューニングが十分
でない可能性が考えられる．
図 18の倍精度 GEMM の実行時間を 1 としたときの各精度の GEMM の実行時間を示
す．GEMMは Byte/Flop比から倍精度，3倍精度，4倍精度 GEMMのいずれも演算律速
である．3倍精度 GEMMは 4倍精度 GEMMと同一の DD型演算を行っているが，3倍精
度 GEMMの方が 4倍精度 GEMMよりも低速な結果となった．N = 2, 048において，4

倍精度 GEMMは理論ピーク演算性能の約 86%の性能が得られているが，3倍精度 GEMM

は約 75%の性能であり，3倍精度GEMMの実行効率が低い．カーネル設計自体に改善の余
地がある可能性が高い．また，倍精度演算の理論ピーク演算性能 515.2GFlopsと，DD型演
算の理論ピーク演算性能 25.76GQuadFlopsの差は 20倍であるが，N = 2, 048において，
4倍精度ルーチンの実行時間は倍精度ルーチンの約 15.4倍である．これは CUBLASの倍
精度 GEMMの実行効率が約 58%と低いため18) である．

7. ま と め

本稿では 3倍精度浮動小数点数を倍精度浮動小数点数と単精度浮動小数点数に分けて格納
する D+S型を提案し，BLASカーネルに適用してその性能を Tesla C2050を用いて評価
した．D+S型演算には DD型演算のアルゴリズムにおいて一部演算を単精度で行う D+S

型演算を検討したが，倍精度数–単精度数の型変換が多発し，それがボトルネックとなって
DD型演算よりも高コストとなった．そのため現状では 3倍精度の BLASルーチンとして，
入出力のインタフェースは D+S型であるが，演算には DD型演算を用いる方式での実装が
最も高速である．また D+S型ベクトルデータを CUDAで扱う際には，D+S型が 12Byte
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図 16 倍精度 AXPY の実行時間を 1 としたときの 3 倍・4 倍精度 AXPY の実行時間
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図 17 倍精度 GEMV の実行時間を 1 としたときの 3 倍・4 倍精度 GEMV の実行時間
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図 18 倍精度 GEMM の実行時間を 1 としたときの 3 倍・4 倍精度 GEMM の実行時間
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であるため，D+S型構造体の配列では CUDAの 128Byteのメモリアラインメントを満た
すことが難しいため，D+S型ベクトルを倍精度配列と単精度配列にそれぞれ個別に格納す
るべきであることがわかった．
性能評価では Tesla C2050において，3倍精度 AXPYが CUBLASの倍精度 AXPYの
約 1.57倍の実行時間となった．また 3倍精度 GEMVも倍精度 GEMVの約 1.69倍の実行
時間で実現できた．これは 3倍精度ルーチンが倍精度ルーチンの 1.5倍のメモリバンド幅を
必要とし，AXPYや GEMVがメモリ律速であったためである．そのため倍精度ルーチン
の 2倍のメモリバンド幅を必要とする 4倍精度ルーチンと比べ，実行時間が減少した．一
方で演算律速の GEMMでは 4倍精度 GEMMよりも 3倍精度 GEMMの実行時間が増加
した．
倍精度で精度が不足する場合，従来は 4 倍精度演算の使用が検討されてきたが，我々は

3倍精度演算が有効となるケースが少なからず存在するのではないかと考えている．近年，
プロセッサの演算性能向上に対してメモリやネットワークのバンド幅が不足し，システムの
Byte/Flop比がより小さくなっている．3倍精度型の表現手法および演算手法には検討の余
地があると考えられるが，4倍精度演算に比べて演算コストが高コストであったとしても，
Byte/Flop比の低い環境では，疎行列計算などのメモリ律速の計算において，データアク
セス量が少なくて済む 3倍精度演算の使用が有効となる可能性がある．今後はさらに効率
的な 3倍精度演算手法の検討と，実アプリケーションにおいて 4倍精度演算に比べ 3倍精
度演算が有効となるケースを示すことが課題である．
謝辞 本研究の一部は，文部科学省科学研究費補助金「新学術領域研究」（課題番号

22104003）による．
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