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量子 i.i.d.状態の仮説検定に関する
数値的手法とその誤差分析

坂 下 達 哉†1 片 桐 孝 洋†2 長 岡 浩 司†1

本論文ではテンソル積の既約分解を用いた 2 × 2 サイズの密度行列の量子 i.i.d. 状
態に対する仮説検定問題の数値的手法を扱う．特に，誤り確率の計算に現れる数値誤
差について分析を行った．その結果，既約成分ごとの寄与の相対関係が重要であるこ
とを見い出した．また，多倍長桁数と固有値分解の収束判定に用いる εを変えたとき
に，数値誤差がどのように現れるかを考察した．

A Numerical Method for Hypothesis Testing
of Quantum i.i.d. States and Its Error Analysis

Tatsuya Sakashita,†1 Takahiro Katagiri†2

and Hiroshi Nagaoka†1

In this paper, we deal with a numerical method for hypothesis testing of
quantum i.i.d. states for 2×2 density matrices based on the irreducible decom-
position of tensor products. Especially, we analyze numerical errors appearing
in computation of the error probability. As a result, we found out that the
mutual relation among the contributions of irreducible elements is important.
In addition, we studied how numerical error appears for different settings of
multiple-precision and the convergence criterion ε of eigenvalue routine.
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1. は じ め に

複数のデータが独立に同じ分布に従って生成されるという状況は i.i.d.（independent and

identically distributed）と呼ばれ，統計学や情報理論などにおいて基本的な仮定として想

定されることが多い．特に，データの個数（i.i.d.の次数とも呼ばれる）nを大きくしていっ

たときの極限 n → ∞ における漸近的性質は，理論・応用の双方にとって重要である．そ
のような性質を研究する際，理論的・数学的手法と並んで，計算機を用いた数値シミュレー

ション手法はきわめて有効かつ不可欠な手段となっている．近年，量子情報理論において

も，n個の量子系が互いに独立に同じ状態に置かれているという量子 i.i.d.状態に関してさ

まざまな問題設定がなされ，その漸近的性質が研究されている．その際，測定についても状

態と同様の独立性を仮定すると，ほぼ通常の確率論的問題に帰着されてしまい，量子系固有

のおもしろさは失われてしまう．そのため，通例はそのような仮定を排し，n個の量子系か

らなる全系に対して原理的に可能なあらゆる測定を考察の対象とする．このような一般的測

定のもとでの測定値の分布は多くの場合 i.i.d.とはほど遠い性質を持つ．この事実は量子情

報理論特有の数学的困難の源の 1 つであると同時に，n を大きくしていったときの数値シ

ミュレーションを著しく困難にする．たとえば，本論文で扱うような 2× 2密度行列からな

る量子 i.i.d.状態の仮説検定問題を直接的な方法で計算しようとすると，2n × 2n という非

常に大きなサイズの行列の固有値問題を解く必要が生じる．しかし，テンソル積の既約分

解1),2) という数学的概念に基づいた計算手法を用いると，最大サイズ (n+ 1)× (n+ 1)ま

でのいくつかの行列の固有値問題を解くことによって同じ計算が可能になる．

テンソル積の既約分解は群の表現論における基本的概念の 1つであり，Hayashi 3) によっ

て量子 i.i.d.状態の漸近性の研究に導入されて以来，量子情報理論における重要な数学的手

段となっている．Nagaoka らは，テンソル積の既約分解が量子 i.i.d. 状態に関する数値シ

ミュレーション手法として有効であることを見い出し，文献 4)において，2× 2の密度行列

からなる i.i.d.状態の仮説検定の誤り確率について n = 50の場合までの計算例を示した．こ

のアイデアは，長岡の指導のもと，柿崎5)，堂嶋ら6) によって検討され，後者では n = 300

までの計算例が示された．これらの予備的先行研究を受け，我々は，量子 i.i.d.状態に関す

る数値的計算手法の確立に向けて，本手法の計算速度や精度に関する基礎的知見を得るた

めの研究を開始した．これまでに，MPIで並列化しスーパコンピュータ上で多倍長演算を

用いることにより，n = 1,200 程度までの誤り確率の計算が可能であることを示すととも

に7),8)，新種の量子中心極限定理という数学的予想の検証に応用した7)．本論文では，この
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手法によって誤り確率を計算する際に典型的に現れる数値誤差の問題に焦点を当て，その要

因を分析する．

本論文で扱う問題の n→∞における極限は量子Hoeffdingの定理としてすでに明らか

にされている9),10)．そのため，数値計算によって示された結果自体の量子情報理論におけ

る意義は薄いが，逆に，数値計算の信頼性を議論するうえでは理論的極限式が分かっている

ことは大きな利点となる．理論的に既知の問題を通して本手法の信頼性についての知見を蓄

積しておくことは，今後，同手法をさまざまな未知の問題に適用していくうえで大きな意義

を有するものと考えられる．

本論文の構成は以下のとおりである．まず，2 章では計算例を紹介するとともに，以降の

議論の動機付けを行う．3 章では量子仮説検定について必要最小限の事柄を記述する．4 章

では，テンソル積の既約分解を紹介し，誤り確率の計算に適用する．5 章では，使用する計

算機環境と数値計算ライブラリについて述べる．6 章でテンソル積の直接計算を行った場

合と既約分解を用いた場合の計算時間を比較する．7 章において，扱う行列の固有値分布

について述べ条件数を調べる．8 章で QR 法の収束速度について議論する．9 章では誤り

指数の計算における数値誤差の現れ方を紹介する．10 章で数値誤差の原因として考えられ

る原因を列挙し，11 章では誤り指数の数値誤差を既約成分ごとの寄与の観点から論じる．

12.1 節では，固有値分解の数値誤差が純粋に各既約成分に与える影響を観察し，12.2 節，

12.3 節でそれぞれ桁数と εが不足している場合について数値誤差の原因を調べる．13 章で

は，既約成分ごとに固有値分解によらない上界・下界を導出し，数値誤差を理論的に評価す

る．14 章でまとめを行う．

2. 本論文で扱う問題と計算例

本章では，本論文で扱う問題とその計算例を紹介し，以降の考察の動機付けを行う．問題

の物理的意味および我々が用いたアルゴリズムについては後章で述べる．

最初にいくつかの準備を行う．まず，行列 A : d× dサイズと B : d′ × d′ サイズのテンソ
ル積を

A⊗B :=

⎡
⎢⎢⎣
a11B · · · a1dB

...
. . .

...

ad1B · · · addB

⎤
⎥⎥⎦ : dd′ × dd′ サイズ

と定義する．また，Aの n次テンソル積を

A⊗n := A⊗ . . .⊗A : dn × dn サイズ

と定める．次に，任意のエルミート行列 Aに対し，行列 {A > 0}を以下のように定める�1．

Aの固有値と固有ベクトルからなる正規直交基底をそれぞれ {λi}，{xi}（縦ベクトル）と
おくと，Aのスペクトル分解

A =
∑

i

λixix
∗
i (1)

が得られる．ただし，∗ はエルミート共役（共役転置）を表す．これに対し，

{A > 0} :=
∑
λi>0

xix
∗
i (2)

と定義する．{A > 0}は Aと同じサイズのエルミート行列であり，Aの正固有値に対応す

る固有空間の直和への射影を表す．

半正定値かつトレースが 1であるような 2つの 2× 2エルミート行列 ρ，σが与えられた

とする．ここでは一例として，

ρ = U
(
π

4

)∗ [
0.1 0

0 0.9

]
U

(
π

4

)
, σ = U

(
π

6

)∗ [
0.95 0

0 0.05

]
U

(
π

6

)
(3)

を考える．ただし，

U(θ) :=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
(4)

とする．このとき，任意の実数 aおよび自然数 nに対し

βn(a) := Tr[σ⊗n{ρ⊗n − enaσ⊗n > 0}] (5)

rn(a) := − 1

n
log βn(a) (6)

とおく．我々の関心は，nを大きくしていったときのこれらの量の漸近的挙動にある．

図 1 にいくつかの nに対する計算結果を示す．図中，「・・桁」とあるのは多倍長計算11)

を行った際の仮数部桁数の十進数表示であり，εは QR法によって固有値計算を行った際の

収束判定条件を表すパラメータである（5 章参照）．また r(a)は

r(a) = max
s∈R

{sa− ψ(s)}, where ψ(s) = log Tr[ρsσ1−s] (7)

という計算式に従って描いた曲線である．nを大きくしていくにつれて rn(a)が r(a)に近

づいていく様子が見て取れる．

�1 {A > 0} という記法は，「確率変数 A が正の値をとるという事象」の類似物として導入されたものである4)．
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図 1 誤り指数 rn(a) が極限値 r(a) に近づいていく様子
Fig. 1 Convergence of rn(a) to r(a).

実は，極限式

r(a) = lim
n→∞

rn(a) (8)

が一般的に成立することは数学的に証明されている（3 章参照）．ただし，その証明はけっ

てやさしいものではなく，極限式は永年にわたって量子情報理論における未解決問題の 1つ

として知られていた．このような問題に対して，数学的な証明あるいは反証が容易に見つか

らない場合，数値計算を用いて問題に対する見通しを得ることには大きな意義があると考え

られるが，これまで，そのような試みはほとんどなされてこなかった．その一番の理由は，

この種の問題を数値的に扱うには，nの指数オーダのサイズの行列に対する固有値分解や各

種の演算が必要となるからである．我々の場合も ρ⊗n − enaσ⊗n という 2n × 2n 行列の固

有値分解が必要になる．しかし，この行列がテンソル積 ρ⊗n，σ⊗n の線形結合で表されて

いるという特殊事情により，同じ計算を，最大 (n+ 1)× (n+ 1)のいくつかの行列の固有

値分解に帰着することができる（4 章参照）．ただし，それらの行列の固有値は指数的なば

らつきを有するため（7 章参照），固有値分解を行う際には桁数や停止条件に関して特に注

意が必要となる．図 1 では十分な余裕を持った設定のもとでの計算結果を示したが，これ

をより甘い設定にしたときにどういう現象が起きるかということを 9 章以降で調べていく．

3. 量子仮説検定

本章では，前章で述べた問題の意味を明らかにするために，量子仮説検定に関する必要最

小限の基本的事項を紹介する3),4),9),10),12),13)．

量子力学では一般に，量子状態はトレースが 1の半正定値行列（密度行列と呼ばれる）ρ

で表される．測定は半正定値行列の集合M = {Mj}Kj=0 で，
∑K

j=0
Mj = I（単位行列）を

満たすもの（POVMと呼ばれる）で表される．ここで添字 j は測定値を表す．状態 ρのも

とで測定M を行ったとき，測定値 j が得られる確率は

PM
ρ (j) := Tr[ρMj ]

で表される．我々の関心は，n 個の量子系が独立に同じ状態 ρ におかれているという量子

i.i.d.系にある．この場合，全系の状態は ρの n次テンソル積 ρ⊗n = ρ⊗ . . .⊗ρで表される．
今，2つの量子 i.i.d.状態 ρ⊗n，σ⊗nのうちどちらかが与えられているとして，何らかの測

定を用いて真の量子状態がどちらであるかを判定する問題を考える．これは通常の統計学に

おける 2つの i.i.d.単純仮説の検定問題に相当する．判定結果が「ρ⊗nである」「σ⊗nである」

という事象をそれぞれ 0，1で表すことにすると，判定のプロセスは 2値測定M = {M0,M1}
で表される．ただしM0，M1 は，ρ⊗n，σ⊗n と同じサイズの半正定値行列である．ここで

M0 + M1 = I が成り立つので，M を 1 つの行列 T で指定することができる．この T を

検定と呼ぶ．特に，任意の実数 aに対して T = {ρ⊗n − enaσ⊗n > 0}と表される検定は古
典的な尤度比検定に相当し，統計学におけるネイマン・ピアソンの定理に対応する事実と

して，誤り確率の最小化を議論する際にはこの形の検定だけを考えれば十分であることが

知られている．この検定を用いるとき，ρ⊗n が真であるが σ⊗n が真と判定する誤り確率と，

σ⊗n が真であるが ρ⊗n が真と判定する誤り確率はそれぞれ

αn(a) := Tr[ρ⊗n{ρ⊗n − enaσ⊗n ≤ 0}] = 1− Tr[ρ⊗n{ρ⊗n − enaσ⊗n > 0}] (9)

βn(a) := Tr[σ⊗n{ρ⊗n − enaσ⊗n > 0}] (10)

と表される．この βn(a)が式 (5)で導入したものにほかならない．αn(a)，βn(a)はそれぞ

れ第 1種，第 2種誤り確率と呼ばれるが，以降は主として βn(a)についてのみ議論するの

で，これを単に誤り確率と呼ぶことにする．

誤り確率 βn(a)の n→∞における漸近的挙動に関して以下のことが知られている．まず，
D(σ‖ρ) := Tr[σ(log σ − log ρ)] (11)

という量（量子相対エントロピーと呼ばれる）を考えると，a > −D(σ‖ρ)のもとで βn(a)

は 0に収束する．さらに，このときの収束速度に関して
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lim
n→∞

rn(a) = r(a) (12)

が成り立つ9),10)．ただし，rn(a) は式 (6) で，r(a) は式 (7) で定義されたものである．式

(12)は量子 Hoeffdingの定理と呼ばれる極限定理（の 1つの表現）である．

量子 Hoeffdingの定理の証明には，任意のエルミート行列 A = [aij ]，B = [bij ]に対する

2つの不等式を用いる．1つは，(
TrB{A > B} ≤

)
TrA{A < B}+ TrB{A > B} ≤ min

0≤s≤1
Tr[AsB1−s] (13)

である12)．もう 1つは，Aと B のスペクトル分解をそれぞれ

A =
∑

i

λixix
∗
i , B =

∑
j

γjyjy
∗
j (14)

とし，

p(i, j) := λi|x∗i yj |2, q(i, j) := γj |x∗i yj |2 (15)

と定義したときの不等式
1

2

∑
i,j

min{p(i, j), q(i, j)} ≤ TrA{A < B}+ TrB{A > B}] (16)

である13)．これらの不等式は 13 章で数値計算精度の検証に用いられる．

4. テンソル積の既約分解の適用

本章では，テンソル積の既約分解を紹介し，誤り確率 βn(a)の計算に適用する．

以降は ρ，σ を 2 × 2 サイズとする．テンソル積 ρ⊗n，σ⊗n の行列成分を直接計算する

と，指数オーダの計算量が必要であるが，次のようにテンソル積の既約分解という方法を用

いると多項式オーダで行える．

まず，既約分解に関する既知の結果から以下の事実が導かれる1),2)．すなわち，各自然数

nに対して 2n × 2n のユニタリ行列 V が存在し，任意の 2× 2行列

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
(17)

に対し，V A⊗nV ∗ は，

V A⊗nV ∗ =

	n/2
⊕
k=0

mk⊕
Ak =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A0 O
A1

A1

. . .

O A	n
2



⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(18)

という形のブロック対角行列で表される．各Akはテンソル積A⊗nの既約成分と呼ばれ�1，そ

のサイズは dimAk = n+1−2kで，重複度mk := nCk−nCk−1回だけ現れる（ここで，便宜

的に nC−1 := 0とする）．つまり，式 (18)はまずA0をm0 = 1個だけ対角に並べ，次にA1を

m1個だけ対角に並べるという操作を繰り返して得られる
∑

k
(nCk−nCk−1)(n+1−2k) = 2n

次元の行列である．ここで，V は Aによらずに定まるという点が重要である．なお，この

ような V が存在することは重要だが，我々の問題では V そのものを知る必要はないことを

注意しておく．

r := n− 2k とおくとき，Ak の (i, j)成分 αk,ij（i, j ∈ {0, 1, . . . , r}）は，まず

(a11y + a21z)
r−j(a12y + a22z)

j =

r∑
i=0

α′
k,ijy

r−izi (19)

という多項式展開から係数 α′
k,ij を求め，これを用いて

αk,ij = (detA)k

√
rCj

rCi
α′

k,ij (20)

と計算できる�2．また，各 Ak の固有値・固有ベクトルは次のように計算できる．既約成分

Ak の固有値 {γn,k,j}j は，Aの固有値を λ，μとしたときに，

γn,k,j = λn−k−jμk+j (j = 0, 1, . . . , r = n− 2k) (21)

である．また，Aの固有ベクトルを列ベクトルとして持つ行列を U := [u1, u2]としたとき

�1 元来「既約成分」という言葉は，行列 Ak が作用する線形部分空間の呼称であるが，本論文では行列 Ak そのも
のを指す用語として用いる．同様に，「既約分解」という言葉も，元来は式 (18) に対応した線形空間の直和分解
の意味で用いられるが，本論文では式 (18) そのものを表す用語として用いる．

�2 SU(2) = {A | det A = 1 かつ A はユニタリ} の r + 1 次元既約表現が，式 (19)，(20) で det A = 1 とお
いた式によって構成できることは，文献 14) の II 章 §3（特に式 (5)，(11)）で示されている．この構成法は
SU(2) の複素化である SL(2) = {A | det A = 1} にもそのまま適用できるが，一般の A については補正因子
(det A)k が必要となる．これは，(cA)⊗n の既約成分が A⊗n の既約成分の cn 倍になる（∀c ∈ C）という条
件から導かれる．
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に，既約成分 Ak の固有ベクトル {un,k,j}j は，U⊗n の既約成分

Uk = [un,k,0, un,k,1, · · · , un,k,r] (22)

として求められる．

既約分解 (18)を用いることで，誤り確率 βn(a)は

βn(a) =

	n/2
∑
k=0

mkβn,k(a) (23)

と表される．ただし，

βn,k(a) := Tr[σk{ρk − enaσk > 0}] (24)

=
∑

λn,k,i>0

v∗n,k,iσkvn,k,i (25)

である．ここで，{ρk} と {σk} はそれぞれ ρ⊗n と σ⊗n の既約成分であり，{λn,k,i}i と
{vn,k,i}i はそれぞれ ρk − enaσk の固有値と正規直交化された固有ベクトルである．以降で

は，mkβn,k(a)を βn(a)の既約成分 k の寄与と呼ぶことにする．

式 (25)は，既約成分 σk のスペクトル分解を

σk =
∑

j

γn,k,jun,k,ju
∗
n,k,j (26)

とすると，

βn,k(a) =
∑

λn,k,i>0

∑
j

γn,k,j |u∗
n,k,jvn,k,i|2 (27)

と表せる．σk のスペクトル分解は式 (21)，(22)から容易に計算でき，数値精度の面でも，

式 (25)を直接計算するより式 (27)を用いる方が有利である．

図 2 で式 (23)，(27)の計算手順を与える．ここで，ρk と σk の固有値・固有ベクトルは

式 (21)，(22)から計算できるが，行列 ρk − enaσk の固有値・固有ベクトルは既約分解の理

論からは分からないので，図 2 のステップ ( 1 )( d )では固有値ルーチンを用いて求めてい

ることに注意を要する．図 2 において，既約成分 {ρk}，{σk}と {σk}の固有値 {γn,k,j}j
および固有ベクトル {Uk}はすべての aについて共通なので，1度だけ計算すればよいこと

に留意する．図 2 の手順において，kに対する処理は独立なので，並列化を施している．並

列化についての詳細は他の機会に譲る．

この問題では，ρ，σは実対称行列に限っても一般性を失わないことが知られているので，

実際の計算では ρ，σ は実対称行列のみを扱う．したがって，固有値分解にも実対称行列向

図 2 βn(a) の計算手順
Fig. 2 The calculation procedure of βn(a).

けのルーチンを用いる．なお，式 (19)，(20)による既約成分の計算は計算時間・精度とも

に問題にならない．双方でボトルネックになるのは固有値解法である．

5. 計算機環境と数値計算ライブラリ

使用した計算機環境は以下のとおりである．

• 計算機：Power Edge T410（Intel Xeon E5530 2.40 GHz）

• コンパイラ：Intel C++ compiler（version 11.1）

• コンパイラオプション：-xSSE -O -ipo -parallel

• C++テンプレート線形代数ライブラリ：Eigen2 15)

• 多倍長演算ライブラリ：Exflib 11)

• 固有値分解ルーチン（Householder QR法）：LAPACK（Intel MKL）dsyev関数（倍

精度の場合），Eigen2の SelfAdjointEigenSolverクラス（多倍長の場合）

ここで，Eigen2には Exflibの多倍長型を追加し，多倍長型を成分に持つ行列を扱えるよう

にした．

Eigen2の SelfAdjointEigenSolverクラスについて述べる．まず，多倍長化すると動かな

かったので，三重対角化関数を行う Tridiagonalizationクラスを文献 16)のルーチンに置

き換えた．次に，三重対角化を行う前に行列をその最大絶対値成分で正規化することにし

た．また，Eigen2の QR法の収束判定は次のような標準的な方法で行っている17)．三重対
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角化した行列の対角成分を [d1, . . . , dN ]，副対角成分を [e1, . . . , eN−1]とすると，右下隅は[
dN−1 eN−1

eN−1 dN

]
(28)

のようになる．このとき，εをあらかじめ決めておき，次のように収束判定を行う．

if |eN−1| < (|dN−1|+ |dN |)ε then

N ← N − 1. 減次

end if

さらに，原点シフトには標準的なWilkinson implicit shift 17),18) を用いている．

6. テンソル積の直接計算と既約分解による計算時間の比較

本章では，テンソル積を直接計算した場合と既約分解を用いた場合の計算時間を比較す

る．a = 0 の場合について 2 つの場合の計算時間を図 3 に示す．ここで，計算は 116 桁，

ε = 10−40 で行った．なお，双方とも並列化は施さず，計算時間の計測は clock関数を用い

て行った．図 3 を見ると，赤色のグラフは nの増加とともに指数的に上昇する一方，緑色

のグラフは多項式オーダであることが分かる．以上より，既約分解を用いた計算法は計算時

間を削減するうえできわめて有効であることが分かる．

7. 既約成分の固有値分布と条件数

本章では，固有値分解を行う行列 ρk − enaσk の固有値分布について述べ，条件数を計算

して多倍長演算が必要であることを示す．

まず，既約成分 ρk の固有値分布に基づいた予備的考察を行い，行列 ρk − enaσk の固

有値分布に関する大雑把な見通しを示しておく．密度行列 ρ の固有値を λ，μ とすると，

Tr ρ = λ+ μ = 1であるから μ = 1− λである．式 (21)より，既約成分 ρk の固有値は

λn−k−j(1− λ)k+j

= λn−k(1− λ)k
(

1− λ
λ

)j

(j = 0, 1, . . . , r = n− 2k) (29)

である．式 (29)より，λ = 0.5の場合を除いて，既約成分 ρk は指数的にばらついた単純固

有値を持つことが分かる．

密度行列 ρ と σ が可換のとき，行列 ρk − enaσk の固有値分布について述べる．このと

き，ρ⊗n と σ⊗n も可換なので既約成分 ρk と σk も可換であるため，ρk − enaσk の固有値

図 3 計算時間：テンソル積の直接計算 vs. 既約分解による計算（a = 0）
Fig. 3 Computation time: The direct calculation for tensor product vs. the calculation by

irreducible decomposition (a = 0).

は，ρk の固有値と σk の固有値の ena倍の差である．ここで，この差は ρk の固有値と σk の

対応する固有値でとることに注意が必要である．よって，単独の ρk の場合と同様に，行列

ρk − enaσk の固有値は単純固有値で，その絶対値は指数的にばらついていることが分かる．

非可換の一般の ρ，σ に対して，理論的に分かっていることは少ないが，可換の場合と同

様に ρk − enaσk は指数的にばらついた単純固有値を持つことが予想される．このように指

数的に固有値がばらついた行列の固有値・固有ベクトルの計算では，絶対値の小さな固有値

とその固有ベクトルに数値誤差が起こりやすいことが知られている．

次に，行列 ρk − enaσk の条件数を計算し，固有値問題の数値的難易度について検討する．

条件数の定義は，N 次元エルミート行列 Aに対して，Aの固有値 {νi}を
|ν1| ≥ · · · ≥ |νN |

となるように並べたときに，

cond(A) := |ν1|/|νN |
である．計算に用いる密度行列は

ρ = U
(
π

4

)∗ [
r 0

0 1− r

]
U

(
π

4

)
, σ = U

(
π

6

)∗ [
0.75 0

0 0.25

]
U

(
π

6

)
(30)

である．ここで，U(θ)の定義は式 (4)による．乱数行列（rand関数を用いて −1～1の乱

情報処理学会論文誌 コンピューティングシステム Vol. 4 No. 4 214–227 (Oct. 2011) c© 2011 Information Processing Society of Japan



220 量子 i.i.d. 状態の仮説検定に関する数値的手法とその誤差分析

数で各成分を生成した実対称行列）と最大既約成分 ρ0 − enaσ0 の条件数を図 4 に掲げる．

ただし，横軸をテンソル次数 n にとっているがそれは次のような意味である．たとえば，

n = 100の場合には最大既約成分のサイズは 101次元であるので，乱数行列のサイズも 101

次元とする．ここで，計算は 212桁，ε = 10−211 で行った．図 4 より，以下の考察結果を

得た．

• 乱数行列の場合（水色のグラフ）と違って，最大既約成分の場合（水色以外のグラフ）
は nが大きくなるほど条件数が指数的に増加していることが分かる．

以上の考察より，テンソル次数 nが増加すると倍精度演算で保証される精度を条件数の

観点から超えることが予想できるため，我々の問題では多倍長演算が必要である．また，テ

ンソル次数 nが大きくなるほど多倍長桁数を多くとらなければならないことが分かる．図 4

において，最大既約成分の場合どうしを比較すると次のことが分かる．

• a = −1のとき，条件数は r = 0.9と固有値の比が大きい場合（緑色のグラフ）の方が

r = 0.6と固有値の比が小さい場合（赤色のグラフ）より大きい．このように，r によ

る違いがはっきり現れるのは，a = −1のときは ρ0 − enaσ0 のうち ρ0 が優勢であるか

らと思われる．

• a = 1のとき，条件数は r = 0.6の場合（青色のグラフ）と r = 0.9の場合（桃色のグラ

フ）のグラフは重なっており違いはみられない．これは，a = 1のときは，ρ0 − enaσ0

のうち −enaσ0 が優勢であるからと思われる．

次章では，QR法の繰返し回数についてはこの結果が逆に現れることをみる．

8. QR法の収束速度について

前章で述べたように，実対称行列 ρk − enaσk の固有値が指数的にばらついていることは

精度の面では不利である．だが，これはQR法を用いたときの収束速度には有利に働く．本

章では，この根拠を述べ QR法の収束速度に関する実験を行う．

まず，原点シフトを用いない QR法では，絶対値で降順に並べたときに隣り合う固有値

の絶対値の比の最大値に収束速度が比例する19) ということが知られている．これより，実

対称行列 ρk − enaσk の固有値が指数的にばらついているほど収束速度は速くなることが分

かる．

次に，この収束速度の議論が原点シフトとしてWilkinson implicit shiftを用いた場合に

も成り立っているかを調べる実験をしてみる．

そのため，図 5 に横軸にテンソル次数 nをとって描いた QR法の繰返し回数のグラフを

図 4 乱数行列と行列 ρ0 − enaσ0 の条件数
Fig. 4 Condition numbers for the random matrix

and the irreducible element ρ0 − enaσ0.

図 5 乱数行列と行列 ρ0 − enaσ0 の QR 法の繰返し
回数

Fig. 5 Iteration numbers of the QR method for

the random matrix and the irreducible el-

ement ρ0 − enaσ0.

示す．ここで，用いる行列や桁数，εは前章と同じである（密度行列は式 (30)を用い，212

桁，ε = 10−211 である）．図 5 より，以下の考察結果を得た．

• 乱数行列の場合（水色のグラフ）は最大既約成分の場合（水色以外のグラフ）よりも繰
返し回数が多いことが分かる．

この観察から，計算速度の面で指数的にばらついた固有値を持つ行列を扱う我々の問題に

は QR法が適しているといえる．

• a = −1のとき，繰返し回数は r = 0.9と固有値の比が大きい場合（緑色のグラフ）の

方が r = 0.6と固有値の比が小さい場合（赤色のグラフ）より少ない．

• a = 1のとき，繰返し回数は r = 0.6の場合（青色のグラフ）と r = 0.9の場合（桃色

のグラフ）のグラフは重なっており違いはみられない．

このように，前章の条件数の考察とは逆に，ρの固有値の比が大きくなるほど，QR法の

収束速度については有利に働くことが分かる．また，以上の考察から，前段の収束速度の議

論はWilkinson implicit shiftを用いた場合にも成り立つと考えられる．

9. 誤り指数 rn(a)の計算における数値誤差の現れ方

本章では，誤り指数 rn(a)の計算における数値誤差の現れ方についてみる．

まず，n = 100の場合の rn(a)を桁数と εを変えて計算した結果を図 6 に掲載する．図 6

において，桁数を 58，77桁と少なくした場合（青色・緑色のグラフ）は，それぞれ a = 1.3，
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図 6 桁数や ε を変えたときの誤り指数 rn(a)

（n = 100）
Fig. 6 The error exponent rn(a) (n = 100)

for different precision and ε.

図 7 誤り指数 rn(a)（可換の場合，n = 100）
Fig. 7 The error exponenet rn(a)

(a commutative case, n = 100).

1.9以上でグラフが乱れ飽和するような現象が生じている．また，ε = 10−10と甘い場合（桃

色のグラフ）は aが −0.8～0.2あたりで乱れている．式 (13)より r(a) < rn(a)が分かる

ので，rn(a)が極限値 r(a)を下回っている箇所は数値誤差が原因である．これらの誤差の

原因は，7 章で述べたように，我々が扱う行列の固有値が指数的にばらついており，精度が

悪くなりやすいためである．

次に，

ρ = U
(
π

6

)∗ [
0.1 0

0 0.9

]
U

(
π

6

)
, σ = U

(
π

6

)∗ [
0.95 0

0 0.05

]
U

(
π

6

)
(31)

の場合について，桁数や ε を変えたときの rn(a) と極限値 r(a) を図 7 に掲載する．ただ

し，U(θ)の定義は式 (4)による．ここで，式 (31)の ρ，σ では固有ベクトルが共通である

ことに注意する．このような状況を ρと σ は可換であるという（式 (3)においては固有ベ

クトルが共通ではないので，ρと σは非可換であると呼ばれる）．図 7 は図 6 と同様の誤差

の現れ方をしていることが分かる．また，他の ρ，σ でも同様のグラフの乱れが起きること

を確認している．そこで，次章以降では対象を図 6 の場合に絞って，桁数が足りないとき

や εが甘いときの誤差の出方を考察する．

10. 数値誤差の要因

9 章の図 6 において，誤り指数 rn(a)は計算桁数が足りない場合や εが甘い場合に数値

誤差が生じることを観察した．以降の章でそれらの誤差の要因について分析していくが，そ

れに先だって本章では，図 2 で掲げた βn(a)の計算手順においてどのステップが数値誤差

の要因になりうるかを検討する．

( 1 ) ステップ ( 1 )( a )の既約成分の計算精度は問題なかった（たとえば，既約成分 ρk の

トレースは式 (21)で述べた固有値の和に計算桁数の分だけ一致することを確かめた）．

( 2 ) ステップ ( 1 )( d )の固有値分解で数値誤差が生じていることが分かっている．

( 3 ) ステップ ( 1 )( e )，ステップ ( 2 )ではステップ ( 1 )( d )の固有値分解の数値誤差に起

因する数値誤差が生じることになる．これを 12 章で論じる．

( 4 ) ある k について既約成分の寄与 mkβn,k(a) に数値誤差が生じた場合に，誤り指数

rn(a)に数値誤差が生じるかどうかは，それが支配的な既約成分の寄与に影響を及ぼ

すかどうかによる．このことを 11 章でみる．

なお，ステップ ( 1 )( e )における内積に含まれる総和および正固有値 λn,k,i > 0について

の総和，ステップ ( 2 )における各既約成分 k の寄与に対する総和については情報落ちは起

こりにくい．なぜなら，後でみるように，総和をとる数値の指数オーダがすべて異なりわず

かな項のみが寄与するためである．よって，ソートして絶対値の小さなものから足し上げる

などの工夫をする必要はない．

11. 既約成分の寄与mkβn,k(a)の数値誤差が rn(a)に与える影響

本章では，既約成分ごとの寄与 mkβn,k(a)の数値誤差とその総和である誤り確率 βn(a)

の数値誤差との関係について考察する．

まず，本章を理解するうえでポイントになる支配的な既約成分という概念を導入する．そ

のため，式 (3)，(4)の ρ，σ に対して，横軸に既約成分の番号 k をテンソル次数 nで正規

化した値をとって，

rn,k(a) := − 1

n
log{mkβn,k(a)} (32)

の a = 0に対する計算結果を図 8 に掲げる．以後，式 (32)の rn,k(a)を誤り指数 rn(a)の

部分指数と呼ぶ．ここで，以下の点に注意する．

• dimAk = n+ 1− 2k であるから，図 8 では左側ほど大きな既約成分になっている．

• 負の符号をとっているので，rn,k(a)が小さいと βn,k(a)が大きくなる．

• nを大きくしていくにつれて rn,k(a)は，k/nを連続変数とする関数に収束していくこ

とが予想される．
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図 8 n を大きくしたときの部分指数 rn,k(a)（a = 0）
Fig. 8 The partial exponent rn,k(a) for different

n’s (a = 0).

図 9 既約成分ごとの寄与 mkβn,k(a) を正規化した累
積分布（a = 0）

Fig. 9 The cumulative distribution of normal-

ized contribution of irreducible elements

rn,k(a) (a = 0).

• 式 (23)，(32)より，

βn(a) =

	n/2
∑
k=0

mkβn,k(a) =

	n/2
∑
k=0

e−nrn,k(a) (33)

であるから，特に nを大きくしていったとき，実質上，一番小さな rn,k(a)およびその

周辺の項だけが βn(a)に寄与することが分かる．そこで，このような最小あるいはそ

れに近い rn,k(a)を与える既約成分を支配的な既約成分と呼ぶことにする．

支配的な既約成分について考察するために，βn(a)で正規化した累積分布

k∑
k′=0

mk′βn,k′(a)
/
βn(a) (34)

を大きな nについて計算した結果を図 9 に示す．図 9 において，nが大きくなるほど，グ

ラフはステップ関数に近づいていき k/n = 0.34近辺の狭い範囲の既約成分に集中していく

のが分かる．これは上記の考察を裏付けている．支配的な既約成分という概念は量子 i.i.d.

状態の理論的課題としても興味深い．

次に，数値誤差を支配的な既約成分の観点から考察する．以降は，116桁，ε = 10−40 で

計算した結果を信頼できる値として，計算桁数が足りない場合や ε が甘い場合の数値誤差

について調べる．つまり，多倍長 116 桁，ε = 10−40 の場合からのずれを数値誤差と見な

すことにする．図 6 に対応する桁数や εに対して a = 1.6の場合について描いた部分指数

図 10 部分指数 rn,k(a)（n = 100，a = 1.6）
Fig. 10 The partial exponent rn,k(a) (n = 100,

a = 1.6).

図 11 部分指数 rn,k(a)（n = 100，a = −0.2）
Fig. 11 The partial exponent rn,k(a) (n = 100,

a = −0.2).

rn,k(a)のグラフを図 10 に掲げる（図 6 とグラフの色も対応している）．図 10 において，

k/n = 0～0.05で桃色と赤色のグラフが重なっており，k/n = 0.06～0.24で桃色と赤色と

緑色のグラフが重なっていることに注意を要する．以下で，図 10 を用いて図 6 の rn(a)の

乱れを考察する．

( 1 ) 図 10 において信頼できる赤色のグラフを見ると，支配的な既約成分は k/n = 0.2付

近であることが分かる．

( 2 ) 図 10 において，58桁の場合（青色のグラフ）はすべての既約成分で支配的な既約成

分を上回る（グラフの上では下回る）ほどの数値誤差が起こっているため，図 6 にお

いて対応する a = 1.6で誤り指数 rn(a)に数値誤差が生じている．

( 3 ) 項目 ( 2 )とは反対に，図 10 において 77桁の場合（緑色のグラフ），数値誤差は既約

成分（k/n = 0～0.05）で起こっているが支配的な既約成分を上回るほどではないた

め，図 6 で対応する a = 1.6で rn(a)に数値誤差が生じていない．

次に，ε が甘い場合について考察を行うために，図 6 で誤り指数 rn(a) が乱れていた

a = −0.2について部分指数 rn,k(a)を図 11 に掲げる．図 11 において，k/n = 0～0.16で

桃色以外のグラフがすべて重なっており，k/n = 0.17以降ですべてのグラフが重なってい

ることに注意を要する．以下で，図 10 と図 11 において ε = 10−10 の場合（桃色のグラフ）

を比較し考察する．

( 1 ) 図 11 において信頼できる赤色のグラフを見ると，支配的な既約成分は k/n = 0.31

付近であることが分かる．

( 2 ) 図 11 において，桃色のグラフは大きな既約成分（k/n = 0～0.16）で支配的な既約
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成分を上回る（グラフでは下回る）ほどの数値誤差が起こっているため，図 6 におい

て対応する a = −0.2で誤り指数 rn(a)に数値誤差が生じている．

( 3 ) 項目 ( 2 )とは反対に，図 10 において桃色のグラフには数値誤差がまったく起こって

いないため，図 6 で対応する a = 1.6で rn(a)にも数値誤差が生じていない．

以上の観察から，既約成分 k の寄与 mkβn,k(a) に数値誤差が生じた場合に，誤り指数

rn(a)が乱れるかどうかは，それが支配的な既約成分の寄与を上回るかどうかによることが

分かる．

12. 固有値分解の数値誤差が βn,k(a)にもたらす影響について

12.1 βn,k(a)の数値誤差について

まず，純粋に固有値分解の数値誤差の影響を調べるために，重複度mkを掛けない βn,k(a)

そのものを

r̃n,k(a) := − 1

n
log βn,k(a)

として，式 (3)，(4)の ρ，σとテンソル次数 n = 100に対して，a = 1.6，−0.2の場合につ

いて計算した結果をそれぞれ図 12，図 13 に掲げる．これらの図より以下のことが分かる．

( 1 ) 図 12 において，77桁の場合（緑色のグラフ）および 58桁の場合（青色のグラフ）

はともに 116桁の信頼できる場合（赤色のグラフ）を上回る（グラフでは下回る）数

値誤差が生じている．一方，11 章において図 10 で，緑色のグラフは支配的な既約

成分の寄与を上回らないが，青色のグラフは上回っていた．これより，図 6 におい

図 12 r̃n,k(a)（n = 100，a = 1.6）
Fig. 12 r̃n,k(a) (n = 100, a = 1.6).

図 13 r̃n,k(a)（n = 100，a = −0.2）
Fig. 13 r̃n,k(a) (n = 100, a = −0.2).

て a = 1.6付近で，緑色のグラフは誤り指数 rn(a)に乱れが生じず，青色のグラフは

rn(a)に乱れが生じていた．つまり，βn,k(a)そのものではなく，それに重複度mk を

掛けたmkβn,k(a)と支配的な既約成分の寄与との大小関係が rn(a)の数値誤差にお

いて問題となる．

( 2 ) 図 12 において，桁数が足りない場合の緑色と青色のグラフは既約成分のサイズが大

きくなるに従って，数値誤差が大きくなるという自然な関係になっている．

( 3 ) 図 12 において，58桁と桁数が一番少ない場合（青色のグラフ）の方が 77桁の場合

（緑色のグラフ）よりも数値誤差が大きいことが分かる．

( 4 ) 図 13 において，ε = 10−10 の場合（桃色のグラフ）に r̃n,k(a)が乱れている．乱れ

方は，図 11 の rn,k(a)と同様である．

項目 ( 2 )でも述べたように，kが小さくなるほど行列のサイズは大きくなり，それに対応

して，一般に βn,k(a)の数値誤差は大きくなる．そこで，12.2 節および 12.3 節では最大既

約成分に絞って考察を行うことにする．

12.2 計算桁数の不足時に βn,k(a)に生じる数値誤差

本節では，計算桁数が不足しているときに最大既約成分に対する βn,0(a)に生じる数値誤

差を分析する．

最初に，式 (3)，(4)の ρ，σ とテンソル次数 n = 100に対して，桁数を変えて計算した

最大既約成分の r̃n,0(a) を図 14 に掲げる．図 14 をみると，最大既約成分の r̃n,0(a) につ

いても図 6 の誤り指数 rn(a)と同様に，桁数が足りない場合の緑色や青色のグラフでは a

が大きくなると飽和のような現象が現れている．また，赤色のグラフは a = 2.8 で途切れ

ているが，その理由は以下のとおりである．一般に，a をどんどん大きくしていくと行列

ρk − enaσk が負定値となる．このとき，式 (27)で足すべき項がないため，βn,k(a) = 0と

なり，r̃n,k(a)が定義できないことがグラフが途切れている理由である．実際，a ≥ 2.9の

とき，116桁で計算した場合について ρ0 − enaσ0 は負定値になっていた．

桁数が少ないときに観察される飽和現象は以下のように生じると考えられる．

( 1 ) a が大きくなると，最大既約成分 ρ0 − enaσ0 のうち ρ0 が数値的に埋没して，

ρ0 − enaσ0 ≈ −enaσ0 は近似的あるいは正確に負定値行列になる．このとき，使

用する固有値計算ルーチンは，まず固有値分解する行列をその最大絶対値成分で正規

化するので，

βn,0(a) ≈ Tr[σ0{−σ0 > 0}] =: βn,0(∞) (35)

となり，βn,0(a)は aによらずほぼ一定値になる．
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図 14 桁数を変えて計算した最大既約成分の r̃n,0(a)（n = 100）
Fig. 14 r̃n,0(a) of the maximal size irreducible element by different precision (n = 100).

( 2 ) ρ0 − enaσ0 ≈ −enaσ0 のとき，負固有値の絶対値に比べて正固有値が非常に小さく

なったり正固有値が 1つもなくなったりするので，そのような状況において，固有値

分解時に数値誤差により偽の正固有値が現れる．そのため，βn,0(a) ≈ 0とならない．

まず，項目 ( 2 )の妥当性を確かめるために，最大既約成分 ρ0 − enaσ0 の最小の正固有値

を正規化した値を桁数を変えて計算した結果を図 15 に図示する．図 15 において，赤色の

グラフが a = 2.8のところで途切れているのは，a ≥ 2.9で 1つも正固有値が存在しないこ

とを意味している．一方，緑色や青色のグラフでは，a ≥ 2.9においても数値誤差により偽

の正固有値が現れていることが分かる．以上から，上記の項目 ( 2 )が裏付けられた．なお，

図 15 において，信頼できる赤色のグラフからずれ始めるのは，緑色のグラフでは a = 1.3

付近，青色のグラフでは a = 0.4付近である．これは，図 14 において，それぞれのグラフ

で r̃n,0(a)に飽和が始まる値とほぼ対応している．また，ずれ始めた後，最小の正固有値は

青色のグラフの方が緑色のグラフよりも大きい．これより，桁数が少ないほど，正固有値に

及ぼす数値誤差が大きいことが分かる．

次に，上記の項目 ( 1 ) の妥当性を確かめる．図 14 において，緑色のグラフと青色のグ

ラフの両方で飽和が起こっている a の値として，たとえば a0 := 1.5 をとる．r̃n,0(a0) と

式 (35) の定義による r̃n,0(∞) := − log βn,0(∞)/n とが大体一致しているかを見る：58

桁のとき，r̃n,0(a0) = 1.4409，r̃n,0(∞) = 1.4427 でほぼ一致しており，77 桁のときも，

図 15 桁数を変えて計算した最大既約成分 ρ0 − enaσ0 の正規化した最小の正固有値（n = 100）
Fig. 15 The normalized minimum eigenvalue of the maximal size irreducible element ρ0 − enaσ0 by

different precision (n = 100).

r̃n,0(a0) = 1.8842，r̃n,0(∞) = 1.8803でほぼ等しい．以上から，項目 ( 1 )の妥当性が裏付

けられた．

12.3 εが甘いときに βn,k(a)に生じる数値誤差

Householder QR法では，三重対角化に要する計算時間に比べて QR法の収束時間は小

さい．しかし，我々の問題において，nを大きくし多倍長桁数を多くとったときこの収束時

間は無視できなくなるため，εを適切に決める必要がある．そこで，本節では εが甘いとき

βn,k(a)に生じる数値誤差の原因を分析する．

βn,k(a)の数値誤差の原因としては，固有値分解で生じる以下の 2つの要因が考えられる．

( 1 ) 固有値の符号の間違い

( 2 ) 固有ベクトルの数値誤差

これらが実際に計算精度に効いているかを調べるための手順を述べる．まず，ε = 10−40，

10−10の 2通りで，固有値・固有ベクトルを 1組ずつ計算する．次に，これらを用いて βn,0(a)

を計算する方法は，固有値として ε = 10−40 または 10−10 で計算した値，固有ベクトルと

して ε = 10−40 または 10−10 で計算した値を用いる方法の計 4通りが考えられる．ここで，

ε = 10−40 で求めた固有値・固有ベクトルと ε = 10−10 で求めた固有値・固有ベクトルは，

固有値をソートして対応させることにする．式 (3)，(4)の ρ，σとテンソル次数 n = 100に
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図 16 最大既約成分の r̃n,0(a)（ε = 10−40 で求めた
固有値を用いた場合，n = 100）

Fig. 16 r̃n,0(a) of the maximal irreducible ele-

ment calculated by eigenvalues when ε =

10−40 (n = 100).

図 17 最大既約成分の r̃n,0(a)（ε = 10−10 で求めた
固有値を用いた場合，n = 100）

Fig. 17 r̃n,0(a) of the maximal irreducible ele-

ment calculated by eigenvalues when ε =

10−10 (n = 100).

対して，固有値として ε = 10−40，10−10で求めた値を用いた場合の最大既約成分の r̃n,0(a)

をそれぞれ図 16，図 17 に掲げる．ただし，図 16，図 17 において，固有ベクトルとして

それぞれ赤色のグラフでは ε = 10−40，緑色のグラフでは ε = 10−10 で求めた値を用いて

いる．図 16，図 17 より，以下のことが分かる．

• 双方の図では，固有ベクトルして甘い ε = 10−10 で求めた値を用いた場合の緑色のグ

ラフが乱れている．

• 一方，固有値として異なる εで求めた値を用いた図 16 と図 17 の違いは見られない．

また，ε = 10−40 と ε = 10−10 の場合で正固有値の数を調べたところ，ほとんど違いが見

られず a = −0.3で 1個異なるだけであった．以上より，この ρ，σ に関しては，εが甘い

場合，項目 ( 2 )の固有ベクトルの数値誤差が βn,k(a)に影響を与えることが分かった．

なお，10 章で図 2 の計算手順においてステップ ( 2 )の既約成分 kに対する総和に対して

支配的な既約成分だけが寄与するという分析をしたが，この分析はステップ ( 1 )( e )におけ

る正固有値 λn,k,i > 0に対する総和に対しても成り立つ．つまり，正固有値 λn,k,i > 0に

対する各項も指数的にばらついており，大きな数項（支配的な項と呼ぶ）だけが βn,k(a)に

寄与し他の項は無視できる．しかし，εが甘いとき，無視できる項に数値誤差が生じ，それ

が支配的な項を上回るため βn,k(a)に数値誤差が現れるということである．

13. 既約成分ごとの理論的な上界・下界

11 章，12 章では，116桁，ε = 10−40 の場合の計算結果を信頼できる値として扱ってき

たが，この場合の計算精度が良いかどうかを調べる方法がある．そこで，本章では各既約

成分 k について βn,k(a)に関する量に対して固有値計算を必要としない上界と下界を導き，

この場合の精度が良いかどうかを調べる．

まず，上界と下界を導出する．式 (9)で導入した第 1種誤り確率 αn(a)に対して，既約

成分 k について

αn,k(a) := Tr[ρk{ρk − enaσk < 0}]
を定義し，

gn,k(a) := − 1

n
log

(
e−naαn,k(a) + βn,k(a)

)

とおく．このとき，不等式 (13)，(16)において A = e−naρk，B = σk とし，対数をとって

nで割って負号をつけると，gn,k(a)に対する上界と下界が得られる：

max
0≤s≤1

{as− ψn,k(s)} ≤ gn,k(a) ≤ − 1

n
log

(
1

2

∑
i,j

min{p(i, j), q(i, j)}
)
. (36)

ここで，

ψn,k(s) :=
1

n
log Tr[ρs

kσ
1−s
k ]

である．また，式 (36)における p(i, j)，q(i, j)の定義は式 (14)，(15)による．

次に，式 (36)の上界と下界を用いて，9 章の図 6 で示した誤り指数 rn(a)の計算精度を

検証する．式 (3)，(4)の ρ，σ に対して，a = 0における gn,k(a)（116桁，ε = 10−40 で

計算）および上界・下界を図 18 に示す．なお，下界の最大値の計算には割線法を用いた．

図 18 において，gn,k(a)（赤色のグラフ）は上界（灰色のグラフ）と下界（橙色のグラフ）

の間に収まっており，計算精度は良いといえる．よって，これまで 116桁，ε = 10−40 の場

合の計算結果を信頼できる値として扱ってきたのは妥当であったといえる．

14. ま と め

仮説検定を題材として既約分解を援用した量子 i.i.d. 状態のシミュレーションを実行し，

数値誤差の要因について分析を行った．その結果，次のことが分かった．

( 1 ) 数値誤差の主因は，既約成分の計算ではなく固有値分解にある．
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図 18 理論的な上界と下界による既約成分ごとの評価（n = 100，a = 0）
Fig. 18 The evaluation of the contribution of irreducible elements by theoretical upper and lower

bounds (n = 100, a = 0).

( 2 ) 誤り確率 βn(a)に寄与するのはごく一部の既約成分（支配的な既約成分）である．

( 3 ) 他の既約成分の寄与に支配的な既約成分の寄与を上回るような数値誤差が生じたとき

に，誤り確率 βn(a)に数値誤差が現れる．

( 4 ) 既約成分レベルでは，桁数が少ない場合，εが甘い場合について，それぞれの数値誤

差の出方とその原因に違いがある．特に，桁数が少ない場合，飽和のような現象が現

れるが，その主因は以下のように考えられる：aを大きくしていくと，負固有値の絶

対値に比べて正固有値の絶対値が非常に小さくなったり，正固有値が 1つもなくなっ

たりする．このとき，数値誤差により偽の正固有値が現れてしまうことにより飽和現

象は生じる．

( 5 ) 桁数を十分にとり εをきつくした場合について，精度の良い計算が行われていること

を理論的な不等式を用いて確認した．

以上の考察はある特定の ρ，σ について行ったが，他の多くの ρ，σ でも同様であること

を確認した．

今後の課題としては，上記の項目 ( 2 )を考慮し不要な既約成分の計算を省略する実装が

あげられる．また，既約成分のサイズが小さいほど ε を甘くするといった工夫も考えられ

る．さらに，以下のような課題も考えられる．

( 6 ) 本論文では 2× 2サイズの密度行列を扱ったが，3× 3サイズ以上に拡張すること

( 7 ) 本論文では 2つの量子状態に関する仮説検定問題を扱ったが，3つ以上の量子状態に

拡張し，その漸近的性質を解明すること

最後に，本論文における数値誤差の分析の一般性について述べる．上記の課題 ( 6 )，( 7 )

や新種の量子中心極限定理7)などの他の問題に応用した場合も，扱う行列の条件数は，テン

ソル次数 nが大きくなるほど固有値が指数的にばらつくことに起因して増加することが予

想される．そのため，この固有値分解には計算桁数や εに注意が必要であると考えられる．

一方，項目 ( 2 )の支配的な既約成分といった考え方は Hoeffding型の極限のとり方に本

質的に依存している可能性がある．そのため，新種の量子中心極限定理のような極限のとり

方が異なる問題でも同様の現象が見い出されるかは現時点では不明である．
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