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あらまし 本論文は，一般カメラモデルの PnP問題に対するグレブナー基底を用いた統一的解法を提案する．提案解
法の特徴は，PnP問題を 3変数の無制約最適化問題として定式化し，グレブナー基底を用いてすべての停留点を計算
することである．目的関数の勾配である連立代数方程式は，n >= 3で互いに独立であり，方程式中の項は 3次元座標の
分布により変化しない．そのため，提案解法は，n = 3の場合は P3P問題の複数解，n >= 4の場合は大域的最適解が
得られ，平面にも非平面にも適用可能な統一的解法である．また，提案解法の演算量は n点の入力に対し O(n)であ
る．n = 100に対する平均実行時間は，内点法を用いる従来解法と比較して約 14倍高速であることを実験により示す．
キーワード PnP問題，カメラ位置姿勢推定，グレブナー基底

1. は じ め に

PnP問題とは，ワールド座標系における n点の 3次
元座標とそれらの点が観測された画像座標から，校正済
カメラの位置姿勢を推定する問題である．PnP問題は，
コンピュータビジョンにおける重要な問題の 1 つであ
り，ロボットナビゲーション，ARなどで利用されてい
る．PnP問題は，最少 n = 3で解けることが知られてい
る [1]– [3]．しかし，n = 3では最大 4つの解が存在し，一
意に定められない．n >= 4であれば，カメラと 3次元座標
が特殊な配置である場合を除き，解が一意に定められる
ため，様々な解法が提案されている [4]– [9]．Quanら [4]
は，P3P解法を n = 4，n = 5に拡張している．n >= 6に
も適用可能だが，n点に対する演算量は O(n5)である．
Ansarら [5]は，3次元座標間の距離を表す 2次多項式
に基づく解法を提案している．Quanらよりも高精度だ
が，演算量は O(n8)である．これらの解法の問題は，n

点に対する演算量が多いことである．そのため，Lepetit
ら [6]は，カメラ座標系の基底ベクトルの基点座標を推
定する O(n)の解法を提案している．しかし，係数行列
の階数および 3次元座標の分布が平面か非平面かに応
じて異なる計算方法が必要である．Luら [7]は，Object
Space Error（OSE）と呼ぶ誤差関数を定義することで，
位置が姿勢を変数とする関数であることと，PnP問題が
姿勢を変数とする最適化問題（以下，姿勢最適化問題と
呼ぶ）であることを示した．そして，位置と姿勢を交互
に最適化することで，大域的収束性を持つ反復解法を提
案している．ただし，局所最適解に陥ることが多いとい
う欠点がある．Schweighoferら [8]は，姿勢最適化問題
の大域的最適解を得るため，2乗和多項式緩和を用いる
解法を提案している．Lepetitらよりも高精度だが，反
復解法である内点法の演算量が多い．また，平面と非平

面を区別する必要がある．Hmamら [9]は，3次元座標
がカメラ前面に存在する拘束条件を Schweighoferらの解
法に加えることで，平面と非平面を区別しない解法を提
案している．半正定値緩和を用いることで Schweighofer
らよりも約 2倍高速だが，内点法による演算量の問題は
解決していない．このように，従来の P4P解法は，低演
算量のためには条件に応じて異なる計算方法を必要とし，
高精度な推定のためには非線形最適化や内点法などの反
復解法を必要とする．また，大域的最適解を持つ n >= 4
と複数解を持つ n = 3とを統一的に扱えない．
本論文では，グレブナー基底を用いた統一的解法を提
案する．提案解法の特徴は，PnP問題を 3変数の無制約
最適化問題として定式化し，グレブナー基底を用いてす
べての停留点を計算することである．目的関数の勾配で
ある連立代数方程式は，n >= 3で互いに独立であり，方
程式中の項は 3次元座標の分布により変化しない．その
ため，提案解法は，n = 3の場合は P3P問題の複数解，
n >= 4の場合は大域的最適解が得られ，平面にも非平面
にも適用可能な統一的解法である．また，連立代数方程
式の解を行列分解により得るため，反復解法を用いる従
来解法よりも高速である．

2. 一般カメラモデルに対するPnP問題

2. 1 一般カメラモデル

一般カメラモデルとは，ステレオカメラや多焦点カメ
ラを扱うための，透視投影モデルの拡張である．図 1に，
一般カメラモデルの例を示す．一般カメラモデルにおけ
る 3次元座標の射影は式 1で表される．

λivi = RXi + t − ci (1)

ここで，Rはカメラ姿勢，tはカメラ位置，Xiは i番
目（1 <= i <= n）の 3次元座標，vi は画像座標，ci はカ
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メラ座標系における vi の投影中心，λi は Xi への奥行
きである．PnP問題においては，Xi，vi，ci が既知で，
R，t，λi が未知である．式 1において，ci = 0とする
と，透視投影モデルとなる．

2. 2 Object Space Error

一般カメラモデルに対するObject Space Error（OSE）
を説明する．Xiと viが与えられたとき，式 1の 2乗誤
差は式 2で表される．

∥λivi − (RXi + t − ci)∥2 (2)

式 2を最小化するため，式 2を λi で微分し，消去す
ると式 3を得る．

ei = ∥Vi(RXi + t − ci)∥2 (3)

ここで，Vi = I − vivT
i

vT
i vi

である．

式 3が OSEである．図 2に示すように，OSEは，カ
メラ座標系においてXi を vi へ射影したベクトルの L2
ノルムである．以上より，OSEによる PnP問題は式 4
で表される．

min
R，t

e =
n∑

i=1

∥Vi(RXi + t − ci)∥2

s.t. det(R) = 1，RRT = I

(4)

2. 3 PnP問題の定式化

本節では，PnP問題を姿勢最適化問題として定式化す
る．まず，式 4を最小化する toptを求めるため，式 4を
tで微分すると式 5を得る．

∂e

∂t
= 2

n∑
i=1

Vi(RXi + t − ci) = 0 (5)

式 5より，topt は式 6で表される．

topt = −

(
n∑

i=1

Vi

)−1 n∑
i=1

Vi(RXi − ci)

= −

(
n∑

i=1

Vi

)−1 n∑
i=1

Vi[Ai|ci]

[
r
1

]

= B

[
r
1

]
(6)

ここで，Ai =

 XT
i 0 0

0 XT
i 0

0 0 XT
i

 ，Rの第 j行を rj

として r = [rT
1，r

T
2，r

T
3 ]T である．

次に，topt を式 4に代入すると，式 7を得る．

min
R

rT M1r + 2mT
2 r + m3

s.t. det(R) = 1，RRT = I
(7)

ここで，[
M1 m2

mT
2 m3

]
=

n∑
i=1

([Ai|ci] + B)T Vi([Ai|ci] + B)

(8)

である．
以上で，式 7に示すように，PnP問題が姿勢最適化問
題として定式化された．

3. 提 案 解 法

提案解法は，まず，正規化されていない四元数を用い
て姿勢最適化問題を無制約化する．次に，グレブナー基
底を用いて，制約なし姿勢最適化問題のすべての停留点
を得る．最後に，停留点から大域的最適解を選択し，R
と tを得る．

3. 1 姿勢最適化問題の無制約化

正規化されていない四元数 q = [1，a，b，c]T を用いる
と，Rは式 9で表される．

R =
1

∥q∥2
R̂ (9)

ここで，

R̂ = 1 + a2 − b2 − c2 2(ab − c) 2(ac + b)
2(ab + c) 1 − a2 + b2 − c2 2(bc − a)
2(ac − b) 2(bc + a) 1 − a2 − b2 + c2


(10)

である．
次に，式 9を式 1に代入し，両辺を ∥q∥2 倍すると式

11を得る．

∥q∥2λivi = R̂Xi + ∥q∥2(t − ci) (11)

式 11を用いて，2. 3節と同様に最適化問題を導出する
と，式 12を得る．

min
a，b，c

r̂T M1r̂ + 2∥q∥2mT
2 r̂ + ∥q∥4m3 (12)

ここで，R̂の第 j 行を r̂j として r̂ = [̂rT
1 ，̂r

T
2 ，̂r

T
3 ]T で

ある．
以上より，姿勢最適化問題は，式 12の制約なし非線
形最適化問題に帰着する．
制約なし非線形最適化問題を解くには，停留点を求め，
停留点が大域的最適解かどうかを調べればよい．停留点
は，目的関数の勾配をゼロとした連立代数方程式の実数
解である．式 12の変数を x = [a，b，c]T，3 × 20の係数
行列をN，20 × 1の項ベクトルを z = [a3，a2b，ab2，b3

，a2c，abc，b2c，ac2，bc2，c3，a2，ab，b2，ac，bc，c2，a，b，c
，1]T とすると，連立代数方程式は式 13で表される．
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(a) ステレオカメラ (b) 多焦点カメラ

図 1 一般カメラモデルの例

図 2 Object Space Error

Nz =
dr̂
dx

T

M1r̂ + 2mT
2 r̂x + ∥q∥2 dr̂

dx

T

m2 + 2∥q∥2m3x

= 0 (13)

ここで，
dr̂
dx

=
[

∂r̂
∂a
，
∂r̂
∂b
，
∂r̂
∂c

]
である．

式 13は 3個の 3元 3次式であり，次のような性質を
持っている．まず，zの各項は，3次元座標の分布やカメ
ラモデルに依存しない．つまり，平面でも非平面でも zは
変化しないし，ci = 0の透視投影モデルでも ci ̸= 0の一
般カメラモデルでも zは変化しない．変化するのはNの
みである．次に，n >= 3の場合，式 8より rank(M1) >= 3
となり，式 13は互いに独立である．以上より，n >= 3で
あれば，3次元座標の分布とカメラモデルに関係なく式
13は解ける．

3. 2 グレブナー基底による停留点計算

式 13を解くために，提案解法ではグレブナー基底を
利用する．グレブナー基底とは，多変数の連立代数方程
式を，等価でかつ解きやすい形に変換した多項式であ
る [10]．「等価」とは，グレブナー基底の解が元の連立代
数方程式の解と一致することである．グレブナー基底が
求まれば，任意の項に対する倍写像行列の固有値として
解が得られる．グレブナー基底を求める一般的な方法と
して，Buchbergerアルゴリズム，F4アルゴリズムなど
が知られている．3. 1節で述べた通り，zの各項は試行
毎に変わらないため，提案解法では Kukelovaら [11]の
手法を適用出来る．Kukelovaらの手法は，グレブナー基
底に現れる項を事前に求め，係数行列Nから倍写像行
列を直接計算する．試行毎のグレブナー基底計算を省略
するため，高速に解が得られる．Kukelovaらの手法を式
13に適用すると，89× 116行列のガウス・ジョルダン消
去法と 27 × 27倍写像行列の固有値分解に帰着する．解
の数は，虚数解を含め全部で 27個である．

3. 3 大域的最適解の選択

以下 (1)～(4)の処理を行い，3. 2節で得られた 27個
の解から n = 3の複数解もしくは n >= 4の大域的最適解
を選択する．

（ 1） 虚数解はありえないため，実数解を抽出．
（ 2） 局所最適性を満たすため，式 12のヘッセ行列

が正定値である解を抽出．
（ 3） 式 13は，カメラが 3次元座標の方向を向くこ

とを保証しないため，カメラ前面に 3次元座標
が存在する解を抽出．

（ 4） (1)～(3)を満たす解の中で，
i. n = 3の場合，すべての解を選択．
ii. n >= 4の場合，式 12を最小化する大域的
最適解を選択．

選択された大域的最適解 [a，b，c]を式 9に代入してR
が，Rを式 6に代入して tが得られる．

4. 実 験

シミュレーション実験により，提案解法を評価した．
まず，透視投影モデルにおいて P3P問題の解が得られる
か調べた．次に，一般カメラモデルにおける位置姿勢推
定誤差と演算量を評価した．比較する各解法について，
以下の略称を用いる．

UPnP 提案解法（Unified PnP solution）
SDP+CG Hmamら [9]による，内点法を初期値として

共役勾配法による非線形最適化を行う解法
FB Fischerら [2]による P3P解法

プログラムは，すべてMATLAB R2011aで実装およ
び実行した．FBは筆者らが実装した．SDP+CGは，透
視投影モデルに対応するコードを Hmamより提供して
いただき，それを筆者らが一般カメラモデルに拡張し
た．SDP+CGで用いる内点法のソルバーは，SeDuMi
1.3（注1）を用いた．PCの構成は，Windows XP SP3，Core2
Duo E8500 (3.16GHz)，メモリ 2GBである．
カメラの内部パラメータ Kは，画像中心 [320，240]，
焦点距離 800とした．画像サイズは 640×480である．シ
ミュレーションデータは次のように生成した．まず，原
点から 6離れた球上において，異なるランダムな位置に
2つのカメラを設定する．次に，[−2，2] × [−2，2] × [−2

（注1）：SeDuMi 1.3: http://sedumi.ie.lehigh.edu/
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，2]の範囲内で一様分布する 3次元座標Xi を n点生成
し，カメラに射影する．シミュレーション環境を図 3に
示す．射影された座標 ui に標準偏差 σ のガウスノイズ
を加え，画像座標 vi = K−1(ui +N(0，σ2))とした．3次
元座標が平面の場合，[−2，2] × [−2，2] × [−2，2]の範囲
内で，z = 0の平面上の一様分布する点を生成した．
真値Rtrue，ttrueに対する推定値Rest，testの誤差を

式 14で評価する．

rotation error(%) =
∥qtrue − qest∥

∥qtrue∥
× 100

translation error(%) =
∥ttrue − test∥

∥ttrue∥
× 100 (14)

ここで，qtrueと qestは，それぞれRtrueとRestから
計算した正規化四元数（∥q∥ = 1）である．

図 3 シミュレーション環境

4. 1 n = 3，透視投影モデルに対する位置姿勢推
定誤差

透視投影モデル，n = 3として UPnPを評価し，P3P
問題の解が得られるか実験した．複数解が得られた場合，
真値との誤差が最も小さい解を qest，test とした．ノイ
ズの標準偏差は 1.0 <= σ <= 10.0，試行回数は 500回であ
る．誤差分布を図 4に示す．プロットには箱ひげ図（注2）を
用いた．横軸は σを表し，縦軸は誤差を対数により表現
した．
図 4より，外れ値を含め，解の誤差分布はFBとUPnP

でほぼ同じである．これにより，UPnPにより P3P問題
が解け，従来解法と同等精度を持つことが示された．

4. 2 n >= 4，一般カメラモデルに対する位置姿勢
推定誤差

一般カメラモデルに対する UPnPの位置姿勢推定誤
差を調べた．非平面と平面のそれぞれに対し，n = 4，
n = 50の場合について実験した．ノイズの標準偏差，試

（注2）：箱の上端，下端はそれぞれ第 3 四分位点（Q3），第 1 四分位
点（Q1）を表し，箱中の − は第 2 四分位点（中央値）を表す．上下
のひげはそれぞれ Q3 + 1.5(Q3 − Q1)，Q1 − 1.5(Q3 − Q1) を表し，
ひげの外にある + は外れ値を表す．

行回数は 4. 1節と同様である．非平面の誤差分布を図 5
– 6に，平面の誤差分布を図 7 – 8に示す．
非平面，平面ともに，UPnPは SDP+CGに近い精度

が得られている．しかし，UPnPは SDP+CGよりも外れ
値が多い．外れ値となった [a，b，c]を調べると，Nz ≈ 0
とならなかった．これは，行列分解でノイズが増幅され，
解の精度が落ちたためと考えられる．また，正規化しな
い四元数を用いて回転行列を表現するには，無限大，無
限小を扱う必要がある．しかし，UPnPでは，式 11に
あるように，無限を扱わないことを前提としている．そ
のため，[a，b，c]のいずれかが巨大な値になる場合，数
値計算が不安定になる可能性がある．

4. 3 演 算 量

非平面，σ = 2 に対して演算量を評価した．点数は
4 <= n <= 1000，試行回数は 100回である．平均実行時間
を図 9に示す．横軸は n，縦軸は実行時間（単位：ミリ
秒）を表す．
すべての nにおいて，SDP+CGと比較して UPnPが
低演算量である．n = 100 における平均実行時間は，
UPnPが 8.36ミリ秒，SDP+CGが 110.1ミリ秒であり，
約 14倍高速である．最も高速なのは，n = 4における
約 100倍である．ここまで差異が生じるのは，SDP+CG
は反復解法であるため，n = 4と n = 5では一時的に
局所最適解に近付き，演算量が増加するためである [8]．
UPnPはすべての局所最適解から大域的最適解を選択す
るため，そのようなことは起きない．UPnPの演算量は，
完全に O(n)である．

5. お わ り に

本論文は，一般カメラモデルの PnP問題に対するグ
レブナー基底を用いた統一的解法を提案した．提案解法
は，無制約化した姿勢最適化問題の停留点をグレブナー
基底を用いて計算し，大域的最適解を選択する．実験に
より，n = 3の場合は P3P問題の複数解，n >= 4の場合
は大域的最適解が得られ，平面にも非平面にも適用可能
であることを示した．また，n = 100に対する平均実行
時間は，内点法を用いる従来解法と比較して約 14倍高
速であることを示した．今後の課題は，ノイズによる計
算の不安定性を解消することである．
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(a) Rotation Error of FB (b) Rotation Error of UPnP

(c) Translation Error of FB (d) Translation Error of UPnP

図 4 n=3，透視投影モデルにおける FBと UPnPの誤差分布
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(a) Rotation Error of SDP+CG (b) Rotation Error of UPnP

(c) Translation Error of SDP+CG (d) Translation Error of UPnP

図 5 一般カメラモデル，n=4，非平面に対する SDP+CGと UPnPの誤差分布

(a) Rotation Error of SDP+CG (b) Rotation Error of UPnP

(c) Translation Error of SDP+CG (d) Translation Error of UPnP

図 6 一般カメラモデル，n=50，非平面に対する SDP+CGと UPnPの誤差分布
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(a) Rotation Error of SDP+CG (b) Rotation Error of UPnP

(c) Translation Error of SDP+CG (d) Translation Error of UPnP

図 7 一般カメラモデル，n=4，平面に対する SDP+CGと UPnPの誤差分布

(a) Rotation Error of SDP+CG (b) Rotation Error of UPnP

(c) Translation Error of SDP+CG (d) Translation Error of UPnP

図 8 一般カメラモデル，n=50，平面に対する SDP+CGと UPnPの誤差分布
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