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あらまし 本論文では表情変化を含んだ顔画像列の認識問題に対して、グラスマン多様体に基づいたグラスマン距離
およびグラスマンカーネルを用いることで識別能力の高い認識手法を考える。顔画像列を部分空間で表し、画像列同
士の類似度に正準角を用いる相互部分空間法が既に提案されている。しかし、相互部分空間法は部分空間同士の第一
正準角のみを用いるため最適ではない。そこで本論文においてグラスマン距離を相互部分空間法に適用した手法を提
案する。その他にもいくつかの識別手法に対してグラスマンカーネルを適用する。これらの提案手法を評価するため
に、表情変化のある顔画像列データセットを用いて実験を行い、グラスマン距離に基づいた認識手法が顔画像列の認
識問題に対して有効であることを確認した。
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1. は じ め に
コンピュータビジョンでは多くの場合、物体の特徴を

画素の集合で表現している。このとき、それぞれの画像
は視点の変化や照明変化などの外部からの要因による変
化や剛体・非剛体変形などの物体そのものによる変化を
含んでいる。特に物体認識では、それぞれの画像間の関
係よりも全体の画像集合間の関係を考慮することの方
が有利であると知られている。そこで、二つの画像列を
比較するために最適な距離もしくは類似度を決定する
必要がある。このために、Parametric Modelに基づく
手法や Non-Parametric Sampleに基づく手法が提案さ
れている。Parametric Modelに基づく手法 [1, 2]では、
画像集合はパラメータ分布関数によって表され、集合間
の距離は Kullback-Leibler情報量によって計算される。
一方、Non-Parametric Sampleに基づく手法 [3,4]では、
各画像集合内のそれぞれのサンプル間に対する最近傍
(Nearest-Neighbor; NN)距離が用いられる。
近年、画像の集合を低次元線形部分空間で近似する手

法が広く用いられている。また、線形部分空間法におい
て画像列間の距離は対応する部分空間同士の距離として
表現される。この部分空間同士の距離は部分空間同士の
正準角で表現される。相互部分空間法 (Mutual Subspace
Method; MSM) [6]では最小の正準角の余弦を 2つの画
像列同士の類似度として用いている。また、MSMの関
連手法として核非線形相互部分空間法 (Kernel MSM;
KMSM) [7] や多重制約相互部分空間法 (Constrained
MSM) [8, 9]、ブースト多様体正準角 (Boosted Manifold
Principal Angles) [10]、正準相関判別分析 (Discriminant
Analysis of Canonical Correlations) [11]などが挙げら

れる。
最近の研究 [12]では、部分空間に基づく学習手法がま
とめられている。これはユークリッド空間の線形部分空
間の集合である、グラスマン多様体 (Grassmann mani-
fold) [13]として問題を定式化している。グラスマン多
様体の幾何学的構造を考慮し、部分空間同士の正準角
を用いたさまざまな距離が提案されている [12,14]。[12]
では Projection Metricと Binet-Cauchy Metricがグラ
スマン多様体において有用なメトリックであると示され
ている。対応するカーネル関数である Projection Ker-
nelとBinet-Cauchy Kernelを用いたKernel Linear Dis-
criminant Analysisは Grassmann Discriminant Analy-
sis (GDA) と呼ばれている。また、Kernel Grassmann
Discriminant Analysis (KGDA) [15]も提案されており、
カーネルを用いて GDAを拡張したものである。
部分空間の類似度を近似する際、最小の正準角の余弦
のみを用いる手法は幾何学的に最適ではなく、認識に対
しても最適ではない。そこで本論文では、MSMの拡張
手法を提案する。すなわち、グラスマン距離を画像列間
の類似度の定義に用いる Grassmann Distance Mutual
Subspace Method (GD-MSM)を提案する。さらにグラ
スマン距離に基づいて、より判別能力の高い学習関数
を得るために Support Vector Machine(SVM) [16]にグ
ラスマンカーネル [12] を適用した Grassmann Kernel
Support Vector Machine(GK-SVM)も提案する。4節で
述べる実験では、2つの異なるデータセットにおいていく
つかの関連手法を用いて GD-MSMと GK-SVMの性能
を比較する。データセットの一つ目は自然な会話による
表情変化を含んだ 100人分の顔画像列データセット [17]
である。二つ目は 6つの基本的な感情を含んだ 101人分
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の顔画像列データセット [18]である。また、二種類の識
別辞書を用意して、その影響について調査した結果につ
いても述べる。まず一つ目はそれぞれのクラスに属する
全ての画像列から 1つの識別辞書を作成する。二つ目は
画像列ごとにそれぞれの識別辞書を作成する。

2. 準 備
本節ではグラスマン距離とグラスマンカーネルに関連

する用語について述べる。
いま、ベクトルで表した 2 つの画像列 Si =

{xi
1, x

i
2, · · · , xi

n}および Sj = {xj
1,x

j
2, · · · , xj

m}を考え
る。ただし、xi

n は i 番目の画像列に含まれる n 番目
の画像である。各画像列に含まれる画像の集合全体
はユークリッド空間 RD 中の対応する部分空間で表せ
る。すなわち、span(Yi) = span{u1, · · · ,up} および
span(Yj) = span{v1, · · · , vq}である。ここで、span(Yi)
は D × p行列 Yi = [u1, · · · ,up]の列ベクトルによって
張られる部分空間である。また、{u1, · · · , up}は正規直
交基底である。RD における全てのm次元線形部分空間
の集合はグラスマン多様体 G(m,D)と呼ばれ、部分空間
span(Yi)と span(Yj)は多様体 G(m,D)上で 2つの点と
して表せる。G(m,D)上の様々な距離は [14]において定
義されており、その全ての距離は部分空間同士 [5]の正
準角を用いて表現できる。
部分空間 span(Y1) と span(Y2) の正準角 (0 <= θ1 <=

. . . <= θm <= π/2)は以下の式で再帰的に定義できる。

cos θk = max
uk∈span(Y1)

max
vk∈span(Y2)

uT
k vk (1)

この式は以下の制約条件を持つ。

uT
k uk = 1,vT

k vk = 1, (2)

uT
k ui = 0,vT

k vi = 0, (i = 1, · · · , k − 1) (3)

正準角は Y T
1 Y2 の特異値分解によって計算できる。

Y T
1 Y2 = UΛV T ,Λ = diag(λ1, · · · , λm) (4)

ここで、直交基底行列 Y1と Y2は span(Y1)と span(Y2)
の行列表現である。また、λi = cos θiは正準角 θiの余弦
であり、正準相関として知られている。
本節の残りで次のグラスマン距離 [12]について述べる。
1. Projection Metric (正準角の正弦の 2-Norm)

dP (Y1, Y2) = (
m∑

i=1

sin2 θi)
1
2 = (m−

m∑
i=1

cos2 θi)
1
2 (5)

2. Binet-Cauchy Metric (正準角の余弦の積)

dBC(Y1, Y2) = (1 −
∏

i

cos2 θi)
1
2 (6)

3. 最大相関 (最小の正準角の正弦のみを用いており、
MSM [6]と等価)

dMax(Y1, Y2) = (1 − cos2 θi)
1
2 = sin θi (7)

4. 最小相関 (最大の正準角の正弦のみを用いる)

dMin(Y1, Y2) = (1 − cos2 θm)
1
2 = sin θm (8)

5. Procrustes (Chordal)距離 (2つの部分空間 span(Y1)
および span(Y2) の異なる表現間の最小距離であり、
Frobenius normを用いる)

dCF (Y1, Y2) = min
R1,R2∈O(m)

||Y1R1 − Y2R2||F (9)

= 2(
m∑

i=1

sin2(θi/2))
1
2 (10)

6. 行列 2-normを用いた Procrustes (Chordal)距離

dC2(Y1, Y2) = min
R1,R2∈O(m)

||Y1R1 − Y2R2||2 (11)

= 2 sin(θm/2) (12)

7. Geodesic距離 (グラスマン多様体上の 2点を測地線
の長さ)

dG(Y1, Y2) =
m∑

i=1

θ2
i (13)

8. 平均距離

dMean(Y1, Y2) =
1
m

m∑
i=1

sin2 θi (14)

4節では顔画像列を用いて顔認識実験と表情認識実験
を行い、上記 8つのグラスマン距離を比較する。

Projection Metric (5)およびBinet-Cauchy Metric (6)
は次の正定値グラスマンカーネルの定義に用いられて
いる。

1. Projection Kernel

kP (Y1, Y2) = trace[(Y1Y
T
1 )(Y2Y

T
2 )] (15)

= ||Y T
1 Y2||2F (16)

2. Binet-Cauchy Kernel

kBC(Y1, Y2) = det(Y T
1 Y2)2 (17)

= det(Y T
1 Y2Y

T
2 Y1) (18)

=
∏

i

cos2 θi (19)

これらのカーネルは様々なカーネルアルゴリズム [19]
と結合して用いることができる。文献 [12]では Kernel
LDAに用いられている。次節では、SVM [20]にこれら
のカーネルを適用することを提案する。

3. 手 法
本節では、顔画像列に対して行う評価実験に用いる手
法について述べる。
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3. 1 Grassmann Distance Mutual Subspace
Method (GD-MSM)

本論文で提案する Grassmann Distance Mutual Sub-
space Method (GD-MSM)は前節で述べたグラスマン距
離を用いてMSMを拡張した手法である。部分空間同士
の最小の正準角のみを用いる代わりに全ての正準角を用
いる。すなわち、式 (5)から (14)に示した 8つの距離を
用いる。

3. 2 Grassmann Discriminant Analysis (GDA)

GDA [12] は判別学習におけるグラスマンカーネル
kP (16)および kBC(19)を用いる。すなわち、グラスマ
ンカーネルを用いた Kernel Discriminant Analysisであ
る。GDAは LDAにおいて判別方向ωを求めるために用
いるレイリー商 L(ω) = ωT Sbω/ωT Sωωに kernel trick
を適用した手法である。ここで、Sbおよび Sω はクラス
間分散行列およびクラス内分散行列である。いま、φが
特徴マップで Φ = [φ1 · · ·φN ]が学習サンプルの特徴行
列のとき、ωは特徴ベクトルの線形結合ω = Φαで表せ
る。レイリー商は αを用いて次式で表現できる。

L(α) =
αT ΦT SBΦα

αT ΦT SW Φα
(20)

=
αT K(V − 11T /N)Kα

αT (K(I − V )K + σ2I)α
(21)

ここで、K は学習データにグラスマンカーネルを適用
して得られるカーネル行列であり、1は全ての要素が 1
の N次元ベクトルである。また、V はブロック対角行
列であり、その c番目のブロックはNc ×Ncの全ての要
素が 1の行列をNc で割ったものである。さらに σ2I は
正則化項である。GDAは (21)を最大化する αを求め、
Ftrain = αT K と Ftest = αT Ktest 間のユークリッド距
離を用いて最近傍法による識別を行う。ここで、Ktest

は学習サンプルとテストサンプルから得られるカーネル
行列である。

3. 3 Grassmann Kernel Support Vector
Machine (GK-SVM)

Grassmann Kernel Support Vector Machine (GK-
SVM) は SVM にグラスマンカーネルを用いた手法で
ある。ここでまず、2クラスの識別問題について考える。
学習セット S = {(Y1, y1), · · · , (YN , yN )}が与えられた
とする。ここで、Yiは span(Yi)の行列表現であり、i番
目の学習サンプルに対応している。yi = {−1, 1}はクラ
スラベルである。このとき、SVMは次の最適化問題を
解く。

min
ω,ξ,b

1
2
ωT ω + C

N∑
i=1

ξi (22)

subject to yi(ωT φi + b) >= 1 − ξi, ξi >= 0 (23)

また、双対表現は次のように与えられる。

min
α

1
2
αT Qa − 1T α (24)

subject to yT α = 0, 0 <= αi <= C (25)

式 (22) - (25)において、ξはマージンスラックベクトル
であり、φは特徴空間の変換関数である。また、C はス
ラック変数とマージンのトレードオフを操作する変数で
あり、Qij = yiyjKij となる。決定関数は次式で書ける。

sgn(
N∑

i=1

yiαiK(Yi, YT ) + b) (26)

ここで、YT は span(YT )の行列表現であり、テスト画像
に対応する。本論文では多クラス問題に対応するため、
one-against-oneアプローチを用いる。cはクラス数であ
り、c(c − 1)/2個の 2クラス識別器が構成される。そし
て識別は多数決によって決定する。

3. 4 相互部分空間法 (MSM)

MSM [6]は最大相関距離 (7)に対応している。

3. 5 核非線形相互部分空間法 (KMSM)

KMSM [7]は入力データを非線形に扱うために、MSM
にKernel Principal Component Analysis (Kernel PCA)
を適用した手法である。

3. 6 CLAFIC

CLAFIC [21]は部分空間法の中でも古くから用いら
れている手法であり、それぞれのクラス c の部分空間
span(Yc)は Yc = [u1, · · · , up]と表せる。類似度として
テスト画像サンプル xT と学習画像の部分空間との角度
が用いられる。

cos2 θ =
1

||xT ||22

p∑
i=1

(uT
i xT )2 (27)

さらにベースラインとして、PCAに基づいた固有顔手
法 [22]および LDAに基づいたフィッシャー顔手法 [23]
を用いる。これらの手法は CLAFICと同様に、各顔画
像を別々に識別する。

4. 実 験
提案手法の性能を評価するために顔認識実験と表情認
識実験を行った。まず、実験に用いた 2つのデータベー
スについて述べる。顔認識実験にはMOBIO [17]を、表
情認識実験には BU-4DFE [18]を用いた。

MOBIOは 160人の被験者が質問に答える様子を撮影
した顔画像列データセットである。データは撮影環境の
異なる 6つのセッションに分かれており、各セッション
ごとに 21個の画像列が入っている。また、各画像列には
自然な表情変化が含まれる。本実験ではこの画像列の各
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画像に対して 2通りの顔検出を行った上で用いる。顔検
出方法は OpenCV [24]を用いた。1つ目は Viola-Jones
の顔検出器を用いた顔検出法であり、2つ目は目検出器
を用いた顔検出法である。前者を用いて作成したデータ
をデータ 1、後者を用いて作成したデータをデータ 2と
呼ぶこととする。ただし、検出に失敗した画像は使用し
ない。
一方、BU-4DFEは 101人の被験者を撮影したデータ

セットであり、6通りの異なる表情を含んだ画像列で構
成されている。すなわち、怒り、嫌悪、恐れ、幸せ、悲し
み、驚きである。なお、データは 3Dと 2Dが用意されて
いる。BU-4DFEを用いた関連研究は [18]にて行われて
おり、2Dデータを用いた比較手法の認識率は 63.72%で
あるのに対して 3Dデータを用いた認識率は 90.44%であ
る。しかし、これは 3Dデータを用いた手法の認識結果
であり、また 60人分のデータだけ用いているため単純
には比較できない。本実験では 2Dの画像列の各画像に
対して先述した目検出器を用いて顔検出を行い、検出さ
れた全顔画像を用いた。
次に実験及びその結果について述べる。まず、MOBIO

のデータを用いて顔認識を行った。画像列長の変化によ
る影響を調査するために、画像列の長さを 5, 15, 25枚
と変化させたときの各手法の比較を行った。ただし、顔
検出手法の検出率の問題から、全てのショットに対して
25枚以上検出できた 24クラスを用いた。また、各クラ
スごとに 6つのセッションに分かれていることに基づき
leave-one-out cross validationを用いた。なお、実験は
それぞれ 2つの顔検出データに対して行い、また識別辞
書の作成方法について、画像列ごとにそれぞれの識別辞
書を作成する方法と全ての画像列から 1つの識別辞書を
作成する方法の 2パターンを行った。データ 1に対して
画像列ごとにそれぞれの識別辞書を作成したときの認識
率を図 1に、データ 2に対して画像列ごとにそれぞれの
識別辞書を作成したときの認識率を図 2に示す。一方、
データ 1に対して全ての画像列から 1つの識別辞書を作
成したときの認識率を図 3に、データ 2に対して全ての
画像列から 1つの識別辞書を作成したときの認識率を
図 4に示す。ただし、図の縦軸は認識率、横軸は手法ま
たは類似度である。また、(a)において横軸の 1は NN
(PCA)、2はNN (LDA)、3は CLAFIC法、4はMSM、
5はKMSM、6はGD-MSM (平均距離)、7はGK-SVM
(Projection Metric)、8は GDA (Projection Metric)を
表しており、(b) において横軸の 1 は Projection Met-
ric、2は Binet-Cauchy Metric、3は最大相関、4は最小
相関、5は Chordal距離 (F-Norm)、6は Chordal距離
(2-Norm)、7はGeodesic距離、8は平均距離である。さ
らに、(c)と (d)において横軸の 1は Projection Metric、
2 は Binet-Cauchy Metric を表す。これらの実験から、
画像列の長さは認識率に対して大きな影響を与えない結
果となった。
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(a) 手法の比較
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(b) GD-MSM の類似度の比較
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(c) GK-SVMの類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)
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(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 1 データ 1 (24クラス、顔検出器使用)に対して画像列ご
とにそれぞれの識別辞書を作成したときの顔認識率

そこで次に、MOBIOのデータの 100クラスを用いて
各手法の比較実験を行った。ここで、実験で用いたコン
ピュータのスペックの問題から画像列の長さを 25枚以
下とした。データ 1に対して画像列ごとにそれぞれの識
別辞書を作成したときの認識率を図 5に、データ 2に対
して画像列ごとにそれぞれの識別辞書を作成したときの
認識率を図 6に示す。一方、データ 1に対して全ての画
像列から 1つの識別辞書を作成したときの認識率を図 7
に、データ 2に対して全ての画像列から 1つの識別辞書
を作成したときの認識率を図 8に示す。
最後に、BU-4DFEの 100人分のデータを用いて表情
認識実験を行った。なお、各表情からクラスを構成し、
各クラスごとに 5つのセッションを作成した。1つのセッ
ションには 20人のデータが含まれる。そして前実験と
同様に leave-one-out cross validationを用いた。画像列
の長さは検出された全画像枚数とした。画像列ごとにそ
れぞれの識別辞書を作成したときの認識率を図 9に、全
ての画像列から 1つの識別辞書を作成したときの認識率
を図 10に示す。
これらの実験より、全般的に GD-MSMと GK-SVM、

GDAの 3つの手法はその他の手法に比べて認識率が高い
結果となった。また、それぞれのクラスに属する全ての画
像列から 1つの識別辞書を作成した場合には GD-MSM
の認識率が高い結果となった。一方で、画像列ごとにそ
れぞれの識別辞書を作成した場合には安定した結果が得
られなかった。これは各画像列間の特徴の違いが大きい
ためだと思われる。したがって、全ての画像列から 1つ
識別辞書を作成した場合の方が高い認識率が得られやす
い。さらに、GD-MSMの 8つの距離の中では平均距離
が最も安定して高い認識率を得た。
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(c) GK-SVMの類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

1 2
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

GDA−Metric

R
ec

og
ni

tio
n 

R
at

e(
pe

rc
en

ta
ge

)

 

 

frames=5

frames=15

frames=25

(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 2 データ 2 (24クラス、目検出器使用)に対して画像列ご
とにそれぞれの識別辞書を作成したときの顔認識率
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(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 3 データ 1 (24クラス、顔検出器使用)に対して全ての画
像列から 1つの識別辞書を作成したときの顔認識率
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(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 4 データ 2 (24クラス、目検出器使用)に対して全ての画
像列から 1つの識別辞書を作成したときの顔認識率

1 2 3 4 5 6 7 8
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Methods

R
ec

og
ni

tio
n 

R
at

e(
pe

rc
en

ta
ge

)

 

 

frames25

(a) 手法の比較

1 2 3 4 5 6 7 8
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

GD−MSM−Metric

R
ec

og
ni

tio
n 

R
at

e(
pe

rc
en

ta
ge

)

 

 

frames=25

(b) GD-MSM の類似度の比較

1 2
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

GK−SVM−Metric

R
ec

og
ni

tio
n 

R
at

e(
pe

rc
en

ta
ge

)

 

 

frame=25

(c) GK-SVMの類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-
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(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 5 データ 1 (100クラス、顔検出器使用)に対して画像列ご
とにそれぞれの識別辞書を作成したときの顔認識率
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(c) GK-SVMの類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-
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(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 6 データ 2 (100クラス、目検出器使用)に対して画像列ご
とにそれぞれの識別辞書を作成したときの顔認識率
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(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 7 データ 1 (100クラス、顔検出器使用)に対して全ての画
像列から 1つの識別辞書を作成したときの顔認識率

1 2 3 4 5 6 7 8
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Methods

R
ec

og
ni

tio
n 

R
at

e(
pe

rc
en

ta
ge

)

 

 

frames25

(a) 手法の比較

1 2 3 4 5 6 7 8
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

GD−MSM−Metric

R
ec

og
ni

tio
n 

R
at

e(
pe

rc
en

ta
ge

)

 

 

frames=25

(b) GD-MSM の類似度の比較
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Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)
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(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 8 データ 2 (100クラス、目検出器使用)に対して全ての画
像列から 1つの識別辞書を作成したときの顔認識率
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(c) GK-SVMの類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-
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図 9 画像列ごとにそれぞれの識別辞書を作成したときの表情
認識実験における認識率
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(c) GK-SVMの類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)
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(d) GDA の類似度の比較 (1:

Projection Metric、2: Binet-

Cauchy Metric)

図 10 全ての画像列から 1つの識別辞書を作成したときの表
情認識実験における認識率

5. お わ り に
本論文では様々な識別手法にグラスマン距離およびそ

れに基づいたグラスマンカーネルを適用した手法を提案
し、性能の比較実験を行った。顔認識実験と表情認識実
験において、データの変化による認識率の差は生じるも
のの、グラスマン距離に基づいた識別手法が顔画像列の
認識問題に対してより有効であることを示した。
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