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本研究では，単位球面上における接線方向を指定することによって空

間曲線を生成する手法を提案する．単位球面上の接線方向は，単位４元

数 Bézier 曲線によって指定する．提案手法は，従来の手法よりも，曲線

形状をより直観的に捉えることができる．また，最適化によって指定さ

れた端点位置および接線方向を満足するような空間曲線の生成手法につ

いても述べる． 
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This paper presents a method for designing space curves by specifying 
tangential directions on the unit sphere.  The tangents are specified by unit 
quaternion Bézier curves.  The proposed method can more intuitively design 
the shape of the curve than the previous method.  We also propose a method 
for drawing a curve segment with a specified position and their tangents using 
an optimization. 
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1. はじめに 

Farin の Curves and Surfaces for CAGD において，fair な曲線とは，「曲率プロットが

連続で，尐ない数の単調領域を持つ曲線」として定義されている 3)．自由曲線におい

て，曲率の制御は容易ではないため，平面曲線に関して様々な研究が行われている．

空間曲線において曲率を制御することに関する研究は，3 節において述べるが，あま

り多く存在していない．平面曲線と同様に，自由曲線を用いて空間曲線を生成するこ

とは容易であるが，生成される空間曲線の曲率や捩率の制御をすることは容易ではな

い．曲率および捩率プロットを指定し積分することによって曲線を生成することはで

きるが，曲線形状を推定することは容易ではない． 

本研究では，単位球面上に接線方向を指定し，それを積分することによって空間曲

線を生成する手法を提案する．接線ベクトルの角速度は曲率  に相当し，従法線の角

速度は  （ は捩率）に相当する．従って，単位接線ベクトルが（局所的に）大円上

を回転する速度は曲率に相当する．また，単位球面上の接線ベクトルが大円から外れ

ると捩率が 0 でなくなり，空間曲線となる．単位球面上における接線方向を指定する

ため，始点および終点での接線方向が分かるため，曲線形状に関する情報をある程度

得ることも可能である． 

提案する手法では，曲線を積分してみないと終点の位置に関する情報が分からない．

そこで，最適化手法を用いて，指定された端点位置と接線方向を満足するような曲線

セグメントの生成手法についても述べる． 

 以降，2 節では４元数の基本演算と４元数を用いた回転について簡単に述べる．3

節では，関連する従来の研究について述べる．3.1 節では，曲率の制御を考慮した空

間曲線の生成に関する従来の研究について述べる．3.2 節では，本研究で利用する

Bézier 単位４元数曲線について述べる．3.3 節では，本研究と関連する三浦らによる４

元数積分曲線について述べる．4 節では，提案する曲線といくつかの曲線の生成例を

述べ，5 節では曲線セグメントの生成手法を述べる．8 節にまとめと今後の展望を述べ

る． 

2. ４元数と回転 

2.1 ４元数の基本演算 

複素数は２つの要素によって表されるが，４元数 q は４つの成分によって 

  , , ,q w x y z   , , ,w x y z R     (1) 

のように表される．４元数の加算，ノルムなどは，通常の４次元ベクトルの場合と同

様に計算できる．従って， q が単位４元数であることは， q のノルム q が 1 であるこ

と，すなわち， 
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 2 2 2 2 1q w x y z          (2) 

を意味する．２つの４元数    0 0 0 0 0 1 1 1 1 1, , , , , , ,q w x y z q w x y z  が与えられたとき，積
0 1q q

は， 

 
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1

( , ,

              w , )

q q w w x x y y z z w x w x y z y z

y w y x z x z x y x y w z w z

      

      
  (3) 

で定義される．一般に４元数の積は可換ではないため注意が必要である．q の共役 q は， 

  , , ,q w x y z         (4) 

で表される． q の逆元 1q は， 

 1

2

1
q q

q

        (5) 

によって与えられる． 

2.2 ４元数による回転 

コンピュータアニメーションでは，物体の自然で滑らかな動きを生成する必要があ

る．物体の中心位置の動きはユークリッド空間 3R の曲線として表現され，物体の向き

(orientation)は 3R の回転群  3SO における曲線として表現することができる．  3SO に

おいて滑らかな曲線を生成することは困難であるため，Shoemake は，コンピュータグ

ラフィックスの世界に４元数(quaternion)を導入した 12)．Shoemake は，線分の概念を 3S

における測地大円弧(geodesic great circular arc)に一般化することによって de Casteljau

のアルゴリズムを拡張し，3 次元球面 3S において Bézier 単位４元数曲線を生成させた． 

３次元空間の点ベクトル  , ,p x y z を４元数によって表したものを p̂ で表す．すな

わち  ˆ 0, , ,p x y z である．以降，  ̂ をつけたものを３次元ベクトルを４元数によって

表したものであるとする．単位４元数 3q S が与えられたとき，３次元空間における

回転  3qR SO は，次式によって表される． 

   1ˆ
qR p qpq       (6) 

ここで，単位４元数 q は，ある角  と単位ベクトル 2v S が与えられた時， 

 cos , sinq v  によって表される． qR は，軸 v に関する回転角 2 の回転を表す．

q qR R であるので， 3S における２つの対心点(antipodal points) ,q q は，  3SO におけ

る同じ回転を表す．単位４元数を   3, , ,q w x y z S  としたとき，  3qR SO は 

 

2 2

2 2

2 2

1 2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 1 2 2

q

y z xy wz xz wy

R xy wz x z yz wx

xz wy yz wx x y

    
 

     
     

   (7) 

によって表される． 

3. 従来の研究 

3.1 曲率および捩率を考慮した空間曲線生成に関する従来の研究 

 Bézier 曲線や B-spline 曲線などに代表される自由曲線は，制御点の位置を設定する

ことにより様々な曲線を生成できるという特徴を持つが，その一方で，曲率（および

捩率）変化を制御することは容易ではない．平面曲線の曲率変化を制御する研究は，

多く（例えば文献 5,11,14)）行われている．  

 空間曲線の曲率を制御する研究はあまり多くなないが，古くは，Adams によって曲

率および捩率がともに線形に増加し線形に減尐する曲線を生成する研究 1)が行われて

いる．東らは，縮閉線を用いて曲率変化の単調な平面曲線を生成し，その曲線をスイ

ープさせた曲面の交差として空間曲線をデザインする手法を提案している 6)．三浦は，

fair な空間曲線の生成手法として単位 4 元数積分曲線を提案している 9,10)．単位４元数

積分曲線に関しては，3.3節に詳しく述べる．比較的最近に提案された Farin による class 

A Bézier 曲線 4)は，Bézier 曲線形式で，曲率および捩率変化の単調な空間曲線をしよう

とするものである．しかしながら，曲率・捩率が単調に変化する条件に間違いがある

ことが指摘され，Cao らによって class A Bézier 曲線を生成する行列が対称行列である

場合に，曲率および捩率変化の単調性が証明されている 2)．吉田らは，曲率対数グラ

フの概念を捩率対数グラフに拡張することによって，曲率および捩率対数グラフが直

線となる（したがって，曲率および捩率変化も単調となる）対数美的空間曲線 13)を提

案している． 

 曲率および捩率を制御するもっともよい方法は，曲率プロットと捩率プロットをユ

ーザに指定させ，積分計算をすることによって曲線を生成する手法であろう．しかし

ながら，この方法では，曲線の接線がどのような方向に向いているのかなど，曲線の

形状に関する情報は，曲線を積分して描いてみないと分からない．class A Bezier や対

数美的曲線は曲率および捩率単調な曲線を生成することができるが，基本的には一本

のセグメントのみの生成である．三浦によって提案された単位４元数積分曲線は，fair

な空間曲線を生成できるが，生成される曲線の形状や曲率がどのように変化をするの

かを推測することは容易ではない．本研究では，曲率および捩率の制御と形状に関す

る推測をある程度可能な手法について述べる． 
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3.2 Bézier 単位４元数曲線 

Kim らは，４元数に対する対数写像および指数写像を定義することによって，Bézier

単位４元数曲線を生成する手法を提案した 7,8)． 

単位４元数   3, , ,q w x y z S  が与えられたとき， 

  1cos 0,    ,  
  2

2 2 2

, ,
, ,

x y z
a b c S

x y z
 

 
   (8) 

とすると， 

    cos ,   , , sin , ,w x y z a b c       (9) 

である．従って，単位４元数 3q S は， 

   cos ,sin , ,q a b c       (10) 

によって表すことができる．ここに， 0    ，   2, ,a b c S である． 

 単位４元数 q の対数 logq
8)は， 

   log 0, , ,q a b c       (11) 

で与えられ，その逆写像は， 

      exp 0, , , cos ,sin , ,a b c a b c        (12) 

によって与えられる． 

  n

iB t を Bernstein 多項式としたとき，累積基底関数  n

iB t は， 

    
n

n n

i i

j i

B t B t


      (13) 

によって与えられる．４元数によって表された制御点を iq としたとき， n 次 Bézier 単

位４元数曲線は， 

     0

1

exp
n

n

i i

i

q t q B t


       (14) 

によって定義される．ここに 

  1

1logi i iq q 

       (15) 

である．Bézier 単位４元数曲線は，Shoemake の Bézier４元数曲線 11)と形状が異なる 1)

とに注意されたい． 

3.3 単位４元数積分曲線 

単位４元数積分曲線 3,4)は，Kim らによって提案された Bézier 単位４元数曲線など

を用いて，空間曲線を生成するものであり，三浦によって提案された．単位ベクトル

  2, ,x y zv v v v S  ，Bézier 単位４元数曲線     0,1q t t が与えられたとき，単位４元数

積分曲線は， 

   1

0
0

ˆ
s u u

s q vq du
s s

   
     

   
C P     (16) 

によって与えられる．ここに，
0P は曲線の始点位置， s は曲線長， v は， v を４元数

 0, , ,x y zv v v v と解釈したものである．  q t は，B-spline 単位４元数曲線や Hermite 単

位４元数曲線でもよい． 

 図１(a)は，制御点を大円上に等間隔においた 2 次 Bézier 単位４元数曲線を示す．図

１(b)は，これを積分することによって生成された単位４元数積分曲線である．図２(a), 

(b)は，曲率および捩率プロットを示す．これより，制御点を大円上に等間隔においた

場合には，曲率および捩率が一定の曲線である常螺旋が生成されることが分かる． 

図３(a)は，図１(a)の制御点の間隔を等間隔にならないように配置させたものである．

図３(b)は，この Bézier 単位４元数曲線を積分した曲線である．図４(a), (b)より，曲率

および捩率が線形に変化していることが分かる．これより，単位４元数積分曲線によ

って，曲率および捩率が線形に変化するクロソイド曲線を３次元に拡張した曲線が得

ることができる． 

 三浦によって提案された単位４元数積分曲線は，常螺旋やクロソイドを３次元に拡

張した曲線が得られるものの，４元数による回転のかかった式を積分しているため，

始点や終点での接線方向を推定することが容易ではない．また，曲線の接線方向がど

のように変化しているのかを推定することも，曲線を描いてみないと容易ではない． 

x

y

z

x

y

 
(a) Bézier 単位 4 元数曲線   (b) 単位４元数積分曲線 

図１ 制御点を等円弧間隔に置いた場合 
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

s s



  
   (a) 曲率プロット   (b) 捩率プロット 

図２ 図１(b)の曲率・捩率プロット 

  x

x

yy

z

  
(a)  Bézier 単位 4 元数曲線         (b) 単位４元数積分曲線 

図３ 制御点を等円弧間隔に置かない場合 

 

 
s



s



  

(a) 曲率プロット   (b) 捩率プロット 

図４ 図３(b)の曲率・捩率プロット 

4. 接線方向の指定による空間曲線の生成 

本研究で提案する曲線は，球面上の曲線として指定された接線方向を指定し，それ

を積分することによって空間曲線を得るものである．球面上の曲線の指定には，単位

４元数積分曲線を用いるが，他の曲線を用いることも可能である． 

単位球面上の曲線を     0 1q t t  としたとき，提案する空間曲線は，  

   0
0

s u
C s q du

s

 
   

 
P     (17) 

によって与えられる．ここに，
0P は始点位置， s は孤長である．以降，式(17)による

曲線を接線積分曲線と呼ぶ．単位球面上の曲線の指定には必ずしも４元数を用いる必

要がないと考えるため，このように呼ぶこととする．この手法によって曲線を生成す

るメリットは，例えば  q t が Bézier 単位４元数曲線である場合には，制御点から始点

および終点の接線方向を容易に知ることができる点，および生成される曲線の接線方

向の変化を推定できる点にある．曲率は接線の角速度であり，捩率は従法線の角速度

に-1 をかけたものである．したがって，単位球面上の曲線が大円上を移動する速度は

曲率に相当し，単位球面上の曲線が大円から離れると捩率が生じる． 

 図５(a)は，制御点を大円上に等間隔においた 2 次 Bézier 単位４元数曲線を示す．図

１(b)はこれを積分することによって生成された接線積分曲線である．図６(a),(b)は，

曲率および捩率プロットを示す．これより，曲率が一定の平面曲線が生成されること

が分かる． 図７(a)は，図５(a)の制御点の間隔を等間隔にならないように配置させた

ものである．図７(b)に接線積分曲線，図８に曲率・捩率プロットを示す．これより，

曲率が線形に変化する平面曲線を生成されていることが分かる． 

図９(a)は，制御点を単位球面上に置いた 2 次 Bézier 単位４元数曲線を示す．図９(b)

は接線積分曲線である．図１０(a)，(b)に曲率，捩率の変化を示す．図１１(a)は尖点が

ある 3 次 Bézier 単位４元数曲線を示す．これを積分することで，図１１(b)のような曲

線を生成できる．このときの曲率，捩率を図１２(a),(b)に示す． 

図１３(a)は 4 次 Bézier 単位４元数曲線を示す．これを積分したものが図１３(b)であ

る．このように，２次以外の Bézier 単位４元数曲線でも曲線を生成可能である．図１

４(a)，(b)に曲率・捩率プロットを示す． 
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   (a)  Bézier 単位 4 元数曲線         (b) 接線積分曲線   

 図５ 制御点を等円弧間隔に置いた場合 

 s



s



  
(a)  曲率プロット         (b) 捩率プロット 

図６ 図５(b)の曲率・捩率プロット 
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(a)  Bézier 単位 4 元数曲線         (b) 接線積分曲線 

図７ 制御点を等円弧間隔に置かない場合 

 
s



s



  

(a)  曲率プロット         (b) 捩率プロット 

図８ 図７(b)の曲率・捩率プロット 
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(a)  2 次 Bézier 単位 4 元数曲線      (b) 接線積分曲線 

図９ ２次の空間曲線 
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(a)  曲率プロット         (b) 捩率プロット 

図１０ 図９(b)の曲率・捩率プロット 
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(a)  3 次 Bézier 単位 4 元数曲線         (b) 接線積分曲線 

図１１ 尖点のある場合 
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(a)  曲率プロット         (b) 捩率プロット 

図１２ 図１１(b)の曲率・捩率プロット 
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(a)  4 次 Bézier 単位 4 元数曲線         (b)接線積分曲線 

図１３ ４次の空間曲線 
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 (a)  曲率プロット         (b) 捩率プロット 

図１４ 図１３(b)の曲率・捩率プロット 

5. 曲線セグメントの生成 

 本節では，両端点の位置と接線方向が指定された場合に，その条件を満足する式(19)

で表される曲線セグメントを生成する手法について述べる．以降，特に断りのない場

合を除いて，  q t は 2 次 Bézier 単位４元数曲線であるとする．後に，3 次の場合につ

いても述べる． 

 2S 上の極座標 ,  の点を  ,p    

    , cos cos ,sin , sin cosp            (18) 

によって表す．曲線セグメントの生成を容易にするために，始点位置は原点とし，始

点での接線ベクトルを
T

1 0 0   とする．これは，ユーザによって指定された位置と

接線方向に応じて，適切な平行移動と回転を施すことによって，容易にこの条件を満

たすことができる．曲線生成後，適切な逆変換を行えば，元の条件を満たすことがで

きる．始点位置が原点であることは，式(17)において
T

0 0 0 0   P であることを意味

する．ユーザによって指定された始点と終点の位置と接線ベクトルを，それぞれ，

aP , cP , aV , cV とする．ここで， aP , cP , aV , cV は上記の平行移動と回転が施されたもの

であるとする．すなわち
T

0 0 0a    P ，
T

1 0 0a    V である．ここで，最初の制御

点ベクトルを aV ，最後の制御点ベクトルを cV とすれば，始点と終点における接線方
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向を満足させることができる．残りの条件は，
cP の一致である．ところで，曲線セグ

メントをスケール倍しても，始点位置および始点と終点における接線方向を満足する

ことは変わらない．従って，生成される曲線の終点は原点と
cP を通る直線上に存在す

ればよい．最初と最後の制御点が決められているので，２次 Bézier 単位４元数曲線に

おいて，変更できるのは２番目の制御点  ,b bp   のみである．したがって， /s c cV V V ，

積分した曲線の終点を
eP としたとき，次式が 0 になるような， ,b b  を求めればよい． 

  , 1e
b b s

e

f    
P

V
P

     (19) 

なお，式(15)の最適化には滑降シンプレックス法を用いた． 

図１５(a)は最適化を行った後の２次 Bézier 単位４元数曲線である．図１５(b)に，最

適化を行ったことにより， 指定された条件を満足する曲線を生成できている様子を示

す．図１６(a)，(b)は図１５(b)の曲率・捩率プロットである． 

図１７(a)は３次Bézier 単位 4 元数曲線を指定された条件を満足するように最適化し

たものである．最適化では，第 2 の制御点の位置のみを変化させた．３次の場合でも，

第 2 の制御点の移動のみで指定された条件を満足させることがある程度可能である．

図１７(b)の曲線の曲率，捩率を図１８(a)，(b)に示す．  
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(a)  Bézier 単位 4 元数曲線         (b)積分曲線 

図１５ ２次の曲線セグメントの生成 
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    (a)  曲率プロット           (b) 捩率プロット 

図１６  曲率・捩率プロット 
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  (a)  Bézier 単位 4 元数曲線            (b)積分曲線 

図１７  ３次の曲線セグメントの生成 
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 (a)  曲率プロット         (b) 捩率プロット 

図１８  曲率・捩率プロット 

 

なお，本手法による最適化では，曲線セグメントが求まらない場合も当然存在する．

また，最適化によって求まる曲線も（特に次数が高くなった場合に）一意とは限らず

初期位置に応じて複数求まるものと思われる．これらの点に関しては，今後考察を行

っていく予定である． 

 

6. まとめ 

本研究では，接線方向を積分することによる接線積分曲線を提案した．単位球面上

の接線方向の指定には，Bézier 単位４元数曲線を用いたが，他の曲線を利用すること

ももちろん可能である．また，最適化により，ユーザの指定する位置と接線方向を満

足する曲線セグメントを求める手法についても述べた． この曲線セグメント生成のア

イディアは，三浦によって提案された単位４元数積分曲線に容易に応用することも可

能である． 

単位球面上を曲線が動く速度は曲率に相当するが，本研究で利用した Bézier 単位４

元数曲線では動く速度が分かりにくい場合が存在する．曲率の制御をより直接的に行

うためには，他の曲線形式が望まれる．単位球面上の曲線の動きが，曲率および捩率

の変化にどのように影響しているのか，さらに研究を進めていく予定である． 
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