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計算機の 能力の 向上に よ り ，特に 計算化 学等の 分野に お いて ，こ れ ま で 主流で あ っ

た 基底関 数を 用いた 計算処理を 実空 間 上で 行う こ と が 可 能と な り つ つ あ る ．本稿で は ，

Schroedinger 方程式の 数値解法に お け る 実空 間 法に つ いて の サ ー ベ イ を 行う と と も

に ，今後の 応 用の 可 能性に つ いて 考察す る ．

On the Characteristics of the Real Space Method

Akira Nishida †1

Recent progress of computer power enables us the direct computation of the

problems of quantum chemistry on the real space.

In this paper, we give the survey of the real space method as the numeri-

cal solution of the Schroedinger equation, and the related studies with a few

applications.

1. 背 景

実空 間 法は ，実空 間 に お け る 波動関 数を 差分法や 有限要素法に よ り 直接計算す る 手法で あ

る 2),7)．波数空 間 上で 高速フ ー リエ 変換を 用いる 場合に 問題と な る 周期的境 界条件等の 制約

が な く ，境 界条件等を 自由に 設定す る こ と が で き る ．ま た ，こ れ に よ り 差分法等で 有効な 疎

行列を 対象と す る 反復解法等に 関 す る 知見を 活か す こ と が で き る ．

本稿で は , 量子力学の 数値計算に お け る 手法の 一 つ で あ る 実空 間 法の 特性に つ いて サ ー ベ

イ を 行う と と も に ，今後の 応 用の 可 能性に つ いて 考察す る ．
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2. 実 空 間 法

物質に 関 し て 価 電子と イ オ ンの 核か ら な る モ デ ルを 構成す る 擬 ポ テ ンシ ャ ル法は ，計算機

上に 実装可 能な 手法と し て ，固体物理学で 用いら れ て き た 1),2)．核は 原子核と 内核電子か ら

な り ，複雑な 全電子計算を 避け る こ と が で き る ．擬 ポ テ ンシ ャ ル法の 有効性は 核か ら 離れ た

価 電子の 波動関 数の 精度に 依 存し て お り ，全電子計算と 一 致す る よ う な 擬 似的な ポ テ ンシ ャ

ルを 用いる 2),6)．擬 ポ テ ンシ ャ ルは ，密度汎関 数理論に 基づ いて 決め ら れ る ．密度汎関 数法

で は ，多体問題は 一 電子ハ ミ ルト ニ ア ンに 帰着され る ．交換や 相関 の 効果 は ，電荷密度に の

み 依 存す る 一 電子ポ テ ンシ ャ ルに 包含 され る ．

一 体問題へ の 帰着に 際し て ，局 所密度近 似 (local density approximation, LDA) と 呼ば

れ る 手法も 合わ せ て 用いら れ る こ と が 多い5)．局 所密度近 似は ，基底状態に あ る 凝 縮系の 自

己無撞着な 擬 ポ テ ンシ ャ ルを 計算す る た め に は 有効で あ る ．励起 状態に あ る 系を 計算す る た

め に ，さら に 線型応 答理論を 用いる 必要が あ る ．こ の 他に ，電荷密度の 勾配を 考慮し た 手法

(generalized gradient approximation, GGA) な ど が 提案され て いる 2)．

孤立原子の 場合に つ いて は ，Kohn，Sham ら に よ り ，密度汎関 数理論に 基づ く 擬 ポ テ ン

シ ャ ルが 計算され て いる 4),5)．一 電子ハ ミ ルト ニ ア ンに 対応 す る 一 電子 Schroedinger方程式
(

−h̄2∇2

2m
− Ze2

r
+ VH(~r) + Vxc[~rρ(~r)]

)

ψn(~r) = Enψn(~r) (1)

は ，Kohn-Sham 方程式と も 呼ば れ る ．こ こ で ，Z は 原子の 電子数，VH は ク ー ロンポ テ

ンシ ャ ル，Vxc は 交換相関 ポ テ ンシ ャ ルと す る ．ク ー ロンポ テ ンシ ャ ルと 交換相関 ポ テ ン

シ ャ ルは ，電荷密度か ら 求 め る こ と が で き る ．固有値，固有関 数 (En, ψn(~r)) は ，原子の 全

電子エ ネルギ ー の 計算に 用いる こ と が で き る ．電荷密度は

ρ(~r) = −e
∑

n,occup

|ψn(~r)|2 (2)

で 与えら れ ，す べ て の 占有状態の 総和と な る ．こ れ に よ り ，ク ー ロンポ テ ンシ ャ ル

∇2
VH(~r) = −4πeρ(~r) (3)

を 計算す る ．

交換相関 ポ テ ンシ ャ ルは 電荷密度の 汎関 数と し て 定義 され ，交換相関 エ ネルギ ー は ，εxc

を 交換相関 エ ネルギ ー 密度と し て ，

Exc[ρ] =

∫

ρ(~r)εxc(ρ(~r))d
3
r (4)

情報処理学会研究報告 
IPSJ SIG Technical Report

1 ⓒ 2011 Information Processing Society of Japan

Vol.2011-HPC-130 No.64
2011/7/29



と 書く こ と が で き る ．交換作用と 相関 作用は

εxc = εx + εc (5)

の よ う に 分け る こ と が 多く ，

rs =

(

3

4πρ(~r)

)1/3

(6)

で 定義 され る 電子ガ ス の パ ラメ ー タ か ら ，一 様な 電子ガ ス の 交換ポ テ ンシ ャ ル

εx(rs) = −0.4582

rs
(7)

が 求 め ら れ る ．ま た 相関 ポ テ ンシ ャ ルは モ ンテ カ ルロ法に よ る 計算結果 か ら ，

εc(rs) = − −0.1432

1 + 1.0529
√
rs + 0.334rs

, rs ≥ 1 (8)

ま た

εc(rs) = −0.0480 + 0.0311 ln rs − 0.0116rs + 0.0020rs ln rsrs < 1 (9)

な ど の 近 似が 用いら れ る こ と が 多い．

交換相関 エ ネルギ ー が 得ら れ れ ば ，ポ テ ンシ ャ ルエ ネルギ ー は

Vxc[~r, ρ(~r)] =
δExc[rs]

δrs
· δrs

δρ
(10)

か ら

Vxc[~r, rs] = εxc[~r, rs] −
rs

3

(

dεxc
drs

)

(11)

に よ り 求 め る こ と が で き る ．一 原子の 場合，電荷密度は 球 対称で あ る の で ，1次元問題と

し て 解く こ と が で き ，ク ー ロンポ テ ンシ ャ ルと 交換相関 ポ テ ンシ ャ ルが 自己無撞着な 場に な

る よ う ，反復法に よ っ て 計算す れ ば よ い．

3次元の 場合に は ，領域 の 設定が 問題と な り ，問題は 難し く な る ．多電子原子の 場合，内

核電子が 0.01Å 以内の 距 離に あ る の に 対し て ，価 電子は 1 − 5Å の 距 離に あ る こ と や ，単

純な 基底で 近 似す る こ と が 難し く な る ．擬 ポ テ ンシ ャ ル近 似は こ の 問題を 解消す る も の で ，

様々 な 手法が 提案され て いる 2)．

凝 縮系の 電子状態を 計算す る 場合，内核電子と 価 電子の 原子核か ら の 距 離に 関 す る ス ケ ー

ルの 違 いを 考慮し て ，価 電子の 電子状態の み を 再現す る 平面波基底を 用いる こ と が 多い．し

か し な が ら ，液 体や ガ ラス な ど の よ う に 不規 則な 構造を 持つ 物質な ど で は ，単純に 平面波

基底を 適用す る こ と が で き な いこ と が 知ら れ て いる ．少数の 平面波基底で 近 似で き る 結晶

に 対し て は 平面波基底は 有効で あ る が ，畳み 込み の 計算に 高速フ ー リエ 変換が 必要と な り ，

並列計算を 行う 際に は 高い通信コ ス ト が 問題と な る ．

3. 離 散 化

実空 間 法で は ，実空 間 格子を 基底と し て 用いる こ と に よ り ，精度を 犠 牲に す る こ と な く ，

実用的な 計算量で 複雑な 構造を 持つ 物質の 電子状態を 計算す る こ と が で き る ．擬 ポ テ ンシ ャ

ルの よ う に 変化 の 緩や か な 波動関 数で あ れ ば ，差分法で あ っ て も 実用的な 精度で 解く こ と が

で き る ．

各点が (xi, yi, zi) で 表現され る 格子間 隔 h の 直交格子上で Laplace 演 算子を Taylor 展

開し ，Cn を 係数と し て

∂2ψ

∂x2
=

N
∑

n=−N

ψ(xi + nh, yj , zk) +O(h2N+2) (12)

と 書く こ と に す る ．直交格子上で 1電子 Schroedinger 方程式を 局 所密度近 似に よ っ て 解

く 場合，Vion を イ オ ンが 価 電子に 及 ぼ す 擬 ポ テ ンシ ャ ルの 非局 所部分，VH を ク ー ロンポ

テ ンシ ャ ル，Vxc を 交換相関 ポ テ ンシ ャ ルの 局 所密度表式と し て ，離散化 され た 方程式

− h̄2

2m

[

N
∑

n1=−N

Cn1
ψ(xi + n1h, yj , zk) +

N
∑

n2=−N

Cn2
ψ(xi, yj + n2h, zk) (13)

+

N
∑

n3=−N

Cn3
ψ(xi, yj , zk + n3h)

]

(14)

+
[

Vion(xi, yj , zk) + VH(xi, yj , zk) + Vxc(xi, yj , zk)
]

ψ(xi, yj , zk) (15)

= Eψ(xi, yj , zk) (16)

を 解く こ と に な り ，格子点数が M な ら M 次正方行列の 固有値問題と な る ．

こ こ で 自己無撞着な 場を 計算す る 必要が あ る が ，こ の う ち 交換相関 ポ テ ンシ ャ ル Vvc に

つ いて は ，電荷密度が 計算され れ ば 求 め る こ と が で き る ．ク ー ロンポ テ ンシ ャ ルは 線型方

程式系を 解く 必要が あ る ．各運 動量に よ る イ オ ンの 擬 ポ テ ンシ ャ ルの 非局 在性に つ いて は ，

Vloc を 局 所イ オ ン擬 ポ テ ンシ ャ ル，∆Vl = Vloc −Vl を l個の イ オ ン局 所ポ テ ンシ ャ ルと の

差分, ulm を 原子の 擬 ポ テ ンシ ャ ルと し て ，局 所密度近 似に よ り 以下 の 電子状態計算を 行う ．
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Vion(xi, yj , zk)ψ(x, y, z) (17)

= Vloc(xi, yj , zk)ψ(x, y, z) +
∑

lm

Glmulm(x, y, z)∆Vl(x, y, z) (18)

た だ し

Glm =

∫

ulm(x, y, z)∆Vl(x, y, z)ψ(x, y, z)dxdydz
∫

ulm(x, y, z)∆Vl(x, y, z)ulm(x, y, z)dxdydz
. (19)

∆Vl の 範囲 は 通常結合距 離に 比べ て 小さく ，Vion の 非局 所性は Glm 中の ψ(x, y, z) に

よ っ て 反映され る ．ψ(x, y, z) を 含 む 積分は ，
∫

ulm(x, y, z)∆Vl(x, y, z)ψ(x, y, z)dxdydz (20)

=
∑

ijk

ulm(xi, yj , zk)∆Vl(xi, yj , zk)ψ(xi, yj , zk)h3 (21)

に よ り 計算され る ．

こ れ に よ っ て 得ら れ る 行列は 実対称か つ 疎と な り ，疎行列を 対象と し た 反復解法な ど の 手

法が 適用で き る ．ま た ，演 算子の 適用を ス テ ンシ ル計算に よ っ て 行う こ と も で き る 1)．

1994年，Chelikowsky，Troullier, Saad ら は こ の 方法を 用いて Si2, C2, O2, CO な ど の

2原子分子の 電子状態を 初め て 実空 間 上で 計算し た 3)．原子を 含 む 領域 ，近 似の 次数 N，格

子間 隔 h を 決め る 必要が あ る が ，領域 に つ いて は 原子の 影響 が 無視で き る 程度．す な わ ち ，

表面か ら の 距 離を Si に つ いて は 　 6.8 a.u. (Bohr 半径．1 a.u. = 0.529Å．)，C，O に つ

いて は 5.6 a.u. だ け 確保す る よ う 設定し ，次数を N = 1，格子間 隔 h を 計算誤差が 丸 め

誤差程度と な る よ う に 取る ．固有値と 擬 波動関 数は 擬 ポ テ ンシ ャ ルの 積分値か ら 求 め る こ と

が で き る た め ，こ れ と 比較し た 結果 ，N = 6 以上で は 精度が 改善し な いこ と が 確認され た ．

格子間 隔は , 珪素に つ いて は 0.75 a.u.，炭素，酸 素に つ いて は 0.4 a.u. と し た ．以上の 結

果 ，行列次数は 平面波法と 同程度と な っ た ．ま た 得ら れ た 固有値の 計算精度は 平面波基底を

用いた 場合と 同程度の 0.01 Ry （ リュ ー ド ベ リ) 以内で あ り ．結合距 離，振動モ ー ド は 数

パ ー セ ント の 誤差で 実験値と 一 致し た 3)．

原子ク ラス タ の よ う に ，ま ず 構造を 決定す る 必要の あ る 場合に は ，局 所的に 最適な 構造が

複数あ る こ と か ら ，問題が 複雑と な る ．こ の よ う な 場合に は ，焼き な ま し 法な ど の 手法を 適

用す る こ と が で き る ．焼き な ま し 法を 用いる 場合は ，原子を 高温 の 領域 内に ランダ ム に 配

置し ，温 度を 下 げな が ら 分子動力学法を 適用す る ．ま た ，光電子分光ス ペ ク ト ル，振動モ ー

ド ，分極 ，分光ス ペ ク ト ル，量子井 戸構造な ど の 計算に も 応 用され て いる 2)．

4. ま と め

本稿で は ，現在研 究 を 進め て いる 実空 間 法の 現状に つ いて ，簡単な が ら 紹介を 行っ た ．1990

年代以降，多く の 応 用が 提案され て お り ，計算機の 能力の 向上に 伴い，今後更な る 発展が 期

待され る ．会場で は いく つ か の 応 用例に つ いて 報告す る 予定で あ る ．
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