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最小二乗問題に対する
block Gram-Schmidt法の適用

松 尾 洋 一†1 野 寺 隆†2

Gram-Schmidt法は downdatingを含む最小二乗解を求める問題に対しても，有用
である．Cholesky分解やハウスホルダー変換を用いた場合は，直交行列 Qを保持す
る必要がない分，安定性に欠ける面がある．一方，Gram-Schmidt法に基づく手法は，
再直交化などにより行列 X が悪条件の場合にも安定的に新しい QR分解 Q̃R̃を生成
することができる．しかし，古典的な Gram-Schmidt 法は，一度に複数の行数を取
り除くような block downdating問題の場合は非効率である．block Gram-Schmidt

法は，Q のデータを使う回数を減らしキャッシュメモリを効率的に使用することによ
り，直交化をより効率的に行うことができる．これによって，block downdating の
QR分解をより高速に求めることができる．本発表では，block Gram-Schmidt法を
用いた block downdating に対する手法を提案する．

Block Gram-Schmidt Procedure
for Downdating of Least Squares Solutions.

Yoichi Matsuo †1 and Takashi Nodera†2

The classical Gram-Schmidt procedure is effective for downdating of the least
squares problems. Solvinf the least squares problem, the Cholesky factorization
or Householder factorization need not to store the orthogonal matrix Q, but
sometimes these break down. Conversely, using reorthogonalization, the classi-
cal Gram-Schmidt methods have stability and generate a new QR factrization
Q̃R̃. However, it is not effective when we want to delete several rows from X
and s, which is the block downdating problem.
The block Gram-Schmidt procedure can orthogonalize X more effective. Us-

ing this process, we are able to generate the QR factorization faster. In this
paper, we propose a new method for the block downdating problems with the
block Gram-Schmidt procedure.

1. 背 景

信号処理において，信号が他の信号に干渉され，うまく受信できないという問題が起きる

ことがある．このようなとき，干渉してくる信号の影響を最小限にするように値を操作する

ことを考える．これらの問題は最小二乗問題に帰着される．X ∈ Rn×p, n > p, s ∈ Rn に

対して，次のような最適化問題を考える．

min
w

‖Xw − s‖ (1.1)

X が QR分解可能であるとすると，次式が成り立つ．

(X s) = Q

(
R u

0 ρ

)
, Q ∈ Rn×n, R ∈ Rn×p (1.2)

このとき，最小二乗問題の解 w は，次式で求めることができる．

Xw = s

⇔ QRw = s

⇔ Rw = QT s = u (1.3)

信号処理から出てくる問題は，しばしば downdatingによって修正された問題を扱うことに

なる．downdatingとは，X と sの古いデータ
(
zT σ

)
に対して，次式のような問題を考え

ることである．すなわち，

X =

(
zT

X̃

)
, s =

(
σ

s̃

)
に対して，式 (1.1)と同様に次式のような最適化問題を新たに考える．

min
w̃

‖X̃w̃ − s̃‖ (1.4)

ここで，X̃ の新しい QR分解 Q̃R̃から，(1.3)式と同様に w̃ を求めることになる．

R̃w̃ = s̃ (1.5)
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ただし，w̃ が修正された問題に対する解となる．

downdating を含む最小二乗法を解く手法にはさまざまな解法が用いられる．Cholesky

分解により得られた上三角行列を用いた行列 Rに対し，行列 R̃は次式で計算することがで

きる．

R̃T R̃ = RTR− zT z (1.6)

こののような計算手法は単純ではあるが，少し問題がある．Stewart 5)は，特定の条件下で

Rと zの小さい摂動が，R̃に大きな摂動をもたらすことを示している．また，2章で述べる

block downdatingにおいても，これと同様の手法は不安定であることが示されている2)．修

正Gram-Schmidt分解による方法は，Gram-Schmidt法と比べQの記憶領域を削減できる

だけでなく，Gram-Schmidt法の特徴でもある再直交化を使うことによって，X̃ の条件数が

悪い場合に有効である1),7),4). もう 1つの代表的な手法として，Householder分解を使うも

のがある．3),4) これは行列 Qを記憶しておく必要がなく効率的である．また，downdating

において，複数の行を同時に消去する場合がある．それが block downdating である2),6)．

古典的な，あるいは修正 Gram-Schmidt法は，一列ずつ直交化するのでこの場合は非効率

である．またハウスホルダー変換を利用した場合，計算コストが大きくなることが考えられ

る．再直交化付きの block Gram-Schmidt法は，このような場合に有効な手法である．

本稿では，2 章で，block downdating について述べる．そして，3 章で block Gram-

Schmidt法を用いた新しい手法を提案する．

2. Block downdating

行列 X が QR分解可能であると仮定する．

X = QR

ここで，Z ∈ Rm×p, z ∈ Rm, n ≤ mに対して，次式を考える．

X =

(
Z

X̃

)
, s =

(
z

s̃

)
(2.1)

式 (2.1)から X̃ に対する新しい QR分解を求めたい．

X̃ = Q̃R̃ (2.2)

式 (1.2)，式 ()を合わせると次式が成り立つ．

(X s) =

(
Z z

X̃ s̃

)
= Q

R u

0 ρ

0 0

 (2.3)

次に (Z z)を取り除くことを考える．まず，次式を定義する．

I ′m =

(
Im
0

)
ただし Im ∈ Rm×m は単位行列である．この式を使って，次式が成り立つ．

(
I ′t X s

)
=

(
Im Z z

0 X̃ s̃

)
(2.4)

さらに，式 (2.3)より，以下の式が成り立つ．

QT
(
I ′m X s

)
=

Q1 R u

qT 0 ρ

Q2 0 0

 (2.5)

ただし，
(
QT

1 qT QT
2

)
は，Qの上から m行を表す．次に，以下を満たす直交行列 U を求

める．

UTQT
(
I ′m X s

)
= UT

Q1 R u

qT 0 ρ

Q2 0 0

 =


Im Y y

0 R̃ ũ

0 0 ρ̃

0 0 0

 (2.6)

ここで，Q̂ = QU とすると，式 (2.6)より，Q̂T I ′k = I ′k となるので，次式が成立する．

Q̂ =

(
Ik 0

0 Q̃

)
(2.7)

Y = Z y = z (2.8)

よって，式 (2.7), (2.8)より，新しい QR分解が得られる．
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(
X̃ s̃
)
= Q̃

R̃ ũ

0 ρ̃

0 0

 (2.9)

以上から，QR分解の downdatingは Qの最初の m行に対する直交行列 U で決まること

がわかる．

3. Block Gram-Schmidt downdating

2 章で block downdatingについて述べた．これに block Gram-Schmidt法を適用させた

手法を提案する．これは，基本的に古典的な Gram-Schmidt法による手法を block化して

拡張したものである．

まず，以下のように定義する．

Q =

(
Q1

Q2

)
, Q̂ ≡

(
Q1 v

Q2 y

)
式 (2.3)より，次式が成立する．

(X s) =

(
ZT z

X̃ s̃

)
=

(
Q1 v Im

Q2 y 0

)R u

0 ρ

0 0

 (3.1)

ここで，Im を Qに対して block Gram-Schmidt法を用いて直交化させる．この結果より，

次式が得られる．(
Q1 v 1

Q2 y 0

)
=

(
Q1 v f

Q2 y h

)Im 0 Q1

0 1 v

0 0 f̃

 (3.2)

これより，f = f̃ が成り立つので，式 (3.1)と式 (3.2)より以下を得る．(
ZT z

X̃ s̃

)
=

(
Q1 v f

Q2 y h

)R u

0 ρ

0 0

 (3.3)

01:input:X ∈ Rn×m, Q ∈ Rn×m, R ∈ Rm×m

02:output:R̃ ∈ Rm×m

03:orthogonalize Ik against Q with block Gram-Schmidt method

and make a matrix L

04:ṽ := L[1; 1 : k]

05:h := L[2 : k; :]

06:determine the orthogonal matrix U as Givens rotation.

07: (001) := (Q1vṽ)U

08: (Q̃ỹh̃) = (Q2yh)U

09:update R by UT

10: R̃ := UTR

11: ũ := UTu

12: ρ̃ := UT ρ

図 1 block downdating のアルゴリズム

次に，以下を満たす直交行列 U を求める．(
Q1 v f

Q2 y h

)
U =

(
0 0 ṽ

Q̃2 z̃ h̃

)
(3.4)

直交行列は大きさを保存する変換なので，ṽ = 1とすることができる．さらに，
(
ṽ h̃
)T
は，

単位行列だったので h = 0となる．よって，式 (3.4)より次式が求まる．(
ZT z

X̃ s̃

)
=

(
0 0 Im

Q̃2 ỹ 0

) R̃ ũ

0 ρ̃

ZT z

 (3.5)

ただし，U は次式を満たす．

UT

R u

0 ρ

0 0

 =

 R̃ ũ

0 ρ̃

ZT z

 (3.6)

よって，以下の block downdatingを得る．
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(
X̃ s̃
)
=
(
Q̃2 ỹ

)(R̃ ũ

0 ρ̃

)
(3.7)

以上より，block downdatingのアルゴリズムは図 1のようになる．

4. 数 値 実 験

数値実験の結果は学会当日に発表する．
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