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CPU/GPUを共用したヘテロジニアス環境における
FMMの最適化

福 田 圭 祐†1 丸 山 直 也†1 松 岡 聡†1,†2

本稿は CPU-GPUヘテロジニアス環境上の Fast Multipole Method(FMM)の最
適化手法を提案する。本研究は目標として、計算特性やプロセッサ特性のモデル化に
基づくタスク割り当てや最適化を目指しており、現段階では単一 CPU/単一 GPU向
けに実装を行っている。CPU-GPU混在環境において効率的なプログラム実装を実現
するには、並列度の違いや CPU-GPU 間のデータ転送量など、プログラムの特性を
考慮する必要がある。FMM においては、各時間ステップは複数のそれぞれ異なる特
性を持つ計算フェーズから成り立ち、フェーズ間の依存関係は複雑である。本稿では
各計算フェーズの特性を分析し、GPU上の実行に適したフェーズの特定を行った。そ
して FMM の派生アルゴリズムである KIFMM の既存実装を OpenMP と CUDA

を用いて、CPU/GPUそれぞれについて最適化を施した。実装したソフトウェアを、
TSUBAME2.0 の単一ノード上の Intel Xeon CPU および NVIDIA Tesla M2050

を用いて評価し、大幅な高速化が達成されたことを示す。

Optimization of FMM on CPU-GPU
heterogeneous environment

Keisuke Fukuda,†1 Naoya Maruyama†1

and Satoshi Matsuoka†1,†2

This paper proposes optimization methods of Fast Multiple Method (FMM)
for CPU-GPU heterogeneous environments. Our goal is to propose optimiza-
tion and task mapping methods based on modeling properties of computations
and processors. Currently we focus on an implementation on a single CPU and
GPU environment. In order to achieve efficient implementations on heteroge-
neous environments, properties of computations have to be considered such as
parallelism and communication amount between CPUs and GPUs. In FMM, a
time step consists of several computation phases, which have different proper-
ties and complicated dependency. We have analyzed properties of those phases
and identified which phases should be ported to GPUs. Then we have im-
plemented optimization methods for CPUs and GPUs by using OpenMP and

CUDA, based on an existing implementation of KIFMM, a derived algorithm of
FMM. We have evaluated our implementation on a single node of TSUBAME
2.0 with Intel Xeon CPU and NVIDIA Tesla M2050 GPU, and demonstrate
that it achieves a significant speedup over the original one.

1. は じ め に

Fast Multipole Method(FMM)は、Greengardら4) によって提案された、N体問題向け

の指定精度の O(N)計算時間アルゴリズムである。N体問題向けのアルゴリズムとしては

他に、直接計算や O(N logN)計算量の Barnes-Hutアルゴリズム等が知られている。小規

模～中規模サイズの問題に関しては Barnes-Hut等の手法の方が効率が良い場合が多いが、

大規模問題に関しては計算オーダーが非常に重要となる。近年の計算問題の大規模化に伴

い、各種の N体問題の計算においては FMMの重要性が高まっていくと考えられる。

計算環境に関しては、近年 GPUを搭載したスーパーコンピューターが増加している。東

京工業大学学術国際情報センターに設置された TSUBAME2.0はその最たる例であり、理

論性能 2.4PFlops を誇る。また、Linpackベンチマークによる世界ランキング Top500で

は、上位 5台のうち TSUBAMEを含めて 3台が CPUとGPUを併用したものであった1)。

このような環境では、計算性能の大部分を GPUが占める場合が多い。従来の CPU向けの

分散・並列化だけではなく CPU-GPU異種混在環境を考慮した最適化を行う必要がある。

しかし、既存の並列化・最適化手法だけでは、CPU-GPU混在環境においては十分でな

い。CPUではコアあたり 1スレッドを前提とし、単ノード上では数～数十スレッド程度に

よる並列化がなされることが多い。一方、GPUは数百の SP(Streaming Processor)から構

成され、数千～数万スレッドによる並列化がしばしば行われる。また GPUでは分岐処理の

コストが大きいなど、アーキテクチャの違いからくる最適化手法の差異も非常に大きい。さ

らに、GPU向けのデータ構造への変換やメインメモリから GPUメモリへのデータ転送の

コスト等も無視できない場合がある。

とりわけ、本研究で取り上げる FMMは複数の計算フェーズからなるアルゴリズムであ

り、それぞれのフェーズがデータ構造・計算方法・並列性・メモリアクセス等の点から異
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なった特徴を持っている。また、一部のフェーズでは、計算時間が入力データの性質に依存

して増減する。CPU-GPU混在環境で FMMを効率よく実行するためには、このような計

算フェーズの特徴と CPU-GPU間のデータ変換・転送のコストを考慮して CPU-GPU間

での計算の割り当てを決定する必要があるが、その方法論は明らかではない。

また、CPUと GPUはしばしば比較され、特に FMMに関しては CPUと GPUは同程

度の実行性能であるであるといったような報告もなされているが9)、しかし各種プロセッサ

は速いスピードで開発が進められており、将来的にも同じ傾向が続くとは限らない。現に、

CPUと同じダイ上に両方の種類のプロセッサを搭載した Intel社の Sandy Bridge等の製品

も登場してきており、異種プロセッサ混在環境を取り巻く環境は大きく変化し続けている。

CPU／ GPUに限らず、プロセッサ特性、性能、ノード構成、ノード数に適応して、自動

的に処理を割り当てて最良の性能を得ることができるような手法が必要である。

そのような計算タスク割り当て手法を研究するためには、FMMの完全な CPU実装およ

び GPU 実装が必要である。本研究では前段階として、FMM の派生アルゴリズムである

KIFMMを対象とし、フェーズごとの計算特性に着目して計算の一部をGPUで実行するこ

とにより、CPU実装に比して計算の大幅な高速化が可能であることを示した。KIFMMにお

いては近傍粒子同士の直接計算 (U-list phase)が全計算時間の 50%程度を占めており、この

部分は従来の直接計算と同様に十分な並列性を持ち計算密度が高い。また、粒子をMultipole

へと集約する際 (後述する Upwardフェーズ中の S2Uフェーズ)に相互作用カーネルの直

接計算を用いており、同様な並列性が見られる。さらに、CPU-GPU間のデータ変換及び

転送のコストについては性能向上幅と比較して十分に小さいことがわかった。

実装としては、KIFMMの提案者であるYingら10)による実装である kifmm3dを変更し、

一部の計算フェーズを GPU 上で行うようにした。計算カーネルは single layer laplacian

カーネルを対象とし、粒子数 1,000,000 の均一分散の入力データを用いて TSUBAME2.0

の単ノード上で実行し、実行時間が大幅に削減されることを確かめた。

2. Fast Multipole Method

本節では、FMMの概要と、並列処理の観点から見た FMMの特徴、そして各フェーズ

の計算特性の違いについて述べる。本項で述べるアルゴリズムの数学的詳細、計算フェーズ

についての詳細についてはいずれも文献4),10) を参照されたい。

2.1 FMMの概要

FMMの基本的な考え方は、空間を再帰的に木構造に分割し、遠くの粒子を”まとめて”計

算することで、全粒子同士の相互作用を近似的に O(N)時間で計算するということである。

計算は、木構築・Upward・U-list・V-list・X-list・W-list・Downwardの各フェーズから

なる。

まず木構築フェーズでは、中心点を用いて空間を 8等分?1し、分割されたそれぞれの空間

について、粒子の個数が q 個を超える場合は再帰的に 8等分を繰り返す。こうして分割さ

れた空間は、それぞれの葉 (または boxと呼ばれる)がたかだか q個の粒子を保持する 8分

木として表現される (図 2.1 ?2)。

図 1 空間の再帰的分割と木表現
Fig. 1 Division of space and tree representation
次に、それぞれの boxに属する粒子の情報を、親の節点 (Multipoleと呼ばれる)から節点

へと頂点へ向かって再帰的に集約していく。この数学的操作はMultipole Expansion、計算

フェーズは Upward Computationと呼ばれる。なお、Greengardらによる FMMと Ying

らによる KIFMMの主な違いはこの数学的操作にある。FMMでは球面調和関数を用いて

カーネル関数を数学的に級数展開することによって粒子をまとめることを可能にしている。

一方、KIFMMではポテンシャル理論の成果を用いて、一定の条件を満たす場合に空間を

包み込む曲面上に分布した densityによる作用と内部の点の densityによる作用の和が同じ

になるという定理を用いている。

次に、計算する粒子間の距離に応じて 4種類からなる評価フェーズがある。

まず、近傍の粒子同士の相互作用については近似計算を用いることができないので、直接

計算を行う。このフェーズは U-listフェーズと呼ばれる。元の空間上で隣り合っている box

?1 1 次元空間においては 2 等分、2 次元空間においては 4 等分である
?2 簡単のため、図は２次元の場合を示した
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同士の全粒子同士の直接計算が行われる (図 2.1)。

図 2 U-list フェーズの計算例
Fig. 2 Example of U-list phase computation

次に、V-listと呼ばれる計算フェーズでは、親が同じレベルであるような節または box同

士 (ただし互いが U-listである場合をのぞく)の計算が行われる。図 2.1は、V-list フェー

ズによって節から節へ相互作用が計算され、それが後述の Downwardフェーズによって粒

子へ伝播される様子を示している。このフェーズでは、KIFMMにおいては小さなサイズ

の FFTが行われる。

その他にW-list、X-listと呼ばれる計算フェーズが存在する。これらのフェーズは、粒子

の分散が不均一であり、木構造が平衡木でない場合の処理を行うフェーズである。本研究で

は均一分散のみを扱い、これらのフェーズは対象としなかった。

最後に、Downwardフェーズと呼ばれるフェーズによって、節同士で行われた相互作用

の結果が親ノードから子ノードへと展開され、最終的に末端の個々の粒子の値へと伝播さ

れる。

図 3 V-list フェーズの計算例
Fig. 3 Example of V-list phase computation

2.2 並列処理の観点から見た FMMの特徴

上述の各フェーズについて、並列性の観点から特徴を記述する。

まず、空間の分割と木の構築に関しては、木構造を上から辿っていく処理に相当する。つ

まり、1回目の分割では並列度 1, ２回目の分割では並列度 8...のようになる。

次に、Upwardフェーズは２段階に大別される。個別の粒子から boxへと集約する S2U

フェーズ、木の節から節 (つまりMultipoleからMultipole)へと集約するM2Mフェーズ

である。KIFMMにおける S2Uフェーズは、boxごとに用意した数百個 (精度に依存する)

の仮想的な粒子と box内に存在する実在の粒子との直接作用として計算される。通常、q、

仮想粒子数ともに数百～個程度であり、同時にすべての boxの S2Uは互いに独立であるの

で、U-listに準ずる十分な並列性があると言える。一方、M2Mフェーズについては boxお

よび節の数は粒子数ほど多くはなく、しかも木を上方向に進むに従って並列性が減少して

いく。

U-listフェーズについては、すでに部分的に述べたように、(1)それぞれの各 box組の計

算は全て互いに独立であり (2)各 box組の計算の中で、粒子同士の相互作用はすべて独立

である。つまり、U-listフェーズは、従来の直接計算と全く同様に細粒度の十分な並列性を

持っている。さらに、木の構築が終了後、Upwardフェーズを初めとする各フェーズとも独

立である。
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次に、V-listについて述べる。V-listは、節から節への水平方向の計算である。V-list同

士の計算はすべて独立であるものの、それぞれの節での粒子の情報が必要であることから、

Upwardフェーズの計算進捗に依存する。つまり、Upwardフェーズがレベル l に到達した

とき、Upwardフェーズのレベル l - 1 以降と V-listのレベル l は並列に計算することが可

能である。

Downwardフェーズについても、Upwardフェーズと同様 (ただし方向が逆)の並列性を

持っている。

2.3 各フェーズの計算特性

前述のように、各フェーズはそれぞれ異なった計算特性を持っている。

空間の分割と木の構築操作は、粒子の並べ替えを伴うため、多量のメモリアクセスと分岐

処理を含む。また、Upward,Downwardフェーズは、木構造をたどる処理であり、各フェー

ズはカーネルの評価及び小規模の行列-ベクトル積である。

もっとも計算特性に違いがあるのは U-listと V-listである。前述のとおり U-listは部分

的な直接計算であり、高い並列性と高い計算密度を持つ。一方、V-listは小規模な FFTと

小規模な行列-ベクトル積からなる。

本研究では対象としなかったが、W-listと X-listの計算量は、入力データである粒子の

配置に依存する。入力粒子が均一分散であるような場合には、W-listと X-listの計算量は

0である。

具体的な計算量の詳細を表 1 に示した。N は粒子数、q は box 内の最大粒子数、M は

box数で M ≈ N/q である。pはユーザーが指定する許容誤差を示す値で、4で低精度、6

で中精度、8で高精度となっている。

表 1 各フェーズの計算量
Table 1 Computational complexity of each phase

Upward O(Np + Mp2)

U-list O(27Nq)

V-list O(Mp3/2 log p + 189Mp3/2)

X-list

very small for uniform distribution

O(Nq) for otherwirse

W-list

very small for uniform distribution

O(Nq) for otherwirse

Downward O(Np + Mp2)

3. 最適化と実装の方針

3.1 方 針

本研究の目的は、複数の性質の異なる計算フェーズからなる FMMを、CPU-GPU混在環

境において最適なタスク割り当てによって実行することである。そのためには、まず CPU、

GPUそれぞれにおける効率的な実装を用意する必要がある。

本稿では、Ying ら10) による CPU 上での逐次実装に変更を加え、CPU での OpenMP

を用いた並列化及び GPU上での並列化により、逐次実装と比較して大幅な高速化を達成で

きることを示す。具体的には、Upwardフェーズのうちの Upward(S2U)、U-listを対象と

した。これらのフェーズは、逐次実装において実行時間の大きな割合を占めているからであ

る (図 3.1)。

図 4 逐次実装における各フェーズの実行時間比
Fig. 4 Time of each phase in serial

implementation

また、U-list フェーズの GPU 実装については、直接計算における計算規模は大きいほ

うが効率が良い。よって、前述したパラメーター q は、大きいほうが CPU に対しての高

速化の幅が大きくなることが期待される。さらに、q を大きくすることは空間の分割数を

減らし木の高さを低くすることを意味する。これは U-list以外の計算フェーズ、すなわち

Upward,V-list, X-list,W-list,Downwardの計算量が減ることを意味する。ここでは、予備

評価として図 3.1を挙げる。GPUによって高速化した実装において、q の値を変化させて

U-listとその他のフェーズの計算時間を測定した結果である。q を大きくしたとき、U-list

フェーズの計算時間の上昇幅と比して、他フェーズの計算時間は大きく減少していることが

わかる。これにより、全体の実行時間も大きく減少する。これは、CPUから GPUへの負

荷の移動と捉えることもできる。本研究ではこの qの値を手動で設定したが、このパラメー

ターが、タスク割り当ての最適化と計算時間の短縮において大きな役割を果たすことがわか

り、設定の自動化が要求される。
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図 5 様々な q での U-list と他フェーズの計算時間の
対比

Fig. 5 U-phase vs. Other phases on various q

また、今回 GPU による実装を見送った V-list については、FFT のライブラリである

FFTWの利用法に関する最適化を行なった。具体的には、計算ごとに FFTWの planを作

成していたところ、注意深く planの再利用を図ることによって OpenMP実装・GPU実装

の双方に共通して高速化を達成することができた。

3.2 CPU実装

CPU 上での並列化には、OpenMP を用い、計算フェーズ内の依存性に留意しつつプロ

グラムに存在する forループを並列化した。本稿では、将来的な研究に向け、CPU,GPUそ

れぞれについてシングルソケットでの効率的な実装を与えることが目的であるため、CPU1

コアに対して 1スレッドが割り当てられるように制御した。この点についての詳細は評価

の項で述べる。

Yingらによる実装では、box同士の相互作用を計算する際に、DGEMV関数を用いてい

る。具体的には、target box内の粒子を ti、source box内の粒子を sj とし、カーネル K

を適用した結果の相互作用の行列が {Iij} = {K(ti, sj)} と表現できる。これに各 source粒

子の density ?1である (dsj) ベクトルをかけることによって、target粒子 ti の densityに加

算される dti が計算される。これは確かに (1) 式のように行列-ベクトル積で表すことがで

?1 density は、電荷粒子でいえば電荷、重力問題で言えば質量となる物理量である

きる。

dt = Ids (1)

しかし、DGEMV呼び出しのオーバーヘッド等を考慮すると、カーネル計算時に同時に行

なったほうが効率が良いことがわかったので、本実装においてはそのように変更を施して

いる。

3.3 GPU実装

本節では、特に GPU実装の詳細について記述する。GPU実装は、開発環境 CUDAを

用いて NVIDIA社の GPU上で開発した。

まず、U-list フェーズの計算について述べる。前述のように、U-list は、近傍 box 同士

の直接計算である。ここでは、影響を受ける側の boxの事を target box、影響を与える側

の boxのことを source boxと呼ぶことにする?2。U-listの全計算は、target boxについて

のループとみなすこともできる。それぞれの target box について、その U-listを構成する

source box からの影響を計算して足しあわせる。GPU 上での U-list 計算を実装するにあ

たって注意すべきは、複数の source boxから１つの target boxに書き込みが発生するので

何らかの同期が必要であること、またそれぞれの target boxの U-listがどの boxであるか

を GPUに渡すことが必要となるということである。また、CUDAにおけるグリッドサイ

ズ、スレッドブロックサイズの上限も勘案する必要がある。

なお、CPUでの並列化と同様にカーネルによる相互作用の計算と別に DGEMVをおこ

なっているような操作については、相互作用と DGEMVを同時に実行するようにした。

そこで、本稿では、１つの target boxに関する計算を１つのスレッドブロックが行う形

式を取り、スレッドブロック内では、個々の粒子に１つ１つのスレッドが割り当てられるよ

うな形式を取った。それぞれのスレッドブロックには、対象となる target boxの U-listと

なる source boxのリストが渡され、ループを用いて全ての source box内の粒子について計

算を行う。これにより、個々の粒子への計算は１つのスレッドが責任を持つので、書き込み

に関する同期の必要がない。グリッドサイズは target boxの個数とした。これにより、全

target boxについて計算が行われる。なお、グリッド・スレッドブロックともにサイズは１

次元である。

次に、Upwardフェーズのうちの S2Uフェーズについて述べる。これは、boxに属する

?2 全ての box の組について、互いに target box である場合と source box である場合が対応していることに注
意されたい
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粒子から boxへと粒子をまとめる処理である。Upwardフェーズの中でも、対象とする粒

子数、box数が非常に多く、大きな割合を占めていることが 図 3.1からわかる。

ここで行われている計算は、数学的には boxを取り囲む曲面上に分布する densityを離散

的に近似する処理であるが、手続きとしては U-listと類似している。boxの中心座標から

作成した要求精度に依存する個数の仮想的な点に対して box内の粒子から直接計算と同じ

操作を行う。仮想的な target点群の個数は、低精度で 150程度、高精度で 450程度であり、

十分な並列性を持っている。よって、全ての boxに対して全て長さが１の U-listを作成す

ることによって、U-listフェーズで用いたルーチンを利用して計算を行うことができる。

なお、NVIDIA社が提供している CUDA SDKに含まれるマニュアルGPUGems3では、

N 体問題の GPU 実装の最適化手法として shared メモリを用いる方法が示されている8)。

Fermi以前の世代のGPUにおいては、sharedメモリを用いることがほぼ必須であった。し

かし、ハードウェアキャッシュを備える Fermi世代では sharedメモリを利用するための分

岐命令によってかえって速度が減少する場合もあり、かならずしも用いたほうが高速になる

とは限らない。今回我々が用いたのは Fermi世代の GPUであるため、sharedメモリは用

いなかった。ただし、注意深く sharedメモリを用いることにより、さらなる最適化が達成

できる可能性は残っていると考えられる。

4. 評 価

オリジナルの逐次実装、OpenMPによる並列実装、GPUによる並列実装のそれぞれに

ついて、TSUBAME2.0 の単一ノードを用いて性能を評価した。具体的な環境は 表 2に示

した。

本稿では、OpenMP を用いた CPU 並列化実装と GPU と OpenMP を組合せた並列化

実装を比較しているが、我々は CPUと GPUの比較においてはソケット単位での比較が公

平であると考えている。CPUでは Hyper Threadingが有効とされているため、プロセス

からは 12 coreの CPUが 2つあるかのように見える。評価では、1ソケット上の 1 coreあ

表 2 評価環境
Table 2 Environment for evaluation

CPU GPU

Type Intel 6 core Xeon X5670 × 2 NVIDIA Tesla M2050 × 3

Freq 2.93GHz 1.15GHz

Cores 6 x 2 (with HT) 14SM/448 cores

Memory 54GB 3GB

たり 1スレッドが確実に割り当てられるように制御した。

最適化実装の比較対象とする逐次実装としては、我々の OpenMP実装でスレッド数を１

としたものを用いた。いずれも Yingらによる実装が元となってはいるが、前述したように

FTTWの planの再利用がされていないなど、非常に基礎的な手法での最適化の余地が大

きかったため、対象としないこととした。評価した粒子数は 1,000,000、粒子の分散は均一

分散を用いた。

まず、逐次実装の、q の値の変化による性能変化を (図 4)に示す。

図 6 いくつかの q での総実行時間の変化の比較
Fig. 6 Processing time of the 3 implementation

on various q

今回の実装では、q = 256の時において、均一分散においてはほぼ発生しないはずのW-

list、X-list の計算時間が大幅に増えており、原因は不明であるが実装上のバグだと思われ

る。q = 120, q = 512 についてはこの現象は発生していない。この２つの点について見て

みると、OpenMP版、GPU版の実装が、それぞれ逐次版に対して大幅な高速化を達成し

ていることがわかる。具体的には、q = 120においては、逐次版に対して OpenMP版が約

5.3 倍、GPU 版が約 7.67 倍、q = 512 においては OpenMP 版が約 5.9 倍、GPU 版が約

35倍の高速化をそれぞれ達成した。また、OpenMP版と GPU版を比較すると、今回の比
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較の範囲では q = 120の時が両者とも全体時間としては最短となり、その時の計算時間を

比較すると、GPU版が約 1.4倍高速となった。

最後に、それぞれの q における計算時間の内訳を示す。

図 7 いくつかの q における実行時間の内訳
Fig. 7 Breakdown of execution time on varying q

qが大きくなるに従って、全体に占める U-listフェーズの割合が支配的になり他のフェー

ズの計算時間は減少することが確認でき、その場合でも GPUを用いた実装は全体として実

行時間が抑えられていることが観察できた。

5. 関 連 研 究

FMMは、Greengardら4) によって最初に提案された。その後、いくつかの改良や変種が

提案されたが、最も広く知られているのは本稿でも取り上げた Ying ら?) による KIFMM

であろう。FMMと KIFMMの違いは、粒子を boxからノードへとまとめていく際の手法

にある。

Lashukらは、GPU上での KIFMMの実装に取り組み、逐次実装に対して 30倍を超え

る大幅な高速化を得ている7)。Chandramowlishwaranらは、KIFMMを複数種類のマルチ

コア CPU上で高速化する研究を行った2),3)。また、それらの成果を総合し、Vuducらは、

KIFMMにおいては高度に Nehalem等のプロセッサ上で高度に最適化された CPU実装は

GPU実装に匹敵するとの見解を示した9)。本稿でのGPU実装については、Lashukらの成

果を参考にした部分が多い。一方、本稿では Fermi世代のGPUに適した最適化を行ってい

る点、また本研究の目標が単に CPUおよび GPUでの最適化実装を与えることではなく、

ヘテロジニアス環境上でのタスク割り当ての最適化手法の提案を目指している点などが異

なる。

横田らは、FMMを応用して GPUクラスタ上での乱流解析を実装した11)。

FMMの他にN体問題の高速化法として広く用いられているアルゴリズムに、O(N logN)

計算量である Barnes-Hutの Treeアルゴリズムがある。Jetleyらは、Barnes-Hutアルゴ

リズムの実装である ChaNGa を GPU 上に移植し、その性能を調べた6)。Hamada らは、

安価に構築した大規模な GPUクラスタ上で Barnes-Hutアルゴリズムを実装し、2009年

の ACMゴードン・ベル賞を受賞している5)。

6. まとめと今後

本稿では、CPU-GPU異種混在環境上での FMMのタスク最適割り当ての方法論を得るこ

とを目標として、その前段階として既存の逐次 FMM実装に対して GPUおよび OpenMP

による並列化を行い、大幅な性能向上が得られることを確認した。また、FMMの各フェー

ズにおける並列性・性能向上の可能性および障害について各種の知見を得た。

今後は、関連研究で示されている知見も含めて、可能な限りの CPU・GPU上での高性

能な並列化実装を実装することを目指す。その後、その実装を利用し、CPU-GPU異種混

在環境上での最適なタスク割り当て戦略の提案を目指し研究を進めていく。
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