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1 はじめに

分散システムとは，多数の計算機 (以降，ノード)と，

それらを接続する通信リンクで構成されるシステムであ

る．近年，分散システムの大規模化が進んでおり，シス

テム内のノードが故障することは避けられない. よって，

分散システムに故障耐性を付加することは重要な課題で

ある．分散システムに高い故障耐性を持たせる技法のひ

とつに，自己安定 [1]という概念がある．自己安定な分

散システムは，任意の初期状況から実行を開始しても，

やがて所望の性質を満たした状況へ遷移し，以降その状

況を維持し続ける. これにより，自己安定なシステムは，

どのような一時故障 (記憶内容の喪失など)が発生して

も，やがてその故障から自律的に復帰することができる.

分散システムにおいて，動作の一部に乱数を利用した

分散乱択アルゴリズムが利用されている ([2]，[3]，[4]，

[5]，[6], [7])．乱数の利用により，乱数を利用しない決

定性アルゴリズムでは非可解な問題を解くことができる

場合がある. また，決定性アルゴリズムの計算量を乱数

の利用により削減することができる．例えば，ノードに

一意な IDが存在しないリングネットワークでは，決定

性アルゴリズムでリーダー選挙問題を解くことができな

い. しかし，文献 [2]では，乱数を利用して，リーダー

選挙問題を解くアルゴリズムが示されている.

これまでに提案されている分散乱択アルゴリズムは，

各ノードが局所的な乱数生成器を利用できることを仮定

している. さらに，多くの場合，乱数生成器が一様分布に

従った乱数値を出力することを仮定し，アルゴリズムの

性能解析が行われている. しかし，いくつかのノードに

おいて，乱数生成器が故障する，もしくは侵入者に操作

される場合，乱数生成器が一様分布に従った乱数値を生

成しなくなる可能性が生じる. 本稿では，このような乱

数生成器の故障をRNG(Random Number Generator)

故障と定義し，RNG故障が発生する分散システムにつ
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いて考察する.

既存の分散乱択アルゴリズム ([2]，[3]，[4]，[5]，[6],

[7])は，いずれもRNG故障は考慮していない．また，文

献 [4]でもRNG故障への興味が掲載されている．そこで

本研究では，RNG故障が存在するモデル (以降，RNG

故障有りモデル)において，アルゴリズムが所望の性質

を満たすことができるのか，また，所望の性質を満たす

とき，RNG故障による性能への影響がどの程度かを評

価することを目的とする．

本稿では，Hermanの乱択自己安定トークン巡回アル

ゴリズム [2]の RNG故障有りモデルにおける評価を行

う．乱択自己安定アルゴリズムとは，乱数を利用した自

己安定アルゴリズムである．また，トークン巡回アルゴ

リズムとは，トークンと呼ばれる特権をネットワーク中

に巡回させるアルゴリズムである．Hermanのアルゴリ

ズムは奇数長の匿名単方向リングネットワークを対象と

し，自己安定性により，任意の初期状況から実行を開始

しても，やがてトークン巡回を実現することができる.

Hermanのアルゴリズムでは，トークン所有ノードは乱

数値によってそのトークンを転送するかどうかを決めて

いる．RNG故障を考えない場合，どのような初期状況

から実行を開始してもトークン数が 1つになるまでに要

する時間 (収束時間)の期待値は高々n2

2 ⌈log n⌉，トーク
ンが 1つの状況に到達後，1つのトークンが全ノードを

巡回するまでに要する時間 (巡回時間)の期待値は 2nで

ある (nはノード数)．

本稿における成果を示す．本研究は，はじめて RNG

故障に対する考察を行った研究である．RNG故障を必ず

トークンを巡回する乱数を生成する故障と定義し，RNG

故障有りモデルにおけるHermanのアルゴリズムの評価

を行った．まず，収束時間について，RNG故障ノード数

が n−1である場合，その期待値が高々n(n+1)2

4 ⌈log n⌉で
あることを解析により示した．さらに，収束時間の期待

値はRNG故障ノード数によって異なると考えられるが，



RNG故障ノード数が n − 1の場合に最大であることを

シミュレーションによって示した．次に，RNG故障ノー

ド数が nf である場合，巡回時間の期待値が，2n−nf で

あることを解析により示した．

本稿の構成は以下の通りである．2章では，本稿で用

いる用語の定義を行う．3章では，Hermanのトークン

巡回アルゴリズムを紹介する．4章では，RNG故障有

りモデルにおいて，Hermanのトークン巡回アルゴリズ

ムの評価を行う．評価するのは，収束時間と巡回時間で

ある．5章では，本稿の結果をまとめる．

2 諸定義

2.1 分散システム

分散システムDは，2項組 D = (R,A)から成る．R

はネットワークで，Aはある目的を達成するためのアル

ゴリズムである．本稿では，以下に定義するように，ト

ポロジーが単方向リングであるネットワーク Rのもと

で議論をする．

単方向リングネットワークRは，2項組R = (V,L)で

定義される．V は計算機 (以降，ノード)の集合であり，

Lは単方向通信リンク (以降，リンク)の集合である．本

稿では，ノード数を n(= |V |)とし，ネットワーク Rに

おけるノード uからノード v への距離 d(u, v)を，uか

ら v への (有効)最短経路を構成するリンクの数によっ

て定義する．また，本稿では，リングネットワークを次

のように定義する．

• V = {v0, v1, . . . , vn−1}

• L = {(vi, v(i+1) mod n)|0 ≤ i ≤ n− 1}

つまり，ノード v0，v1，. . .，vn−1はこの順で単方向に

並んでいる．以下簡単のため，特に言及する必要がない

ときは，ノードのインデックスに対する演算は nの法の

もとで計算されるとし，v(i+1) mod nは単に vi+1と表す．

ノード vi と vi+1 とは，リンクで結ばれているので，

互いに隣接ノードであるという．また，viにとって vi+1

を前方ノードといい，vi から vi+1 への方向を前方向と

いう．同様に，viにとって vi−1を後方ノードといい，vi

から vi−1 への方向を後方向という．

アルゴリズム Aは各ノードの動作を定義するもので

ある．つまり，各ノードは状態機械でモデル化し，アル

ゴリズムAによって，各ノード viに状態集合 Siと状態

遷移関数 δi が与えられる．本稿では，δi に乱数を用い

て出力を決定する関数を用いる．つまり，各ノード viは

乱数生成器を所有しており，乱数生成器が生成する乱数

(乱数集合 RNi)を用いて関数 δi の出力を決定する．各

ノードは局所変数を持ち，この局所変数の値が各ノード

の状態を表す．ここで，各ノードは隣接ノードの状態を

参照することができるという通信モデルを仮定する．こ

の通信モデルを状態通信モデルという．各ノード vi は，

隣接ノードのうち後方ノードの状態を読みとり，自分の

状態，後方ノードの状態，乱数から次の状態を決定する．

つまり，vi の状態遷移関数は次のような関数である．

δi：Si × Si−1 ×RNi → Si

状態通信モデルは，エラーのない通信でしかもメッセー

ジ遅延がない，あるいはそれと等価な機能がプロトコル

の下位層で実現されていることを仮定している (状態通

信モデルでは，ノードが隣接ノードの状態を知りたい時，

その値をただちに読み出せる)．

また，本稿ではネットワーク中の全てのノードが同一

の状態機械とする匿名ネットワークを扱う．つまり，各

ノードに一意な IDが存在せず，全て同じ状態空間で同

じ遷移関数に従って動作を行う．

2.2 ネットワーク状況と実行

単方向リングネットワークのシステム状況は各ノード

の状態の n項組で表される．つまり，Γ = S0 × S1 ×
. . . × Sn−1とすると，Γが単方向リングネットワークシ

ステムの全状況集合を表し，c ∈ Γがネットワーク状況

(以降，状況)を表す．

単方向リングネットワークのシステムの実行 E は状

況の系列 c0 c1 . . .として定義される．このとき，c0 を

初期状況と呼ぶ．本稿では，全ノードが同時に動作を

行うモデルを考える．このモデルを同期モデルといい，

このとき，各ノードは同期しているという．ある状況 c =

(s0, s1, . . . , sn−1)に対する次の状況を c′ = (s′0, s
′
1, . . . , s

′
n−1)

とするとき，ノード vi が生成する乱数を ri としたなら

ば，次が成立する．

s′i = δi(si, si−1, ri) (vi ∈ V )

また，実行に要する時間を評価するためにラウンドを

定義する．すべてのノードが 1 度だけ動作するのが 1

ラウンドである．本稿では，同期モデルにおける実行

E = c0c1 . . .について，部分実行 c0 を第 0ラウンドと

する．以降，部分実行 ciを第 iラウンドと定義する．ま

た，状況 cから 1ラウンド後の状況を f(c)，kラウンド

後の状況を fk(c)と表し，f を状況遷移関数と定義する．

ここで，状況遷移関数 f に関して，ある状況 cからの遷

移状況を c1 = f(c)，c2 = f(c)としたとき，c1 = c2 に



なるとは限らない．これは，f が決定的関数でないため

である．

2.3 乱択自己安定トークン巡回アルゴリズム

はじめに，乱択自己安定アルゴリズムについて説明す

る．アルゴリズム Aが正しい状況の集合 C について乱

択自己安定アルゴリズムであるとは，以下の条件が成り

立つときである．

収束性：任意の初期状況から始まる実行は，確率 1 で

ci ∈ C となる状況 ci へ到達する．

閉包性：任意の正しい状況 c0 ∈ C を初期状況とする実

行 E = c0c1 . . .について，ci ∈ C が全ての iにつ

いて成立する．

次に，乱択自己安定トークン巡回アルゴリズムについ

て説明する．トークン巡回アルゴリズムとは，トークン

と呼ばれる特権をネットワーク中に巡回させるアルゴリ

ズムである．乱択自己安定トークン巡回アルゴリズムに

おける正しい状況の集合Cは，以下のように定義される．

• c0 ∈ C ならば，c0 を初期状況とする実行 E =

c0c1 . . .について，以下の条件が成立する．

– ネットワーク中にただ 1 つのトークンが存

在し，そのトークンを各ノードが無限回受け

取る．

本稿では，評価指標として，収束時間 Tconv と巡回時

間 Tcir を用い，それぞれ次のように定義する．

収束時間：任意の初期状況から正しい状況へ到達するま

でに要するラウンド数．

巡回時間：任意の正しい状況から始まる実行において，

トークンが全ノードを巡回するために要するラウ

ンド数．

2.4 RNG故障

RNG故障とは，乱数生成器が故障する故障モデルで

ある．まず，RNG故障が生じたノードをRNG故障ノー

ド，RNG故障が生じていないノードを正常ノードと定

義する．

通常，正常ノード vi の乱数生成器はある確率分布に

従って乱数値 ri を出力する．そのため，乱数値 ri を用

いる状態遷移関数 δi もある確率分布に従って次状態を

出力する．一方，RNG故障ノード vj の乱数生成器はそ

の確率分布が異なる．そのため，RNG故障ノード vj で

は，状態遷移関数 δj の出力が，アルゴリズムで想定さ

れている確率分布と異なる確率分布で選択される．例え

ば，乱数生成器が 1ビット生成するときを考える．正常

ノード viは，確率 pで 0，確率 1− pで 1で乱数を生成

するとしたとき，RNG故障ノード vj は，0しか出力し

ない等が一例として挙げることができる．

本稿では，この故障を，RNG故障と定義し，RNG故

障が存在するモデルをRNG有り故障モデルと定義する．

3 Hermanのトークン巡回アルゴリ

ズム

Hermanのトークン巡回アルゴリズム [2] (以降，HTCA)

は乱数を利用した乱択自己安定アルゴリズムである．

はじめに，HTCAにおけるシステムモデルについて説

明する．HTCAは，ノードが同期しており，ノード数 n

が奇数 (n = 2m + 1，m ≥ 0)の匿名単方向リングネッ

トワーク上で動作する．また，各ノード vi は乱数生成

器を所有しており，各ラウンドで 1ビットの乱数 riを利

用する．

次に，アルゴリズムに関して説明する．各ノード vi

の状態 si は 1ビット (Si = {0, 1})で定義し，状況 c =

(s0, s1, . . . , sn−1)は nビットで定義する．状態遷移関数

δi は，次の通りである．

s′i = δi(si, si−1, ri) =

{
si−1 if si ̸= si−1

ri if si = si−1

このとき，正常ノード vi の乱数生成器が生成する乱数

値 ri は，確率 1
2 で 0が，確率 1

2 で 1が出力される．こ

こで，si = si−1 であるノード vi をトークン所有ノード

と定義する．nは奇数のため，どのような状況でも奇数

個 (従って，少なくとも 1つ)のノードはトークンを所

有する．

最後に，このアルゴリズムの動作を図を用いて説明す

る．ここで扱うネットワークは匿名だが，説明上区別の

ために図中ではノードに IDを示している．

図 1は，ノード vi がトークンを所有している図であ

る．図 2は，ラウンド kにおけるトークンの移動が関数

δi(si, si−1, ri)により決定することを表す図である．ここ

で，si = si−1 時の関数 δi(si, si−1, ri)の出力を ri とし，

ノードの状態がわからないものは xとする．ri = si−1

のとき，トークンが移動し，ri ̸= si−1 のときトークン

は滞在する．つまり，トークンは確率 1
2 で移動し，確率

1
2 で滞在する．図 3はトークンの衝突を表す図である．

トークンの衝突とは，ノード vi がトークンを滞在させ，
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その後方ノード vi−1 がトークンを移動させることをい

う．このとき，2つのトークンは消滅する．トークンの

衝突が起こらなければトークン数は変化せず，トークン

数が増加することはない．

図 3は，ノード viでトークンの衝突が起こる図である．

図 4はこのアルゴリズムの実行例を表す図である．トー

クンが複数個から 1つになるまでを表している．ここで

は，ラウンド kで，トークンは 3個存在するが，ノード

v0でトークンの衝突が起こり，ラウンド k+1にはトー

クンが 1つになる．

乱択自己安定トークン巡回アルゴリズムは確率 1で正

しい状況へ遷移しなければならない．次に，HTCAのア

ルゴリズムの正しさを検証する．

あるノードviがトークンを所有しているとき，1
2でトー

クンを巡回させ，1
2 でトークンを滞在させるため，いずれ
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図 4: 実行例

トークンは巡回する．よって，各ノード vi(0 ≤ vi ≤ n−1)

において，いずれトークンが巡回するため，トークンが

1つのとき，それが巡回し続ける．

状況 cにおけるトークン数を T (c)とする．1 < T (c)

である状況 cを考える．ノードは確率的にトークンを巡

回させるため，いずれある確率でトークンの衝突が起こ

り，トークン数は 2つ少なくなる．従って，どのような

初期状況から実行を開始しても，いずれトークン数は 2

つずつ減少する．トークン数が奇数のため，トークン数

はやがて 1つになる．

4 評価

本節では，RNG 故障有りモデルにおける HTCA の

収束時間と巡回時間の評価を行う．まず，本稿における

RNG故障の定義を行なう．本稿では，生成する乱数値

の確率分布が大きく偏った場合について考察しようと

考えた．そのため，RNG 故障ノードの乱数生成器は，

HTCAにおいて，必ずトークンを巡回させる乱数値を

生成すると定義する．つまり，HTCA の状態遷移関数

δi(si, si−1, ri) の計算において乱数値 ri が必ず si−1 と

なる．通常，アルゴリズムに乱数を用いる場合，期待値

として評価を行う．また，収束時間は初期状況における

トークン数によって変化する．そのため，収束時間を評

価するとき，最悪時の初期状況 (すなわち，収束時間の

期待値が最も長くなる状況)に対して，収束時間の期待

値を評価する．以降では，RNG故障ノード数が nf のと

きの収束時間の期待値を Tconv(nf )，巡回時間の期待値

を Tcir(nf )と表記する．

4.1節では，まず，RNG故障ノード数が n− 1のとき

の収束時間の期待値 Tconv(n− 1)を求める．その後，シ

ミュレーションにより，RNG故障ノード数が n−1のと

き，収束時間の期待値 Tconv(n− 1)が RNG故障有りモ

デルにおいて最大であることを示す．4.2節では，RNG

故障ノード数が nf のときの巡回時間の期待値 Tcir(nf )

を導出する．



本稿では，HTCA の動作を変えることなく，HTCA

の動作の本質的な動作だけを抽出したHermanの一般

モデルを考える．Hermanの一般モデルは以下の通りで

ある．

正常ノードの動作：確率 1
2 でトークンを移動させ，確

率 1
2 でトークンを滞在させる．

RNG故障ノードの動作：確率 1 でトークンを移動さ

せる．

トークンの衝突は，あるノード viがトークンを滞在させ，

後方ノード vi−1がトークンを移動させたときに起こり，

このとき，衝突した 2つのトークンは消滅する．Herman

の一般モデルでは，ノード数 nは奇数とするが，状況 c

におけるトークン数 T (c)の偶奇は問わないとする．こ

れは，Hermanのモデルではあり得ないトークン数が 2

個の状況において解析を行い，その結果をHermanのモ

デルにおける解析に用いるためである．

4.1 収束時間の評価

4.1.1 nf = n− 1の場合の解析

本節では，RNG故障ノード数がn−1のときのHTCA

の収束時間の期待値Tconv(n−1)を導出する．まず，Her-

manの一般モデルにおいて，リングにトークンが 2つあ

る場合を考え，2つのトークンが衝突するまでに要する時

間 (以降，衝突時間)の期待値を求める．衝突時間を評価

するとき，収束時間を評価するときと同様に，最悪時の

初期状況 (すなわち，衝突時間の期待値が最も長くなる状

況)に対して，衝突時間を評価する．以降では，RNG故

障ノード数が nf のときの衝突時間の期待値を Tcoll(nf )

と表す．次に，Tconv(n− 1)が高々Tcoll(n− 1)⌈log n⌉で
あることを示す．

解析における諸定義を行う．トークンが 2つ存在する

状況 cを考える．v0を正常ノードとする．v0がトークン

を所有しているとき，v0を先頭ノード，v0がトークンを

所有していないとき，v0の後方向のうち，はじめてトー

クンを所有しているノードを先頭ノードとする．また，も

う一方のトークンを所有するノードを後尾ノードとする．

状況 cにおける 2つのトークン間距離D(c)を，状況 cに

おける先頭ノード vh，後尾ノード vt を用いて d(vt, vh)

と定義する (D(c) = (h− t) mod n，0 ≤ D(c) < n)．た

だし，2つのトークンが消滅した状況 cは，D(c) = 0と

する．図 5はその一例である．

リングにトークンが 2つある場合について，衝突時間

の期待値 Tcoll(n− 1)を導出する．以降，トークンを移

動させるか，滞在させるかの処理をトークンの処理と呼

：正常正常正常正常ノードノードノードノード

：RNG故障ノード故障ノード故障ノード故障ノード

D(c)：：：：3

v4：先頭：先頭：先頭：先頭ノードノードノードノード

v1：後尾：後尾：後尾：後尾ノードノードノードノード

0

1

23

4

図 5: トークン間距離の例

ぶ．トークンの処理によるトークン間距離の変化につい

て考える. トークン所有ノードは先頭ノード vh，後尾

ノード vtである．先頭ノード，後尾ノードについて考え

られる状況は，先頭ノードが正常ノードであるか否かで

ある (定義より，後尾ノードが正常ノードであることは

ない)．状況 cにおける先頭ノードを vhc，後尾ノードを

vtc とし，状況 cの 1ラウンド後の状況を c′ とする.

• 状況 cで先頭ノード vhc が RNG故障ノードの場

合 (hc ̸= 0，D(c) = hc − tc)

– 状況 c′ で先頭ノードは vhc+1，後尾ノード

は vtc+1 となり，トークン間距離は D(c′) =

(hc + 1) − (tc + 1) = hc − tc となる．つま

り，このラウンドでトークン間距離は変化し

ない．

• 状況 cで先頭ノード vhc が正常ノードの場合 (hc =

0，D(c) = n− tc)

– 先頭ノード v0がトークンを滞在させるとき，

状況 c′で先頭ノードがv0，後尾ノードがvtc+1

となり，トークン間距離はD(c′) = n− tc−1

となり，1減る.

– 先頭ノード v0がトークンを移動させるとき，

状況 c′ で先頭ノードが vtc+1，後尾ノードが

v1 となり，トークン間距離は D(c′) = (tc +

1)− 1 = tc となる.

トークン間距離の変化が起こり得るのは，正常ノードが

トークンの処理をするときである．そのため，はじめに，

トークンの衝突に要する正常ノードのトークンの処理回

数の期待値を導出する．このとき，正常ノードのトーク

ンの処理に要する時間複雑度の単位として，フェーズを

用いる．ここで，実行E = c0c1 . . .について，状況 c0か

ら正常ノードがトークンの処理を行う状況 ciまでを第 1

フェーズとし，以降，正常ノードがトークンの処理を行

うまでを第 2フェーズ，第 3フェーズ，. . .とする．ま

た，状況 cから 1フェーズ後の状況を F (c)と表し，状

況 cから kフェーズ後の状況を F k(c)と表す．正常ノー

ドがトークンを所有していなくても，少なくとも nラウ



ンドの間に必ず 1度はトークンの処理を行う．よって，

1フェーズは高々nラウンドである．

まず，トークン間距離Dの変化が生じる確率を要素と

する行列 Aを定義する．行列 Aは n× nの行列であり，

行を 0行から n − 1行，列を 0列から n − 1列とする．

行列Aの各要素 aij はD(c) = iの状況 cから，1フェー

ズ後に，D(F (c)) = jの状況へ遷移する確率とする．こ

のとき，0列目はトークンが無い状況を表し，行列Aの

0行目はトークンが無い状況になり実行が終了したこと

を表す．行列 Aは以下の通りとなる．

A =



0 · · · · · · · · · · · · · · · 0
1
2 0 · · · · · · · · · 0 1

2

0 1
2 0 · · · 0 1

2 0
... 0

. . . . .
.

0
...

...
...

...
...

... 0 . .
. . . . 0

...

0 1
2 0 · · · · · · 1

2 0


以降，行列Aを用いてトークンの衝突に要するフェーズ

数の導出を行う．ここで，I を単位行列とする．文献 [2]

より，補題 1が成立する．

補題 1

∞∑
j=0

jAj = (I −A)−1A(I −A)−1 2

次に補題 2を導出する．

補題 2 リングに 2つトークンが存在するとき，トーク

ンの衝突に要するラウンド数の期待値は n(n+1)2

4 である．

証明 eiを 1×nのベクトルとし，単位行列 Iの i行目

と等しいベクトルとする．状況 cにおいて，i = D(c)とす

る．このとき，ベクトル eiAの第 j要素は，トークン間距

離がD(c) = iの状況からトークン間距離がD(F (c)) = j

の状況へ遷移する確率を表す．同様に，eiA
k の第 j 要

素は，トークン間距離 D(c) = iの状況から，k フェー

ズ後に，トークン間距離がD(F k(c)) = j の状況へ遷移

する確率を表す．トークン間距離が D(c) = iの状況か

ら，kフェーズ後，D(F k(c)) = 0の状況に遷移する確率

P (D(F k(c)) = 0)は eiA
keT0 となる．よって，D(c) = i

の状況から，D(F k(c)) = 0の状況に要するフェーズの

期待値 E(D(F k(c)) = 0)は以下である．

E(D(F k(c)) = 0) =
∞∑
j=0

jeiA
jeT0 = ei(

∞∑
j=0

jAj)eT0

補題 1より，次の式を得る．

E(D(F k(c)) = 0) = ei(

∞∑
j=0

jAj)eT0

= ei(I −A)−1A(I −A)−1eT0

行列 (I −A)−1 を求めると以下の通りとなる．

B = (I −A)−1 =



1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0
... 2 1 · · · · · · · · · · · · 1
...

... 3 2 · · · · · · 2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

... 2
...

...
... 3 · · · · · · · · · 3 1

1 2 · · · · · · · · · · · · · · · 2


よって，

E(D(F k(c)) = 0) = ei(BABeT0 )

となる．h = BABeT0 としたとき，hは n× 1のベクト

ルであり，i行目の成分 hi は以下の通りである．

hi = ni− i2 + i

= −(i− n+ 1

2
)2 +

(n+ 1)2

4

ここで，E(D(F k(c)) = 0) = eih = hi である．衝突時

間の期待値の最大は以下の式で表すことができる．

max
i

{hi}

nは奇数なので，hiの式より，i = n+1
2 のとき衝突に要

するフェーズの期待値が最大となり， (n+1)2

4 となる．1

フェーズは高々nラウンドであるので，衝突時間の期待

値は Tcoll(n− 1) = n(n+1)2

4 ラウンドとなる．2

補題 3 収束時間の期待値 Tconv(n− 1)は高々Tcoll(n−
1)⌈log n⌉である．

証明 初期状況 c(T (c) ≥ 2) で，以下に述べる方法

でトークンを 2 つ選択する．選択した 2 つのトークン

を色付きトークンと呼び，それら以外のトークンを色無

しトークンと呼ぶ．初期状況で，正常ノードの後方向の

うち，一番近い (正常ノードも含む)トークンを色付き

トークンとし，トークン所有ノードを vch とする (トー

クン所有ノードは色付きトークンの移動とともに変わ

る)．また，vchからもう一方の色付きトークン所有ノー

ド (vct)までの前方向の経路上に存在するトークン数が

1+
⌊
T (c)
2

⌋
(つまり，後方向の経路上に存在するトークン

数が 1 +
⌈
T (c)
2

⌉
) となるようにもう一方の色付きトーク

ンを選択する．vchと vctの距離 l(vch, vct)を d(vct, vch)



：色付きトークン

：色無しトークン

l(vch,vct)：3

vch：v0
vct：v2
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図 6: 色付きトークン間距離の例

とする (l(vch, vct) = ch − ct mod n)．図 6は，色付き

トークン間距離の例を表している．

以降，初期状況から色付きトークンが消滅する状況 (以

降，終了状況)までに要するラウンド数が高々Tcoll(n−1)

であることを示す．そのため，ある状況 cから 1フェーズ

後，色付きトークンが衝突したとき，新たな色付きトー

クンの選択方法を示す．

状況 cから 1フェーズ後の状況 c′ において，色付き

トークンが衝突したとき，新たな色付きトークン所有

ノード vch′，vct′ を以下のように定義する．状況 c′にお

いて，色付きトークンが衝突したときを考える (トーク

ンの衝突は正常ノードでのみ起こる)．

• 色付きトークン同士が衝突したとき，2つのトー

クンは消滅し，終了状況とする．

• 色付きトークンと色無しトークンが衝突したとき，
新たに色付きトークンを選択する．色付きトーク

ンになる候補は，正常ノードの後方向のうち一番

近いトークン (所有するノードを va)，もしくは，

正常ノードの前方向のうち一番近いトークン (所有

するノードを vb)である．

– 候補となるトークンのどちらかが色付きトー

クンのとき，終了状況とする．

– 候補となるトークンのどちらも色無しトーク

ンのとき，現存する色付きトークンとの距離

が小さくなる方 (等しいとき，正常ノードの

後方向のトークン)を色付きトークンとして

選択する (図 7参照)．

候補となるトークンのうち，va，vbのどちらが色付きトー

クンを所有しても，候補となるトークンの選択方法より，

色付きトークン間距離は減少する (つまり，l(vch′ , vct′) <

l(vch, vct))．よって，初期状況から終了状況までに要す

るラウンド数の期待値は高々Tcoll(n− 1)である．

初期状況 cにおいて，少なくとも，1+⌊T (c)
2 ⌋個のトー

クンは色付きトークン間に存在し，終了状況では，色付

きトークンは高々1つ残る．つまり，終了状況では，色

付きトークンが少なくとも 1つ，色無しトークンが少な

0

1

23

4

0

1

23

4

0

1

23

4

状況c

l(v0,v2) : 3

1フェーズ後
l(v4,v3) : 1

色付きトークンを選択
va : v4 , vb : v2v

l(v3,v2) : 1 , l(v4,v3) : 1

図 7: 色付きトークン衝突後の例

くとも ⌊T (c)
2 ⌋−1個消滅する．よって，終了状況のとき，

トークン数 T (c′)は以下になる．

T (c′) ≤ T (c)− (

⌊
T (c)

2

⌋
− 1)− 1

=

⌈
T (c)

2

⌉
初期状況から終了状況の間に，トークン数は半分以下に

なることがわかる．また，高々⌈log n⌉回トークン数を半
分にすればトークン数は 1つになる．よって，収束時間

の期待値 Tconv(n− 1)は高々Tcoll(n− 1)⌈log n⌉である．
2

補題 3より，Hermanの一般モデルにおいて，トーク

ンが複数存在するとき高々n(n+1)2

4 ⌈log n⌉ラウンドで収
束することを導出した．Hermanの一般モデルではトー

クン数の偶奇を問わないが，Hermanのモデルではトー

クン数を奇数としており，Hermanの一般モデルにおけ

る収束時間の期待値がHermanのモデルにおける収束時

間の期待値ともなる．よって，定理 1が導出される．

定理 1 RNG故障有りモデルにおける HTCAの収束時

間の期待値 Tconv(n− 1)は高々n(n+1)2

4 ⌈log n⌉である．

4.1.2 シミュレーション

本節では，収束時間の期待値 Tconv(nf )が，nf = n−1

のとき最大であることをシミュレーション結果より示す．

収束時間に影響を及ぼすパラメータは，ノード数n，RNG

故障ノード数 nf，初期状況におけるトークン数である．

ノード数 nを 99，初期状況におけるトークン数を 99と

し，RNG故障ノード数 nf を 0から n−1まで変化させ，

シミュレーションを行う．このとき，RNG故障ノード

数 nf (0 ≤ nf ≤ n − 1)に対して，各々10000回収束時

間を導出し，その収束時間の平均をグラフ化させたもの

が図 8である．図 8は，x軸に RNG故障ノード数 nf，

y軸に収束時間を表したグラフである．図 8より，RNG

故障ノード数が n− 1個のとき収束時間の期待値が最大

だと考えられる．
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図 8: D1 の収束時間のグラフ

4.2 巡回時間の評価

定理 2 RNG故障有りモデルにおける HTCAの巡回時

間の期待値 Tcir(nf )は 2n− nf である．

証明 正常ノードのトークンの処理について考える．

正しい状況 x ∈ Cにおいて，正常ノードがトークンを所

有しているとき，状況 f(x)でトークンが移動する確率

は 1
2 であり，移動しない確率は

1
2 である．よって，正常

ノードにおいて，トークンが移動するまでに要する期待

ラウンド数は 1/( 12 ) = 2である．次に，RNG故障ノー

ドのトークンの処理について考える．正しい状況 x ∈ C

において，RNG故障ノードがトークンを所有している

とき，状況 f(x)でトークンが移動する確率は 1であり，

移動しない確率は 0である．よって，トークンが移動す

るまでに要する期待ラウンド数は 1である．以上より，

Tcir(nf ) = 2(n− nf ) + nf = 2n− nf である．2

5 まとめ

本稿では、乱数生成器が故障する RNG故障という新

たな故障の概念を提案し，RNG故障有りモデルにおい

て，HTCAの評価を行なった．具体的には，まず，RNG

故障ノード数が n− 1のRNG故障有りモデルにおいて，

HTCA の収束時間の期待値が n(n+1)2

4 ⌈logn⌉ であるこ
とを示した．また，シミュレーションを用いて，RNG

故障ノード数が n− 1のときの収束時間の期待値が最大

であることを示した．次に，RNG故障ノード数が iの

RNG故障有りモデルにおいて，HTCAの巡回時間の期

待値が 2n− iであることを示した．

今後の課題としては，RNG故障ノード数が任意の iの

ときの収束時間の期待値を解析することが考えられる．

また，RNG故障ノードは確率 1でトークンを巡回させ

るとしたが，確率 pでトークンを巡回させるときの解析

も行いたい．
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