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概 要

コンクリート間隙へのナノ粒子の充填を再現す

ることを目標に，種々の形状の容器に 2種類の球
体を緩やかにランダム充填することを数理科学的

モデルとして定式化し，その充填密度を与える数

理的な近似公式を示した．それにより，充填密度

を最高にする 2種類のナノ粒子の組み合わせを与
える近似公式を得た．その充填密度近似公式は，

100万個以上の球体を充填する多数回の計算実験
によって検証されている．

1 Introduction

乾燥コンクリートにあいた多数の穴を通り，鉄

筋へ塩化物イオンが達することでコンクリートが

劣化されることが知られている．その穴を塞ぐた

めに，ナノ粒子を電気泳動的に詰め込む処置が行

われている [V1][K1]．その場合，ナノ粒子は大小
2種類のものが同時に用いられる．小さい方は塩化
物イオンをブロックすることが目的であり，大き

い方はナノ粒子の流れを良くすることが目的とさ

れている．しかし，大小の 2種類のナノ粒子を用
いることは，球体による空間充填密度を上げると

いう目的にもかなっている．なぜならば，よく知

られているように 1種類の球体による 3次元空間
充填の最高密度は面心立方格子充填のそれである

π√
18

= 0.74048 であるにもかかわらず，2種類の
球体を用いて，その大小の球の半径比を無限大に

すると，原理的には 1− (1− π√
18

)2 = 0.93265 ま
で充填密度を高めることができるからである．そ

れは，大きな球体に比べて小さい球体を十分小さ

くすることで，大きな球体の隙間に小さな球体が

入り込むことが理由である．

しかし，ナノ粒子の充填はランダムなものであ

り，さらに，ナノ粒子の大きさには制限があるう

え充填するのは有限な大きさの穴である．そこで，

2種類のナノ粒子をある形状の穴にランダム充填
するときに，その密度を最大にするには，どのよ

うな大きさのナノ粒子を用いればよいか，という

問題が生じる．実際には，ナノ粒子の小ささに制

限があるため，充填容器と小ナノ粒子の半径を固

定したとき，大ナノ粒子の半径をどのように定め

れば，充填密度を上げることができるか，という

問題となる．その解を得るためには，2種類の大
きさのナノ粒子がある容器内に充填されるときの

様子を，できるだけ単純な原理でモデル化し，そ

の充填密度を与える式を導き，その最大値を考察

する必要がある．

続く第２節では，ナノ粒子充填を計算機でシミュ

レートするために，ピットと疑似ピットとを用い

たモデルを提案する．これは，ナノ粒子が充填さ

れる様子をできるだけ忠実に再現するとともに，

計算速度においても優れているモデルである．第

３節では，容器表面排除効果を導入し，単一種球

を容器内に充填するときの充填密度の近似値を与

える公式を示す．これは，容器の表面-体積比率と
充填球半径とのみに依存した単純な公式であるが，

あらゆる形状の容器と充填球半径において，かな

り良い近似を与える．第４節では，大小２種類の

球を容器内に充填するときの充填密度の近似値公

式を示した．それを用いて，ナノ粒子充填で要請

があった，小球の半径を固定したときに充填密度

が最大となる大球の半径の公式も示す．第５節で
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は，いくつかの計算実験の結果を示し，充填密度

近似公式の適応度を検証する．

2 ナノ粒子充填モデル

ナノ粒子を充填するときに，それはもちろんラ

ンダムな充填となる．鋼球を用いた実験により、

ランダム稠密充填 (RCP) の密度は約 0.64 である
ことが知られている [S]．それは、振動を与えて鋼
球が重力により沈み込むことで得られる充填の密

度である．重力という全体として方向性を持った

力の作用が要因であるため，その力の方向，すな

わち高度の低い方から順に充填される．このよう

な方向性を持った充填は，そうでないものと比較

して，隙間の少ない，密な充填となる．

それに比較して，ナノ粒子を充填する場合、ナ

ノ粒子の結合には，重力よりもファンデルワール

ス力やクーロン力などの寄与が大きく，それは重

力のように全体としての方向性を持ったものでは

ない．その結果，充填は下の方からだけではなく，

横方向からも，時には上の方向からも行われるた

め，それらの異なる方向からの充填がぶつかり合

うところでは，間隙が大きくなり，全体としての

充填密度は比較的低いものとなる．このような，

ナノ粒子の充填をできる限り忠実に再現する計算

機実験を行うため，次のような充填原理をたてて

モデル化した．ここで，充填球の半径を r として

いる．

• 容器および既に充填されている球と，内部で
は交わりを持たず，表面上の 3点で接してい
る位置にある半径 r の球の中心を，それら 3
点で支持されたピットと呼ぶ．

• 容器表面から r だけ離れた容器内の点を，一

様な分布密度に従いランダムに選択し，それ

を疑似ピットと呼ぶ．

• 充填球は，ピットおよび疑似ピットの中から
ランダムに選択された位置に置かれる．

ピットは，容器表面やそれまでに充填された球

などの，既にある物体の表面の３点に，次に充填

されようとしている球が接して安定したときの，

その球の中心の位置である．これまでに行われた

ランダム球充填の数ある計算機実験は，このピッ

トの位置（選択法は種々考えられる）に充填球を

置くことでなされているものが多い [Y][V2]．
確かに，容器表面および充填球表面が完全に滑

らかで，容器表面と充填球との間に特別な引力が

働かないのであれば，新しく充填される球は，既

に充填された球および容器表面の 3個のものに接
する位置（ピット）で安定すると考えるのが妥当

である．しかし，実際の容器とナノ粒子の場合に

は，容器壁面と粒子との分子間力あるいはクーロ

ン力あるいは表面の凹凸などの理由により，容器

表面上の 1点だけに接する位置にも充填球が置か
れると考えられる．当研究での計算実験では，そ

の現象を再現するため，容器表面にある密度で一

様に分布した疑似ピットも，ピットとして選択さ

れる対象としている．疑似ピットの分布密度は，容

器表面上で，充填球表面積あたりの疑似ピットの

個数 ρ で表され，ナノ粒子が容器表面に引きつけ

られる強さを表すパラメタとなる．計算機実験の

際には，容器表面の充填球表面積あたり 1個の分
布密度，すなわち ρ = 1 とした．例えば，充填球
の半径が 1の場合，容器表面の半径 2の円周内に
約 1個の疑似ピットがあることになる．もしも疑
似ピットがなければ，方形の容器の場合，8方向
の角にある 8個のピットから充填が始まることに
なり，ランダム性が失われるが，疑似ピットを用

いることで，容器表面に粒子がランダムに張り付

くことから充填が始まる．

また，2種類の球を充填する場合には，大小の球
の間にも引力が働くと仮定して，充填済みの大球の

表面にも，小球を置くための疑似ピットを容器壁面

と同じ密度で分布させている．これは，大球の半径

r2 と小球の半径 r1 との関係が r1 < ( 2√
3
−1)r2で

あるときには小球を置くためのピットで大球 3個で
支持されるものが決して生じない，という現象を回

避して自然なナノ粒子充填を再現するために必要

な技術的な要請でもある．なぜならば，大球表面の

疑似ピットを使用しない場合には，r1 < ( 2√
3
−1)r2

であるか否かで，充填の様子が極端に変化し，充

填密度を単一の近似式で表すことが困難となるか
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らである．

3 単一種球による充填

容器内をランダム充填する場合，充填球半径と

比較して容器表面から十分に遠い部分では，容器

形状に依存しない，ある一様な密度で充填されてい

る，という仮定は妥当なものであろう．この密度を

中心部充填密度と呼び，Dc で表すことにする．計

算実験によると，その数値はDc = 0.543 (±0.001)
である（±0.001は，行ったすべての計算実験の実
測値がその範囲に入ることを意味する）．

しかし，容器表面では，表面の内側に球体がな

ければならいという束縛と，表面に接する充填球

が多いという状況から，充填密度が中心部とは異っ

たものとなる．容器表面からの距離 x における充

填密度 f(x) を，計算実験のデータから求めると，
次のようなグラフとなる．曲線が充填密度 f(x)で
あり，ドットを先端とするヒストグラムは充填球

中心の分布である．水平な直線は中心部充填密度

Dcであるが，その左端が欠けているのは，境界面

排除効果を表している．

2 r 4 r 6 r 8 r 10 r
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

図 1: 容器表面からの距離に対する充填密度
(rは充填球半径)

充填密度は容器表面近傍では振動し，容器表面

から離れるに従い中心部充填密度 Dc に収束して

いる．この充填密度分布 f(x)の積分値は中心部
充填密度の積分値をやや下回り，その差の積分値

を Dc で割った値 1
Dc

∫ ∞
0

(Dc − f(x))dx が境界面

における充填球の排除効果である．この値は充填

球の半径に比例し，その比例係数

ϵ =
1

rDc

∫ ∞

0

(Dc − f(x))dx (1)

を境界面排除効果係数 (boundary evacuation co-
efficient)と呼ぶ．ϵの値は，計算実験によると，疑

似ピット分布密度 ρに依存して変動する（ρの増加

に伴い増加する）が，容器形状にはあまり依存しな

い．ρ = 1の場合，その数値は約 ϵ = 0.387 (±0.01)
である．

そこで，容量 V，表面積 S の容器に半径 r の

球を充填するとき，容器表面から距離 ϵr の範囲

に境界面排除効果が及び，その部分を排除した残

りの容器部分が均一的な充填密度 Dc で充填され

ていると考えれば，全体の充填密度の近似が得ら

れる．さらに，容器表面から距離 ϵr の範囲の容

積を ϵrS と近似することで，容器全体における充

填密度 D の次のような近似式が得られる．

D =
(V − ϵrS)Dc

V
= (1 − ϵrS/V )Dc (2)

この式にある，容器の表面-体積比率 (surface-
volume ratio) S/V はスケーリングも含めた図形

の形状を表す最も単純なパラメターの一つであり，

同一体積ならば表面が滑らかで球形に近いほど，

また，相似形ならば体積が大きいほど，表面-体積
比率は小さな値となる．たとえば，半径 rの球の
場合 S/V = 3

r であり，1辺の長さが aの立方体

の場合 S/V = 6
a である．

4 2種球による充填

この節では，容器内に大きさの異なる 2種類の
球を充填することを考察する．ただし，2種類の
球を平行して同時に充填（すなわち，ある比率で

交互に充填）する同期充填方式ではなく，大きい

球を始めに充填しておき，その間隙に小さな球を

充填する，という逐次充填方式をとる．ナノ粒子

を充填するという目的からすると，同期充填方式

で行うべきであるが，数理モデルの定式化が複雑

なものになること，その充填密度の理論的な評価

式を得るのが困難なこと，などの理由により逐次

充填方式を用いた．
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大小 2種類の充填球の半径を r1 < r2 とし，充

填する容器体積を V，容器表面積を Sとする．ま

ず，半径 r2の大球を先に充填する．前節で述べた

充填密度近似公式 (2)を適用すると，その充填密
度 D2 は

D2 = (1 − ϵr2S/V )Dc (3)

であるから，充填された球の総体積は (V −ϵr2S)Dc

で近似される．半径 r2の球の表面-体積比率は 3
r2

であるので，充填された球の総表面積は 3
r2

(V −
ϵrS)Dcとなる．次に，半径 r1の小球を充填するの

であるが，充填する場所は，既に充填された大球の

間隙であり，その間隙の体積は V −(V −ϵr2S)Dc，

表面積は S + 3
r2

(V − ϵr2S)Dc である．この間隙

を新しい容器と考え，ふたたび充填密度近似公式

(2) を適用すると，半径 r1 の球の総充填体積は

Dc(V −(V −ϵr2S)Dc−ϵr1(S+ 3
r2

(V −ϵr2S)Dc))
となり，容器全体積 V に対するその充填密度は

D1 =Dc(1 − Dc − 3ϵDc
r1

r2
+ (Dcr2 − (1 − 3ϵDc)r1)ϵS/V )

(4)

で近似される．よって，2種類をあわせた全充填
球体積の容器全体積に対する全充填密度D1,2 は

D1,2 = Dc(2 − Dc − 3ϵDc
r1

r2

+ ((Dc − 1)r2 − (1 − 3ϵDc)r1)ϵS/V )
(5)

で近似される．

ここで，充填密度を最大にするナノ粒子の大き

さの問題に答えるため，小球の半径 r1 を固定し

て，大球の半径 r2を変化させたときの全充填密度

の変化を見てみると，簡単な計算により，D1,2は

r
(max)
2 =

√
3Dcr1

(1 − Dc)S/V
(6)

のとき，最大値

D
(max)
1,2 =Dc(2 − Dc − ϵ(1 − 3ϵDc)r1

− 2ϵ
√

3(1 − Dc)r1S/V )
(7)

をとることがわかる．

5 計算実験

2種球充填の計算実験は，様々なサイズの直方
体容器と球体容器とについて行った．その中から

2 × 2 × 2の立方体容器，半径 1の球体容器，2 ×
(2× 4)/2のプリズム形容器，上下に凹みのある半
径 1の球形容器に充填した結果を述べる．いずれ
も，小球の半径を r1 = 0.01と固定し，大球の半
径を変化させたときの D1, D2, D1,2 の値（実線）

と計算実験による実測値（ドット）とをプロット

している．縦線は，D1,2の近似公式の値が最大値

をとるときの大球の半径 r
(max)
2 を表している．

r2が大きくなり容器直径の数分の一くらいの大

きさになると，1個の充填球の配置が変わるだけで
充填密度が大きく変化するため，実測値のばらつ

きが大きくなるが，それでも近似公式の値は，実

測値を良く近似していると言える．実際，いずれ

の実験においても，大小球の合計充填密度の近似

公式D1,2の値と，計算実験による実測値との誤差

の標準偏差 σ は，実験した r2 の全範囲において

は σ < 0.014 であるが，D1,2が最大となる r
(max)
2

の近傍においては，σ < 0.0045である．

6 Conclusion

コンクリートの間隙はセメントに含まれる水分

が原因となって生成され，それは，複雑に絡み合っ

た毛細管の形状をしている。その間隙を管の直径

で分類したとき，どのくらいの体積を占めている

かを表したものが，図 6のグラフである。これは，
水銀を高圧浸透させることで計測されている．

半径 r で，長さが r に比較して十分に長い円

筒形容器の場合，表面-体積比率は S/V = 2/r と

なるが，コンクリート間隙の場合，それが完全な

円筒形であることは考えられないので，表面-体積
比率はそれよりも大きなものと考えられる．特に，

大きな直径をもつ間隙の場合，その表面にはかな

りの凸凹がある (図 7)．
そこで，断面半径が r のコンクリート間隙の

表面-体積比率を，かなり単純化してはいるが，
S/V = 10/r と仮定する．この仮定の下で，半

径が r1, r2 のナノ粒子を断面直径の分布が図 6の
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図 2: 立方体容器 (2× 2× 2, S/V = 3, r1 = 0.01)
D1,2 = 0.7888 − 0.003423
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図 3: 球形容器 (半径 1, S/V = 3, r1 = 0.01)
D1,2 = 0.7888 − 0.003423
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図 4: プリズム形容器 (2 × (2 × 4)/2, S/V =
3.62, r1 = 0.01)
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図 5: 凹球形容器 (半径 1, S/V = 8, r1 = 0.01)
D1,2 = 0.7849 − 0.003423

r2
− 0.7683r2,

r
(max)
2 = 0.068, D
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1,2 = 0.6824

情報処理学会研究報告 
IPSJ SIG Technical Report

5 ⓒ2010 Information Processing Society of Japan

Vol.2010-MPS-80 No.18
2010/9/29



グラフであるような毛細管状の間隙に充填したと

きの充填密度に近似公式を適用すると，D1,2 =
0.791 − 4.06r1 − 0.342 r1

r2
− 5.02r2 となる．実

際に使用されているナノ粒子サイズの組である

r1 = 0.001, r2 = 0.01 の場合はD1,2 = 0.703 であ
る．また，r1 = 0.001を固定すると，r2 = 0.00826
のとき D1,2 は最大値 0.704をとる．したがって，
実際に使用されているナノ粒子ペアは，充填密度

については最適に近いと言える．

容器形状を S/V というただ一つのパラメタで

表して，しかも，容器表面から距離が ϵr である範

囲の体積を ϵrS と簡単に一次近似して得られた充

填密度近似公式であるが，不思議なほどに良い近

似を与えている．容器表面の平均曲率やガウス曲

率などを考慮した，より高次の近似式も考えられ

るが，式が複雑になる割には良い近似を与えない．

原理的には，容器表面から充填球半径以内の距離

にある部分を除いた容器中心部に充填球の中心は

あるのであるから，その中心部分の形状に注目す

るのが良さそうであるが，その考察からは実験結

果に合致するような近似式は得られていない。

0.01 0.1 1 10. 100. 1000.
Μm0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

図 6: コンクリート間隙（毛細管）の直径の分布
（出典 [K2]）
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