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定常反復法型前処理つきGCR(k)法の性能評価

関 本 幹†1 藤 野 清 次†2

大規模な連立一次方程式をKrylov部分空間法を用いて解く場合，前処理を用いるこ
とにより解法の収束性は向上する．特に，ILU(0)前処理はフィルインを考慮しないの
で非対称行列を持つ連立一次方程式の前処理としてよく利用される．しかし，ILU(0)

前処理は前処理行列生成コストが大きく，さらに，前進・後退代入計算が余分に必要
になる．本論文では，前処理生成コストが極めて小さくかつ余分な前進・後退代入計
算を必要としない定常反復法型前処理を GCR(k) 法に適用し，数値実験を通してそ
の有効性を示す．

Convergence Estimation of GCR(k) Method
with Stationary Type of Preconditioning

Takashi Sekimoto†1 and Seiji Fujino†2

Preconditioning techniques improve convergence rate of Krylov subspace
methods when we solve a large non-singular linear system of equations Ax = b.
ILU(0) decomposition preconditioning without extra fill-in is well known as a
technique for linear systems with nonsymmetric coefficient matrix. However,
this preconditioning doesn’t sometimes work well due to high cost to build
preconditioner matrix and extra cost of forward and backward substitutions.
In this paper, we propose restarted GCR(k) method with stationary type of
preconditioning. Through numerical experiments, we make clear that this pre-
conditioning has excellent convergence rate.
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1. は じ め に

解くべき連立一次方程式を

Ax = b (1)

とする．ただし，係数行列 Aは大きさ n× nの非対称行列，xと bは次数 nの解ベクトル

と右辺項ベクトルとする．このとき，初期残差ベクトルを r0(= b − Ax)とし，m次元の

Krylov部分空間

Kk(A; r0) = Span{r0, Ar0, . . . , Ak−1r0} (2)

において，正規直交基底を生成して近似解 xk を求める手法を Krylov 部分空間法と呼ぶ．

Krylov部分空間法において，正規直交基底の計算に Arnoldi原理を適用し，残差ベクトル

に最小条件を課した解法にGCR(k)法 (Generalized Conjugate Residual method，一般化

共役残差法，k はリスタート周期を意味する)がある2)．

一方，前処理技法は Krylov部分空間法の収束性を向上させる技法である．特に，ILU(0)

前処理は非対称行列を係数に持つ連立一次方程式における Krylov部分空間法の収束性を向

上させる前処理として広く知られている．しかし，ILU(0)前処理では反復過程に入る準備

段階での前処理行列生成コストが大きく，さらに，係数行列 Aとベクトル v の積 Av と同

程度の計算コストを必要とする前進・後退代入計算が余分に必要になる．その課題に対し，

2010年に尾上らにより，前処理行列生成コストを大幅に減らしかつ余分な前進・後退代入

計算を必要としない定常反復法型前処理が提案された1)4)5)．本論文では，定常反復法型前

処理を GCR(k)法に適用し，その収束性を前処理なしの GCR(k)法および ILU(0)前処理

つき GCR(k)法と比較評価する．

本論文の構成は以下の通りである．第 2節で，GCR(k)法の概要を述べる．第 3節で，定

常反復法前処理つき GCR(k)法の算法について述べ，さらに，計算量を削減した定常反復

法型前処理つき GCR(k)法の算法ついて述べる．第 3節で，変種定常反復法型前処理つき

GCR(k)法の算法を記述する．第 5節で，数値実験を通して定常および変種定常反復法型

前処理つき GCR(k)法の有効性を示す．第 6節で，まとめと今後の課題について記述する．

2. GCR(k)法

以下に，GCR(k)法の算法を示す．ここで，k はリスタート周期を意味する．
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GCR(k)法の算法

Let x0 be an initial guess, (3)

repeat, (4)

set r0 = b− Ax0,p0 = r0, q0 = Ap0, (5)

for m = 0, 1, . . . , k − 1, (6)

αm =
(rm, qm)

(qm, qm)
, (7)

xm+1 = xm + αmpm, (8)

rm+1 = rm − αmqm, (9)

if ||rm+1||2/||r0||2 ≤ ϵ then stop, (10)

βm,i = −
(Arm+1, qi)

(qi, qi)
, i ≤ m, (11)

pm+1 = rm+1 +

m∑
i=0

βm,ipi, (12)

qm+1 = Arm+1 +

m∑
i=0

βm,iqi, (13)

end for, (14)

x0 = xk, (15)

end repeat. (16)

3. 定常反復法型前処理つきGCR(k)法

3.1 素朴な定常反復法型前処理つきGCR(k)法

本節では，素朴な定常反復法型の前処理について記述する1)．まず，係数行列 A を

A = L + D + U と分解する．ただし，L，D，U は狭義下三角行列，対角行列，狭義

上三角行列を各々意味する．ここで，連立一次方程式 (1)を前処理を用いて解くことを考え

る．前処理行列を K = K1K2 とすると，式 (1)は

(K−1
1 AK−1

2 )(K2x) = K−1
1 b, (17)

Ãx̃ = b̃. (18)

と変形される．さらに，K1 = I，K2 = K2 とおき，K2 = L + D とすると，Ã，x̃，b̃は

次のように表される．

Ã = AK−1
2 = (L + D + U)(L + D)−1

= I − U(L + D)−1, (19)

表 1 前処理行列 M，N の設定
Table 1 Determination of preconditioner M , N .

method M N

Jacobi D −L − U

GS L + D −U

SOR L + 1
ω D ( 1

ω − 1)D − U

x̃ = K2x = (L + D)x, (20)

b̃ = b. (21)

また，式 (2)における反復 k 回目の残差ベクトルを r̃k = b̃− Ãx̃k と定義すると，

r̃k = rk (22)

と表される．式 (18)∼(21)において，M = (L + D)，N = −U とすると A = M −N であ

ることがわかる．すなわち，M，N は定常反復法である Jacobi法，GS(Gauss-Seidel)法，

SOR(Successive Over Relaxation)法の行列分離方式を用いることができる．表 1に前処

理行列M，N の設定を示す．ただし，表 1中の ω は加速係数を意味する．

以下に，素朴な定常反復法型前処理つきGCR(k)法の算法を示す．算法中の下線はGCR(k)

法と異なる更新式を意味する．

素朴な定常反復法型前処理つきGCR(k)法の算法

Let x0 be an initial guess, (23)

repeat, (24)

set r0 = b− Ax0, p0 = r0, (25)

Compute M−1p0 (26)

Compute NM−1p0 (27)

q0 = p0 − NM−1p0, (28)

for m = 0, 1, . . . , k − 1, (29)

αm =
(rm, qm)

(qm, qm)
, (30)

Compute M−1pm (31)

xm+1 = xm + αmM−1pm, (32)

rm+1 = rm − αmqm, (33)

if ||rm+1||2/||r0||2 ≤ ϵ then stop, (34)

Compute M−1rm+1 (35)

Compute NM−1rm+1 (36)
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vm = rm+1 − NM−1rm+1 (37)

βm,i = −
(vm, qi)

(qi, qi)
, i ≤ m, (38)

pm+1 = rm+1 +

m∑
i=0

βm,ipi, (39)

qm+1 = vm +

m∑
i=0

βm,iqi, (40)

end for, (41)

x0 = xk, (42)

end repeat. (43)

3.2 計算量を削減した定常反復法型前処理つきGCR(k)法

定常反復法型前処理つき GCR(k)法の計算量削減を考える．式 (31)は反復毎に計算され

るが，x̃ = Mxと置き換えることで削減することができる．ただし，リスタート毎に計算

される初期残差ベクトル r0 は，

r0 = b− Ãx̃0

= b− AM−1x̃0

= b− (M − N)M−1x̃0

= b− x̃0 + NM−1x̃0 (44)

のように計算され，反復終了時には近似解ベクトルを x = M−1x̃と元に戻す必要がある．

以下に，計算量を削減した定常反復法型前処理つき GCR(k)法の算法を示す．

計算量を削減した定常反復法型前処理つきGCR(k)法の算法

Let x0 be an initial guess, x̃0 = Mx, (45)

repeat, (46)

Compute M−1x̃0 (47)

Compute NM−1x̃0 (48)

set r0 = b− x̃0 + NM−1x̃0, p0 = r0, (49)

Compute M−1p0 (50)

Compute NM−1p0 (51)

q0 = p0 − NM−1p0 (52)

for m = 0, 1, . . . , k − 1, (53)

αm =
(rm, qm)

(qm, qm)
, (54)

x̃m+1 = x̃m + αmpm, (55)

rm+1 = rm − αmqm, (56)

if ||rm+1||2/||r0||2 ≤ ϵ then stop, (57)

Compute M−1rm+1 (58)

Compute NM−1rm+1 (59)

vm = rm+1 − NM−1rm+1, (60)

βm,i = −
(vm, qi)

(qi, qi)
, i ≤ m, (61)

pm+1 = rm+1 +

m∑
i=0

βm,ipi, (62)

qm+1 = vm +

m∑
i=0

βm,iqi, (63)

end for, (64)

x̃0 = x̃k, (65)

end repeat. (66)

4. 変種定常反復法型前処理付きGCR(k)法

本節では，変種定常反復法型の前処理について記述する1)．変種定常反復法型の前処理で

は K1，K2 を A = M − N の行列分離を用いて以下のようにおく．

K1 = I, (67)

K2 = (N − 1

δ
D)M. (68)

ただし，δ は実数係数である．ここで，式 (17)より Ã，x̃，b̃，r̃ は次のように表される．

Ã = (N − 1

δ
D)−1 − NM−1(N − 1

δ
D)−1, (69)

x̃ = (N − 1

δ
D)Mx, (70)

b̃ = b, (71)

r̃ = r. (72)

さらに，第 3.2節と同様に計算量を削減した変種定常反復法型前処理つき GCR(k)法を考

える．初期残差ベクトル r0 は，
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r0 = b− Ãx̃0

= b− AM−1(N − 1

δ
D)−1x̃0

= b− (M − N)M−1(N − 1

δ
D)−1x̃0

= b− (N − 1

δ
D)−1x̃0 + NM−1(N − 1

δ
D)−1x̃0 (73)

となり，反復終了時には近似解ベクトルを x = M−1(N − 1
δ
D)−1x̃ と元に戻す．以下に，

計算量を削減した変種定常反復法型前処理つき GCR(k)法の算法を示す．

計算量を削減した変種定常反復法型前処理つきGCR(k)法の算法

Let x0 be an initial guess, x̃0 = (N −
1

δ
D)Mx, (74)

repeat, (75)

Compute (N −
1

δ
D)−1x0 (76)

Compute M−1(N −
1

δ
D)−1x0 (77)

Compute NM−1(N −
1

δ
D)−1x0 (78)

set r0 = b− (N −
1

δ
D)−1x̃0 + NM−1(N −

1

δ
D)−1x̃0, p0 = r0, (79)

Compute (N −
1

δ
D)−1p0 (80)

Compute M−1(N −
1

δ
D)−1p0 (81)

Compute NM−1(N −
1

δ
D)−1p0 (82)

q0 = (N −
1

δ
D)−1p0 − NM−1(N −

1

δ
D)−1p0 (83)

for m = 0, 1, . . . , k − 1, (84)

αm =
(rm, qm)

(qm, qm)
, (85)

x̃m+1 = x̃m + αmpm, (86)

rm+1 = rm − αmqm, (87)

if ||rm+1||2/||r0||2 ≤ ϵ then stop, (88)

Compute (N −
1

δ
D)−1rm+1 (89)

Compute M−1(N −
1

δ
D)−1rm+1 (90)

Compute NM−1(N −
1

δ
D)−1rm+1 (91)

vm = (N −
1

δ
D)−1rm+1 − NM−1(N −

1

δ
D)−1rm+1 (92)

βm,i = −
(vm, qi)

(qi, qi)
, i ≤ m, (93)

pm+1 = rm+1 +

m∑
i=0

βm,ipi, (94)

qm+1 = vm +

m∑
i=0

βm,iqi, (95)

end for, (96)

x̃0 = x̃k, (97)

end repeat. (98)

5. 数 値 実 験

5.1 計算機環境と計算条件

計算はすべて倍精度浮動小数点演算で行った．計算機は Nehalem（CPU：Intel Xenon

X5570，クロック周波数：2.93GHz，メモリ：24Gbytes，OS：RedHat Enterprise Linux

5.2）を用いた．プログラムは Fortran90を用いて実装し，最適化オプションは-O3を使用

した．右辺項ベクトル bは物理的条件から得られる値を用いた．収束判定条件は相対残差

の 2ノルム：∥ rk+1 ∥2 / ∥ r0 ∥2≤ 10−8 とした．初期近似解 x0 はすべて 0とした．行列

は予め対角スケーリングによって対角項をすべて 1.0に正規化した．最大反復回数は 10000

回とした．リスタート周期 kは 20，50，100，200，500，1000，2000，5000の 8通りとし

た．定常反復法型前処理の行列M，N は SOR法の行列分離を用いた．加速係数 ω は 0.5

から 1.9までの 0.1刻みで計 15通りとした．変種定常反復法型前処理の行列M，N は GS

法の行列分離を用い，V(Variant)-GSと表記する．実数係数 δは 0.5から 1.9までの 0.1刻

みで計 15通りとした．

5.2 テスト問題

表 2に本実験で使用する 10種類の非対称行列の特徴を示す．これらの行列はフロリダ大

学の疎行列データベースから選出した3)．

5.3 実 験 結 果

表 3-4に 3種類の前処理を用いたGCR(k)法の収束性を示す．表 5に前処理付きGCR(k)
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表 2 10 種類の非対称行列の特徴
Table 2 Specifications of ten kinds of nonsymmetric coefficient matrices.

matrix dimension nnz ave. analytical

nnz field

big 13,209 91,465 6.92 structural

bridge 64,461 4,373,817 67.85

poisson3Da 13,514 352,762 26.10

poisson3Db 85,623 2,374,949 27.74

xenon1 48,600 1,181,120 24.30

xenon2 157,464 3,866,688 24.56

ex11 16,614 1,096,948 66.03 fluid-

ex19 16,614 1,096,948 66.03 dynamics

raefsky2 3,242 294,276 90.77

raefsky3 21,200 1,488,768 70.22

法と前処理無し GCR(k) 法の計算時間比較，表 6 に定常反復法型，変種定常反復法型と

ILU(0)前処理の計算時間比較を示す．

表中の時間の単位は，“ ave.itr-t”ではミリ秒とし，それ以外はすべて秒とした．表中の定

常反復法型前処理を用いた GCR(k)法は ω = 1.0および最適な ω のみ示す．また，変種定

常反復法型前処理を用いた GCR(k)法は δ = 1.0および最適な δのみ示す．表中の“max”

は最大反復回数まで達したことを意味する．表中の“ k”，“ω”，“ δ”はリスタート周期，加

速係数，実数係数を各々意味する．表中の“ itr.(iteration)”，“ pre-t”，“ itr-t”，“ tot-t”，

“ ave.(average)itr-t”は反復回数，前処理行列生成時間，反復計算に要した時間，合計時間，

平均反復時間を各々意味する．表中の“TRR(True Relative Residual)”は真の相対残差の

常用対数値である log10

(
∥b−Axm+1∥2

∥b−Ax0∥2

)
また，表中の“ ratio”は前処理付き積型反復法の

前処理無し GCR(k)法に対する比を意味する．

表 3-6の観察から以下の知見を得られる．

• 定常反復法型前処理について，ωの値を増加，または減少させると収束性が優れるケー

スがある．

• 変種定常反復法型前処理について，δ の値を増加，または減少させると収束性が優れる

ケースがある．

• 10種類のテスト行列において，最も速く収束したケースが多い前処理は変種定常反復

法型の 7ケースである．

• 前処理なし GCR(k)法よりも 2倍以上計算時間が短くなったケースは，ILU(0)前処理

で 4ケース，定常反復法型前処理で 10ケース，変種定常反復法型前処理で 10ケース

である．

6. ま と め

本論文では定常反復法型前処理および変種定常反復法型前処理を GCR(k) 法に適用し，

さらに，計算量の削減を行った．その結果，前処理なし GCR(k) 法よりも収束性が優れ，

ILU(0)前処理つきGCR(k)法では収束しなかった行列に対しても収束することがわかった．

今後の課題は，定常反復法型前処理が有効である行列を事前に知ることができるような指標

を考察することである．
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表 3 3 種類の前処理を用いた GCR(k) 法の収束性
Table 3 Convergence of three kinds of preconditioned GCR(k) methods.

matrix pre- k ω δ itr. pre-t itr-t tot-t ave. TRR ratio

cond. itr-t

- 20 - - max - - - - -5.36 -

ILU(0) 5000 - - 253 0.01 1.36 1.37 5.38 -8.06 -

big SOR 500 1.0 - 413 0.00 3.36 3.36 8.14 -8.03 -

1000 1.9 - 320 0.00 2.04 2.04 6.38 -8.04 -

V-GS 2000 1.0 286 0.00 1.73 1.73 6.05 -8.08 -

5000 - 1.7 272 0.00 1.54 1.54 5.67 -8.05 -

- 500 - - 1926 0.00 104.07 104.07 54.03 -10.57 1.00

ILU(0) 20 - - max - - - - 0.00 -

bridge SOR 100 1.0 - 2563 0.03 46.77 46.80 18.25 -10.62 0.45

20 0.5 - 1310 0.03 14.59 14.62 11.14 -10.69 0.14

V-GS 20 1.0 717 0.04 11.33 11.37 15.80 -10.73 0.11

20 - 0.9 687 0.04 10.84 10.88 15.78 -10.50 0.10

- 20 - - 285 0.00 0.34 0.34 1.20 -8.08 1.00

ILU(0) 20 - - 57 0.05 0.13 0.18 2.30 -8.07 0.53

poisson3Da SOR 20 1.0 - 99 0.00 0.13 0.13 1.31 -8.09 0.38

20 1.1 89 0.00 0.12 0.12 1.35 -8.09 0.35

V-GS 20 1.0 74 0.00 0.14 0.14 1.91 -8.12 0.41

20 - 1.1 72 0.00 0.12 0.12 1.68 -8.10 0.35

- 50 - - 582 0.00 8.34 8.34 14.33 -8.05 1.00

ILU(0) 100 - - 110 0.56 3.12 3.68 28.35 -8.09 0.44

poisson3Db SOR 20 1.0 - 204 0.03 2.24 2.27 10.98 -8.11 0.27

20 0.9 - 202 0.03 2.20 2.23 10.90 -8.09 0.27

V-GS 20 1.0 137 0.03 2.14 2.17 15.63 -8.12 0.26

20 - 1.1 136 0.02 2.14 2.16 15.74 -8.15 0.26

- 100 - - 1956 0.00 19.05 19.05 9.74 -8.00 1.00

ILU(0) 20 - - max - - - - -2.24 -

xenon1 SOR 20 1.0 - 673 0.00 3.16 3.16 4.70 -8.00 0.17

20 0.8 - 669 0.01 3.13 3.14 4.69 - -

V-GS 20 - 1.0 477 0.01 2.90 2.91 6.08 -8.02 0.15

20 - 0.9 450 0.00 2.73 2.73 6.07 -8.01 0.14

- 200 - - 1514 0.00 81.46 81.46 53.81 -7.99 1.00

ILU(0) 20 - - max - - - - -2.22 -

xenon2 SOR 20 1.0 - 768 0.04 12.43 12.47 16.18 -8.01 0.15

- - - - - - - - - -

V-GS 20 - 1.0 554 0.03 11.89 11.92 21.46 -8.01 0.15

20 - 1.1 555 0.04 11.42 11.46 20.57 -8.01 0.14

表 4 3 種類の前処理を用いた GCR(k) 法の収束性（続き）
Table 4 Convergence of three kinds of preconditioned GCR(k) methods. (cont’d)

matrix pre- k ω δ itr. pre-t itr-t tot-t ave. TRR ratio

cond. itr-t

- 20 - - max - - - - -7.08 -

ILU(0) 20 - - max - - - - 0.00 -

ex11 SOR 20 1.0 - max - - - - -7.22 -

50 0.5 - 8299 0.01 28.93 28.94 3.49 -8.40 -

V-GS 1000 - 1.0 max - - - - -7.33 -

20 - 0.5 8524 0.00 32.92 32.92 3.86 -8.46 -

- 20 - - max - - - - -7.16 -

ILU(0) 20 - - max - - - - 0.00 -

ex19 SOR 20 1.0 - max - - - - -7.83 -

200 0.8 - 7238 0.00 29.25 29.25 4.04 -8.15 -

V-GS 20 1.0 10500 0.00 11.43 11.43 1.09 -7.93 -

20 - 0.5 6253 0.00 6.81 6.81 1.09 -8.18 -

- 2000 - - 337 0.00 0.61 0.61 1.81 -8.01 1.00

ILU(0) 100 - - 40 0.05 0.04 0.09 0.98 -8.60 0.15

raefsky2 SOR 200 1.0 - 186 0.00 0.20 0.20 1.08 -8.12 0.33

- - - - - - - - - -

V-GS 1000 1.0 70 0.00 0.06 0.06 0.84 -8.27 0.10

- - - - - - - - - -

- 50 - - 8826 0.00 40.32 40.32 4.57 -9.10 1.00

ILU(0) 5000 - - 75 0.19 0.63 0.82 8.41 -8.85 0.02

raefsky3 SOR 100 1.0 - 6239 0.01 38.43 38.44 6.16 -9.35 0.95

20 0.6 - 5140 0.01 19.16 19.17 3.73 -9.42 0.48

V-GS 200 - 1.0 2205 0.01 22.94 22.95 10.40 -9.35 0.57

50 - 0.7 1893 0.02 11.42 11.44 6.03 -9.55 0.28

表 5 前処理付き GCR(k) 法と前処理無し GCR(k) 法の計算時間比較
Table 5 Comparison of total time of preconditioned GCR(k) methods to that of GCR(k) method.

ratio ∼0.25 0.25∼0.50 0.50∼0.75 0.75∼1.00 1.0∼ not conv.

ILU(0) 3 1 1 0 0 5

SOR 6 4 0 0 0 0

V-GS 7 3 0 0 0 0

表 6 定常反復法型，変種定常反復法型と ILU(0) 前処理の計算時間比較
Table 6 Comparison of total time of GCR(k) methods with stationary type and variant stationary

type of preconditioning to that of ILU(0)-GCR(k) method.

ratio ∼0.25 0.25∼0.50 0.50∼0.75 0.75∼1.00 1.0∼ not conv.

SOR 5 0 2 0 3 0

V-GS 5 0 3 0 2 0
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