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独立並列計算による行列固有値分布の確率的推定法

二 村 保 徳†1 多田野 寛人†1
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大規模疎行列向け固有値解法において，固有値分布の推定値が得られている場合，
効率良いパラメータ設定が可能となる．本稿では，行列 trace の確率的推定法と周回
積分を組み合わせた固有値分布の推定法を提案する．提案法は LDLT分解などの行列
分解を行うことが困難な行列に対して適用可能であり，さらに並列性にも優れている．
また，提案法は少ない計算量で十分な精度の推定が可能であることを数値実験で示す．

Yasunori Futamura,†1 Hiroto Tadano,†1

Tetsuya Sakurai†1 and Jun-Ichi Iwata†1

Some kinds of eigensolvers for large sparse matrices require specification of
parameters based on rough estimation of desired eigenvalues. In this paper, we
propose a stochastic estimation method for eigenvalue distribution by the com-
bination of a stochastic estimator of a matrix trace and the contour integration.
Our proposal method can be applied to a matrix that unfeasible to be factrized,
and it is easy to parallelized. Some numerical experiments is excecuted to show
that our method can estimate in enough accuracy by a small computational
cost.

1. は じ め に

行列の固有値問題は科学技術計算におけるさまざまな分野で現れ，この求解が計算時間の
大きな割合を占めることが多い．特に疎行列の一部の固有値と，それに対応する固有ベク
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トルのみが必要な場合が多くあり，このような場合に用いられる固有値解法ではパラメータ
設定が性能に大きく影響する．このとき，たとえ粗い精度であっても固有値分布が事前にわ
かっている場合には効率の良いパラメータ設定が可能となる．この場合，固有値分布を求め
る計算は固有値解法の計算に比べ少ない計算量で行える必要があり，さらにその並列性も重
要である．従来，このような固有値分布推定法としてシルベスター慣性則を用いた手法や，
行列の部分構造化による方法12) などが用いられてきた．これらの手法は行列の線形方程式
の直接解法を用いるため，演算量やメモリ容量の都合上，大規模疎行列や行列ベクトル積と
してのみ与えられる行列に対する適用は困難となる．本稿では行列の traceの確率的推定法
と，周回積分を組み合わせた固有値分布推定法を提案し，前述の行列に対しても適用可能で
あることを示す．
以下本稿の構成について述べる．まず次節では指定した領域内の固有値数の確率的推定法
に関する理論と，提案法における数値積分の積分誤差について述べる．また，固有値数推定
法を用いて固有値分布の推定法を定義し，その並列性について述べる．第 3節では標準固有
値問題を対象とする場合における Krylov部分空間の shift不変性を用いた提案法の高速化
について論じる．第 4節ではMatrix Market9) の行列および実空間密度汎関数計算4),7) で
現れる行列に対して提案法を適用する数値実験を行い，その有効性を確認する．そして最後
に第 5節でまとめと今後の課題を述べる．

2. 固有値分布の確率的推定法

行列 A, B ∈ Cn×n とし，B は正則とする．留数定理より，周回積分
µΓ =

1

2πi

∮
Γ

tr((zB − A)−1B)dz

=
1

2πi

∮
Γ

n∑
j=1

1

z − λj
dz

(1)

を行うと正方向の単純閉曲線 Γ内の固有値数 µΓ が得られる．ここで z ∈ Cであり，iは虚
数単位，λj (j = 1, 2, . . . , n)は行列束 (A, B)の固有値とする．ただし，zB −Aは Γ上で
正則とする．
式 (1)を計算機で扱うため，Γを中心 γ，半径 ρの円として N 点台形則を用いて

µΓ ≈ µ̂Γ =
ρ

N

N−1∑
k=0

e
2πi
N

(k+1/2)tr((ωkB − A)−1B) (2)
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と表す．Γ上を等間隔にとる点を

ωk = γ + ρe
2πi
N

(k+1/2) k = 0, 1, . . . , N − 1

とする．文献 10)，11)によると，式 (2)は以下のように表される．

µ̂Γ =

n∑
j=1

ρ

1 +
(

γ−λj

ρ

)N
(3)

ここで， | γ−λ1
ρ

| ≤ | γ−λ2
ρ

| ≤ · · · ≤ | γ−λn
ρ

| とする．また，m′ は ρ/(1+ (
γ−λj

ρ
)N ) = O(ε)

となる j があるとき，m′ < j ≤ nを満たす整数である．ただし ε > 0 とする．したがって
式 (3)は

µ̂Γ =

m′∑
j=1

ρ

1 +
(

γ−λj

ρ

)N
+ O(ε).

と表すことができる．よって Γ の外部かつ Γ 付近に存在する固有値が積分誤差に大きく影
響するということがわかる．
文献 1)–3)，6)によると，式 (2)の traceは

tr((ωkB − A)−1B) ≈ 1

s

s∑
j=1

vj
T(ωkB − A)−1Bvj . (4)

と推定できる．ただし，vj はその要素が等確率で 1または −1 の n次元ベクトルとし，s

は任意の正の整数とする.

式 (4)を用いると µ̂は

µ̂Γ ≈ µ̃Γ =
ρ

Ns

N−1∑
k=0

e
2πi
N

(k+1/2)

s∑
j=1

(vj
T(ωkB − A)−1Bvj) (5)

と表せる，したがって (ωkB − A)−1B の trace推定では s 個の独立な線形方程式

(ωkB − A)xk
j = Bvj j = 1, 2, . . . , s. (6)

を解く必要がある．xk
j の下添え字はサンプルベクトル vj に対応していることを示し，上

添え字は積分点 ωk に対応していることを示す．線形方程式を直接解法で解くことが困難な
場合は，これを反復解法によって解けばよい．

固有値分布の推定法は固有値数の推定法から直接導かれる．簡単のため，行列 A, B を
Hermite行列とする．この場合，行列束 (A, B)のすべての固有値は実軸上に分布する．区間
[α, β] が与えられているとして，それぞれの中心 γ1, γ2, . . . , γnc が実軸上にある nc 個の円
Γ1, Γ2, . . . , Γnc を置く．全ての円の半径を ρ = (β−α)/2ncとし，中心を γℓ = α+(2ℓ−1)ρ.

とすると，区間 [α, β] における解像度 nc の固有値分布推定とみなせる．
ωℓk を ℓ番目の円の k番積分点とすると，固有値分布推定法で最も計算量の多い部分は線
形方程式

(ωℓkB − A)xℓk
j = Bvj


j = 1, 2, . . . , s

k = 0, 1, . . . , N − 1

ℓ = 1, 2, . . . , nc

の求解である．ただし，積分点の数はすべての円において N 個とした. 式 (5)から簡単に
j, k, ℓに関する全ての方程式はそれぞれ独立に計算できることがわかる．このような独立性
は近年の大規模並列計算環境において有効であると考えられる．さらに，反復解法を用いる
場合は各線形方程式の解法の並列化も容易である．

3. shift不変性を用いた高速化

この節では Krylov部分空間
Kj(A, v) = span{v, Av, A2v, . . . , Aj−1v}.

の Shift不変性を用いた固有値分布推定法の高速化について述べる．ここで v は任意の非零
ベクトルとする．行列Aに単位行列の複素定数 σ 倍を足し合わせた行列A+σI は，その固
有値が Aの固有値から全て σ だけ shiftした値となることから，shift行列と呼ばれ，shift

行列 A + σI に関する Krylov部分空間は元の行列 Aに関する Krylov部分空間と一致する
Kj(A + σI, v) = Kj(A, v).

この Krylov部分空間の shift不変性を用いて複数の shift行列に関する線形方程式
(A + σkI)x = b k = 1, 2, . . .

に対し，行列ベクトル積を任意の seed 行列 A + σseedI に関するものだけ行えばよい反復
解法である Shifted Krylov部分空間反復法系の解法が提案されている5),8)．行列ベクトル
積の計算時間が主要な場合，Shifted Krylov 部分空間反復法を用いると，BiCG 法などの
shift不変性を考慮しない Krylov部分空間反復法を用いて N 個の方程式を別々に解く場合
と比較して，式 (7)を解くための 1反復分の行列ベクトル積を 1/N に減らすことができる．
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表 1 行列の特徴．
Table 1 Matrices properties．

Matrix pencile Size nnz(A) nnz(B) Type(A) Type(B) Center Radius #eig in Γ

LU¡ND 147 1298 1294 Indefinite Indefinite 1.0 × 104 1.0 × 104 40

BCSST07 420 4140 3836 Positive definite Positive semi-definite 0.23 0.17 398

BCSST10 1086 11578 11589 Positive definite Positive semi-definite 4.0 × 10−5 1.5 × 10−5 35

PLAT1919 1919 17159 — Indefinite — 2.0 × 107 2.5 × 107 40

BCSST13 2003 42943 11973 Positive definite Positive semi-definite 3.0 × 103 2.0 × 103 11

標準固有値問題，つまり B = I の場合を考えると式 (6)は各サンプルベクトルごとにN 個
の独立な shift線形方程式

(ωkI − A)xk
j = vj (7)

を Shited Krylov部分空間反復法を用いて解くことにより，提案法の高速化が可能となる．

4. 数 値 実 験

この節ではいくつかの数値実験を示す．数値例 1および数値例 2は Matlab 7.4で行い，
数値例 3では PGIの Fortran 90コンパイラを用いた．演算はすべて倍精度で行った．すべ
ての数値例において行列 A, B は実対称行列を対象とした．積分点 ωk が行列束 (A, B)の
固有値付近に置かれた場合，行列 ωkB −A が悪条件になり，十分な精度の解が得られなく
なる可能性がある．A, B が実対称行列の場合は固有値が全て実軸上に存在するため，固有
値と一定以上の距離をおいて積分点を設置することができる．簡単のため，本稿の数値実験
では実対称行列を対象とする．

4.1 数 値 例 1

数値例 1 では Matrix Market の行列を用いた．行列の特徴を表 1 に示す．全ての行列
は実対称疎行列で，固有値問題に関する行列である．表中の行列 A, B は一般化固有値問題
Ax = λBx の行列を表す．標準固有値問題である PLAT1919を除いたすべての行列束は一
般化固有値問題のものである．nnz(A) と nnz(B) の列は行列 A および B の非零要素の数
を表し，Type(A) と Type(B) の列は A および B の正定値性を表す．すべての行列束にお
いて積分領域として異なる円 Γ を設定した．Center と Radius の列はそれらの中心と半径
を表す．#eig in Γ の列は円 Γ内の固有値の数を表す．固有値の数はMatlab関数 eigの
結果を用いた．
積分点数N を変えて固有値数の近似値の変化を確認する．逆行列 (ωjB−A)−1Bの trace

表 2 数値例 1 の結果.

Table 2 Results of Example 1.

N
eigenvalue count

LUND BCSST07 BCSST10 PLAT1919 BCSST13

4 38.024 318.03 29.957 55.559 10.917

8 38.268 364.80 32.236 42.350 10.926

16 38.880 392.98 34.152 40.606 10.988

32 39.373 397.89 34.997 39.945 11.000

64 39.749 398.00 35.113 39.540 11.000

の計算にはMatlab関数 eigの結果を用いた．N は 4, 8, 16, 32, 64と変化させた．固有値
数の近似値を表 2に示す．表 2から，少ない N によって十分な精度で固有値数が近似でき
ていることが確認できる．

4.2 数 値 例 2

数値例 2ではサンプルベクトルの数 sの変化によって固有値数の推定値の変化を確かめ
た．実験は数値例 1と同じ行列束を対象とし，s は 10から 1000まで変化させた．線形方程
式はMatlab関数の mldivideを用いた．すべての行列束において積分点数はN = 16とし
た．実験結果を表 4.2に示す．サンプルベクトルの要素を決める際の疑似乱数はMatlab関
数 rand を用い，その生成アルゴリズムと種の設定は rand(’twister’, 5489) で行った．
表 4.2から sが増加するに従いある程度の精度向上が見られるが，sが大きい場合はその計
算コストに対し満足な精度が得られていないことがわかる．

4.3 数 値 例 3

数値例 3では，差分法による実空間密度汎関数計算で現れる行列の固有値問題を対象と
する．本固有値問題は Aが実対称行列の標準固有値問題 Ax = λx であり, A は次の 3つ
の項 A = L + Vloc + VnlVnl

T から成る．L と Vloc はそれぞれ n × n の疎行列と対角行列，
Vnl は n× ne の疎行列である．ここで ne < n は対象とする系の全電子数とする．VnlVnl

T
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表 3 数値例 2 の結果．
Table 3 Results of Example 2.

#vecters
eigenvalue count

LUND BCSST07 BCSST10 PLAT1919 BCSST13

10 44.344 391.08 35.725 40.759 12.866

20 43.394 392.58 34.718 40.371 11.747

30 43.195 391.92 33.631 40.926 10.765

40 39.547 393.83 32.862 39.874 10.590

50 40.039 393.09 32.958 41.018 10.313

100 37.716 392.27 32.854 40.632 11.293

200 39.805 393.45 33.569 40.341 11.460

500 41.147 392.76 33.619 40.542 11.104

1000 39.874 392.53 33.995 40.731 11.229

exact 38.880 392.98 34.152 40.606 10.988

がほぼ密な行列となるため同様に Aも密行列といえ，演算量やメモリの都合上，行列 A は
行列ベクトル積の形でのみ与えられる．したがってこの行列に対する固有値分布推定法とし
て第 1節で示した従来手法を用いるのは現実的ではない．この固有値問題では小さいもの
からMB 個の固有値とそれに対応する固有ベクトルを求める必要がある．ここでMB は対
象とする系の占有状態数である．さらに，行列 A は小さいものから MB 個の固有値に対応
する固有ベクトルに陰的に非線形であり，Self Consistent Field計算を行って自己無撞着な
固有対を求める必要がある．これは行列が少しずつ変化する中で固有値問題を繰り返し解く
必要があるという事を意味する．初期行列における固有値分布推定の計算量は，後に続く固
有値解法の計算量に比べ比較的小さくすることができ，固有値分布推定が有用となると考え
られる．
本数値例の行列は 512個のシリコン原子からなる結晶から 2原子分の欠陥を与えた系か
ら現れる行列である．n = 175616，MB = 1020である．線形方程式の解法として Shifted

Krylov部分空間反復法の一種である Shifted COCG法13),14) を用い，収束判定条件は全て
の方程式の相対残差が 10−4 を下回った場合とした．100個の円を区間 [−0.230, 0.243]に重
なりなく等間隔に設置した．すべての円において積分点数は N = 8とし，サンプルベクト
ル数は s = 20 とした．数値実験の結果を図 1に示す．横軸が円の番号を表し，縦軸がその
番号までの円での数値積分による固有値数の推定値の累積を表す．黒い線が推定値で赤い線
が真値を表し，真値として固有値問題向けの共役勾配法の結果を用いた．図 1から，少ない
積分点数，サンプルベクトル数，そして粗い線形方程式解の近似によって，固有値解法のパ
ラメータ設定に用いる固有値分布としては十分な精度の固有値分布が求められているとい
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図 1 シリコン 510 原子系の行列の固有値分布．
Fig. 1 Distribution of eigenvalue of 510 atoms system of silicon.

える．

5. まとめと今後の課題

本稿では行列の trace値の確率的推定法と複素平面上の周回数値積分を組み合わせた固有
値分布の推定法を提案した．提案した推定法は従来用いられている方法と異なり，大規模疎
行列や行列が行列ベクトル積としてのみ与えられている場合などの直接解法を適用するこ
とが困難な行列に対しても適用可能である．また，提案法の計算の主要部である線形方程式
はサンプルベクトルごと，積分点ごとに独立に解くことができることから，提案法は近年
の大規模並列計算環境において高い並列性を発揮する．さらに標準固有値問題の場合では
Shifted Krylov部分空間反復法を用いることによってN 本の方程式に対する計算を，一般
の Krylov部分空間反復法で 1つの方程式を解くコストに近い計算量で解くことができるこ
とを示した．いくつかの数値実験によって少ない積分点数，少ないサンプルベクトル数，粗
い精度の線形方程式の解で十分な精度の推定値を得られることを確認した．
非対称行列の場合では行列束の固有値が実軸上だけに留まらないため，積分点と固有値と
の距離を一定以上保つことが難しく，行列の悪条件化によって traceの近似が困難となるこ
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とがある．この問題を解決する手法を確立することが今後の課題として挙げられる．
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