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特異値計算アルゴリズムの性能評価のための
条件数の大きい行列作成法

髙 田 雅 美†1 木 村 欣 司†2 中 村 佳 正†2

本論文では，特異値分解を評価するために，条件数の大きなテスト行列の作成法を
提案する．我々が対象とする条件数は，以下の 2 種類である．1 つ目は，連立 1 次方
程式を解く際の困難さを 1 つの指標とする．2 つ目は，特異値の近接度を用いる．1

つ目の提案作成法では，2 重対角行列のみならず，密行列を作成することも可能であ
る．一方，2 つ目の提案作成法では，2 重対角行列のみが作成可能である．提案する
2 種類の作成法の目的は異なるため，それぞれに意義がある．これらの作成法を用い
て，LAPACK 3.2.1 に含まれているいくつかの特異値分解アルゴリズムを評価する．

Generating Algorithms for Matrices
with Large Condition Number
to Evaluate Singular Value Decomposition

Masami Takata,†1 Kinji Kimura†2

and Yoshimasa Nakamura †2

In this paper, we propose new generating algorithms for matrices with large
condition number to evaluate singular value decomposition. We target two
types of condition number. The first means intractableness to solve simultane-
ous linear equation. The second uses adjacent amount in each singular value.
The first proposed algorithm can generate not only bidiagonal but also dense
test matrices. On the other hand, the second proposed algorithm can gener-
ate only bidiagonal test matrices. Since targets in the proposed algorithms are
different, it is important to generate test matrices in two types of condition
number. By using two generating algorithms, some singular value decomposi-
tion routines in LAPACK version 3.2.1 are evaluated.

1. は じ め に

特異値分解の優劣を判定するには，実行時間と計算精度の評価などが必要となる．実行時

間は，成分を乱数で与えたテスト行列を複数個用意すれば，ある程度評価できる．一方，特

異値分解アルゴリズムの数値的な性能に関して，計算された特異ベクトルの計算精度として

その直交性を指標にすることが多い．しかしながら，この指標では，計算された特異ベクト

ルと正しい特異ベクトルとの数値的なずれを確認することはできない．同様に，計算された

特異値と正しい特異値との誤差も扱われない．つまり，ある特異値分解アルゴリズムによっ

て計算された特異ベクトルが，正確でなくても直交性さえ優れていれば，そのアルゴリズム

の評価が高くなる危険性がある．よって，特異値と特異値ベクトルが既知の行列をテスト行

列として用い，性能評価のための数値実験を行うべきである．

テスト行列の作成方法として，次の 5 つが考えられる．1 つ目の方法は，特異値分解アル

ゴリズムの倍精度演算用プログラムコードを多倍長演算用に書き換える方法である．2 つ目

の方法は，固有値分解アルゴリズムの計算精度を調べる際に利用されるWilkinson 行列8)

などに対して，Cholesky 分解を行いう方法である．3 つ目の方法として，3 角関数で特異

値および特異ベクトルを表現できる行列がある16)．4 つ目は，Golub-Kahan-Lanczos法6)

の拡張版14) を利用している15)．5 つ目は，対角行列に対して Jacobi 回転および Givens

回転を繰り返し施すことでテスト行列を作成する15)．

本研究では，新たに，条件数の大きいテスト行列の作成法を提案する．条件数には，ある

行列の最大特異値を最小特異値で割った値を用いるものと，特異値の相対的な近接度を用い

るものがある．これら，それぞれに対応するテスト行列の作成法を開発する．この提案する

作成法を用いて，テスト行列の例を示し，数値計算ライブラリとして有名な LAPACK13)

に搭載されているいくつかの特異値分解アルゴリズムの性質を調べる．

本論文の構成は以下の通りである．2章において，特異値分解アルゴリズムの現状につい

て説明する．3章において，数学的な準備として，固有値と特異値の関係を説明する．4章

において，条件数の大きいテスト行列の作成法について説明する．5章において，テスト行

列の例を示す．6章において，LAPACK 3.2.1 のアルゴリズムに対して性能評価を行う．
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2. 特異値分解

長方行列の特徴を知る有効な手段として，特異値分解がある．

長方行列のための方法として，Jacobi 特異値分解4) がある．一般的に，Jacobi 特異値分

解法は，計算速度は遅いが，高精度であるといわれている．

短時間に特異値分解を行うためには，与えられた l×m (l ≥ m) の長方行列 A を 2 重対

角行列 B に変換する前処理がかかせない2),6)．前処理法として，一般的に，Householder

法2),6) が利用されている．Householder 法によって，長方行列 A は，特異値を変化させる

ことなく，2 重対角行列 B に変換することができる．続いて，B の特異値分解 B = UΣV >

を計算する．つまり，Householder 法と B の特異値分解を合わせることによって，A の特

異値分解が完了する．ここで，Σ は B の特異値 σi ≥ 0 (i : 1 ≤ i ≤ m) が対角成分に並ぶ

対角行列，U = (u1, u2 ,· · · ,um) は σi に対する左特異ベクトル ui が列に並ぶ左直交行

列，V = (v1, v2 ,· · · ,vm) は σi に対する右特異ベクトル vi が列に並ぶ右直交行列である．

2 重対角行列 B の標準的な特異値分解法として，QR 法2),3),5)–7)，分割統治法1),9)，拡大

行列を用いた 2 分法と逆反復法による解法などが挙げられる．我々が提案している I-SVD

(Integrable-Singular Value Decomposition)10),11),14) 法も有効である．

特異値計算の性能評価のための指標として，

n∑
i

|σ̂i − σi|
|σi| (1)

を用いる．ここで，σi は正しい特異値であり，σ̂i は特異値計算アルゴリズムによって計算

された特異値とする．

本論文では，特異値分解の条件数として，条件数 1（CN1）と条件数 2（CN2）を用いる．

CN1 は，連立 1 次方程式を解く際の困難さを表すものである．

CN1 =
σmax

σmin
. (2)

CN2 は，相対的な近接度を用いる．

CN2 = max
i6=j

|σmax|
|σi − σj | , 1 ≤ i, j ≤ m (3)

3. 固有値と特異値の関係

任意の m×m 正方行列 Ã において，逆行列 Ã−1 が存在するならば，

maxi |λ̃i|
mini

∣∣λ̃i

∣∣ ≤
maxi σ̃i

mini σ̃i
(4)

が成り立つ．ここで，λ̃i と σ̃i は，それぞれ，Ã の固有値と特異値とする．Ã に関して，絶

対値最大の固有値と絶対値最小の固有値の比よりも条件数のほうが常に大きい．そのため，

Ã の特異値分解の困難さの指標として，

maxi |λ̃i|
mini

∣∣λ̃i

∣∣ (5)

を利用してもよい．

特に，Ã が対称行列である場合，

|λ̃i| = σ̃j (6)

が成り立つ．つまり，

maxi |λ̃i|
mini

∣∣λ̃i

∣∣ =
maxi σ̃i

mini σ̃i
(7)

となる．

4. 大きな条件数を持つテスト行列の作成法

4.1 節と 4.2 では，それぞれ，CN1 と CN2 において，大きな条件数を持つテスト行列を

提案する．

4.1 条件数 1に対する作成法

正方行列 Ã の特異値は，

X = Ã>Ã (8)

の固有値の平方根である．次に，Y = ÃÃ>Ã の特異値は，

Y >Y = (Ã>ÃÃ>)ÃÃ>Ã

= XÃ>ÃX

= X3 (9)

の平方根となる．
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つまり，X の固有値を λ̃i とすると，Y >Y の固有値は λ̃3
i となる．Ã の特異値 σ̃i は

σ̃i =
√

λ̃i を満たす．ゆえに，Y の特異値は，σ̃3
i となる．

Ã の条件数は，maxi σ̃i/ mini σ̃i である．ゆえに，Y の条件数は，(maxi σ̃i/ mini σ̃i)
3

となる．ここで，maxi σ̃i/ mini σ̃i ≥ 1 より，Y の条件数は，Ã の条件数より大きい．

より一般的に，行列 Zh を以下のように定める．

Z2d+1 = Ã(Ã>Ã)d (10)

Z2d = (Ã>Ã)d (11)

ここで，d は，0以上の整数である．Zh の条件数は，Ã の条件数の h 乗に増加する．仮に，

Ã の真の特異値と特異ベクトルが分かっている場合，式 (10)-(11)の関係を用いることによ

り，Zh の特異値と特異ベクトルは，容易に計算可能である．以上より，条件数の大きなテ

スト行列 Zh を作成することができる．

4.2 条件数 2に対する作成法

拡大行列を用いた逆反復法により特異ベクトルを求める場合，近接特異値が入力行列とし

て与えられたならば，単純な逆反復に加えて，修正グラムシミット法による直交化が必要と

なる．そのため，一般的な行列を特異値分解する場合よりも実行時間が長くなる．よって，

拡大行列を用いた逆反復法も比較実験の対象とする場合には，近接特異値を持つテスト行列

を入力とした場合の実行時間の測定も，重要となる．

近接固有値を持つ 3 重対角行列として，Wilkinson 行列がある．21 × 21 の Wilkinson

行列は，次の通りである．

W =




10 1 0 · · ·
1 9 1 0

0
. . .

. . .
. . .

. . .

. . .
. . . 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 0

. . . 1 9 1

0 1 10




. (12)

21 個の固有値のうち 2 個は近接しており，10.746194182903393 と 10.746194182903322

である．この W を結合させて，大規模な行列にする方法として，glued Wilkinson 行列が

ある．

GW =




W δ

δ W
. . .

. . .
. . . δ

δ W




. (13)

ここで，δ は，任意の数とする．そのため，正確な固有値と固有ベクトルを定義することは

できない．

Wilkinson 行列のような性質を持つ上 2 重対角行列が存在する．

K =




9 1 0 · · ·
0 8 1 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 1

. . .

. . .
. . .

. . . 0

0 8 1

0 9




. (14)

17個の特異値のうち，2個は近接しており，9.23988495092718471と 9.23988495092718468

である．この行列 K に対して，Wilkinson 行列同様，glued K 行列を作成する．

GK =




K δ

0 K
. . .

. . .
. . . δ

0 K




. (15)

この GK をテスト行列に用いることによって，大きな CN2 に対する実験を行うことが可

能となる．

5. テスト行列の例

4.1 節で提案した大きな条件数を持つテスト行列の作成法では，特異値と特異ベクトルが

判明している行列が必要である．そこで，大規模なテスト行列を短時間で作成可能な，3 角
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関数で固有値と固有ベクトル (特異値と特異ベクトル)が表現できるテスト行列を採用する．

このテスト行列のほとんどが，対称行列である．

5.1 節では，固有値と固有ベクトルが 3 角関数で表される 3 重対角行列を説明する．5.2

節では，5.1節で述べた 3 重対角行列の逆行列の例を紹介する．5.3 節では，5.1節の行列

から導き出される 2 重対角行列を示す．

5.1 固有値と固有ベクトルが 3 角関数で表される 3 重対角行列の例

ある行列 Ā が

Ā =




α
√

a
√

c + b c

a b c

a
. . .

. . .

. . .
. . . c

a b




(16)

で与えられているとする．この時，この行列の固有値 λ̄i と固有ベクトル x̄i は以下のよう

に表される．α = 0 の時，




λ̄i = b + 2
√

a
√

c cos iπ
m + 1 ,

{x̄i}j =
(√

a√
c

)j−1

sin
jiπ

m + 1 ,
(17)

α = 1 の時，



λ̄i = b + 2
√

a
√

c cos
(

2i− 1
2m + 1π

)
,

{x̄i}j =
(√

a√
c

)j−1

sin
(

(m + 1− j)(2i− 1)
2m + 1 π

)
,

(18)

α = −1 の時，



λ̄i = b− 2
√

a
√

c cos
(

2i− 1
2m + 1π

)
,

{x̄i}j =
(√

a√
c

)j−1

sin
(

(m + 1− j)(2i− 1)
2m + 1 π

)
.

(19)

となる．ここで，要素 {x̄i}j (j : 1 ≤ j ≤ m) は，固有ベクトル x̄i の j 番目の要素である．

5.2 3 重対角行列の逆行列の例

本項では，5.1項で述べた 3 重対角行列の逆行列の例をあげる．

式 (16) より，α = 0，a = c = −1，b = 2の場合，

Ā(1) =




2 −1

−1 2 −1

−1
. . .

. . .

. . .
. . . −1

−1 2




, (20)

となる．この固有値 λ̄
(1)
i と固有ベクトル x̄

(1)
i は，

{
λ̄

(1)
i = 2− 2 cos iπ

m + 1 ,

{x̄(1)
i }j = sin

jiπ
m + 1 ,

(21)

である．この逆行列は，

(m + 1)(Ā(1))−1 =




m m− 1 · · · 2 1

m− 1 2(m− 1) · · · 4 2
...

...
...

...
...

2 4 · · · 2(m− 1) m− 1

1 2 · · · m− 1 m




. (22)

となる．この時，(Ā(1))−1 の固有値は，1/λ̄
(1)
i となる．

式 (16) より，α = 1，a = c = −1，b = 2の場合，

Ā(2) =




1 −1

−1 2 −1

−1
. . .

. . .

. . .
. . . −1

−1 2




(23)

である．この固有値 λ̄
(2)
i と固有ベクトル x̄

(2)
i は，





λ̄
(2)
i = 2− 2 cos

(
2i− 1
2m + 1π

)
,

{x̄(2)
i }j = sin

(
(m + 1− j)(2i− 1)

2m + 1 π
)

,
(24)

である．この逆行列は，
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(Ā(2))−1 =




m m− 1 m− 2 · · · 2 1

m− 1 m− 1 m− 2 · · · 2 1

m− 2 m− 2 m− 2 · · · 2 1
...

...
...

...
...

2 2 2 · · · 2 1

1 1 1 · · · 1 1




. (25)

である．

5.3 2 重対角行列の例

本項では，5.2 節の行列から導き出される 2 重対角行列を示す．

Ā(2) = (B̄(2))>B̄(2) を満たす上 2 重対角行列 B̄(2) は，

B̄(2) =




1 −1

. . .
. . .

. . . −1

1




, (26)

である．よって，B̄(2) の特異値 σ̄
(2)
i は，式 (24) に 3角関数の 2 倍角の公式を適用し，

σ̄
(2)
i =

√
2− 2 cos

(
2i− 1

2m + 1
π
)

=

√
2− 2

(
1− 2 sin2

(
1

2

2i− 1

2m + 1
π
))

= 2 sin

(
2i− 1

2(2m + 1)
π

)
, (27)

となる．この逆行列は，

(B̄(2))−1 =




1 1 · · · 1 1

1 1 · · · 1

. . .
. . .

...

. . . 1

1




, (28)

となる．

表 1 特異値の計算誤差の総和
m CN1 (1) (2) (3)

50 7.05× 1010 2.84× 10−6 2.84× 10−6 2.53× 10−6 1.59× 10−6

100 4.39× 1012 1.36× 10−4 4.56× 10−4 1.80× 10−4 8.69× 10−5

200 2.77× 1014 1.64× 10−2 1.00 - 7.50× 10−3

300 3.14× 1015 2.01× 10−1 3.91 - 1.14× 10−1

表 2 700× 700 の正方行列 (Ā(2))−1 に対する性能（CN1 = 7.95× 105）
(1) (2) (3’)

時間 [sec] 4.17 1.87 25.44

誤差 8.90× 10−11 5.09× 10−10 5.56× 10−11

6. 実 験

4 章で提案したテスト行列を用いて，特異値分解用アルゴリズムを性能比較する．計算

機は，CPU として Intel Xeon X7350，メモリサイズ 128GB を用いる．コンパイラには

gfortran 4.4.3 を用い，ライブラリとして LAPACK 3.2.1 およびそれに付随する BLAS を

適用する．

最初に，大きな CN1 を持つ行列に対する実験を行う．テスト行列は，Ȳ =

(Ā(2))−1((Ā(2))−1)>(Ā(2))−1 とする．(Ā(2))−1 は対称行列であるため，固有値の絶対値と

特異値は一致する．アルゴリズムとしては，次の 3 つを用いる．

( 1 ) Householder 型前処理付き QR アルゴリズム　（DGESVD）

( 2 ) Householder 型前処理付き分割統治法　（DGESDD）

( 3 ) Jacobi 特異値分解法　（DGESVJ）

（）は，LAPACK 3.2.1 の関数名を表す．アルゴリズム (3) の Jacobi 特異値分解法は，与

えられた行列に対して，片側からのみ Jacobi 行列を作用させている．そこで，両側から

Jacobi 行列を作用させるアルゴリズム (3’) に対しても実験を行う． 表 1 は，2 章で説明

した特異値計算の誤差を示したものである．この結果より，条件数が大きくなると，全ての

アルゴリズムで精度が劣化している．また，アルゴリズム (3) では，m ≥ 200 で計算結果

が返されなかった．両側から Jacobi 行列を作用させるアルゴリズムでは，特異値分解が可

能となる． 表 2 は，700 × 700 の正方行列 (Ā(2))−1 に対する実験結果である．この結果

より，特異値の誤差の面では，アルゴリズム (1) と (3’) は拮抗していることがわかる．し

かしながら，実行時間に関して，アルゴリズム (3’)の方が非常に遅い．
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表 3 1700× 1700 の GK 行列に対する性能
(4) (5) (6)

時間 [sec] 43.04 3.00 5.22

||U>U − I||F 2.94× 10−13 1.19× 10−13 6.82× 10−12

||V >V − I||F 2.94× 10−13 1.18× 10−13 6.82× 10−12

||B − UΣV >||F 2.29× 10−12 8.27× 10−13 2.11× 10−11

次に，大きな CN2 を持つ行列に対して実験する．このテスト行列は，2 重対角行列であ

るため，アルゴリズムとしては，次の 3 つを用いる．

( 4 ) QR 法　（dbdsqr）

( 5 ) 分割統治法 （dbdsdc）

( 6 ) 2 分法と逆反復

なお，アルゴリズム (6) では，拡大行列を用いている．そのため，テスト行列のサイズは，

3400× 3400 となる． 表 3 は，その結果である．精度に関して，(4) や分割行列に対して

QR 法を適用するアルゴリズム (5) のほうが高精度である．実行時間に関して，(5) の時間

が最も短い．ゆえに，大きな CN2 を持つ行列に対しては，アルゴリズム (5) のほうが適し

ている．

以上の実験より，行列の持つ性質によって，適切な特異値分解アルゴリズムは異なる．そ

のため，適用する特異値分解アルゴリズムの選択には，注意が必要である．

7. ま と め

本稿では，大きな条件数を持つテスト行列の作成方法を 2 種類提案した．CN1 では，特

異値と特異ベクトルが既知の行列が必要となる．そこで，このための行列として，3 角関数

で表される行列を紹介した．CN2 では，提案した作成法によって，近接特異値を持つ行列

を組み合わせることによって，大規模行列の作成を可能となる．提案手法によって作成され

たテスト行列を用いて，LAPACK 3.2.1 に搭載されている特異値分解アルゴリズムの実験

を行った．その結果，実行時間および精度の面から，与えられたテスト行列の性質によって

適切な特異値分解アルゴリズムが異なることがわかった．ゆえに，特定の性質を持つテスト

行列の作成は，必要であると考えられる．

今後は，条件数以外の性質的な違いを持つテスト行列の作成法を調査すべきである．
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