
情報処理学会論文誌 コンピューティングシステム Vol. 3 No. 2 88–98 (June 2010)

2次元Meshネットワーク・Torusネットワーク上での
最適全対全通信アルゴリズム

高 上 治 之†1 矢 崎 俊 志†2 安島 雄一郎†3

清 水 俊 幸†3 石 畑 宏 明†1

本論文では，各ノードは同時に複数のメッセージを送受信可能なモデルを前提とし
た，2 次元Mesh ネットワーク・Torus ネットワーク上での全対全通信アルゴリズム
を提案する．提案するアルゴリズムでは，各ノードは，複数のメッセージを同時に送
信する方式をとっており，Mesh ネットワークでは，同時に 2 つのメッセージを送信
することにより，Torusネットワークでは，同時に 4つのメッセージを送信すること
によりネットワークのバイセクションバンド幅を最大限に引き出すようにスケジュー
リングしている．本方式での通信時間は，2 次元 Mesh ネットワーク・Torus ネット
ワーク上での理論的下限を達成していることを示す．

Optimal All-to-All Communication Algorithm
on 2-dimensional Mesh Network and Torus Network

Haruyuki Takaue,†1 Syunji Yazaki,†2

Yuichiro Ajima,†3 Toshiyuki Shimizu†3

and Hiroaki Ishihata†1

In this paper, we present an optimal all-to-all communication algorithm for
a 2D mesh/torus network. The proposed algorithm ensures full utilization of
the network link bisection bandwidth without the need for split-phase oper-
ation, which are used in previously proposed algorithm, provided each node
can transfer several messages concurrently. We show the proposed alogrithms
acheives the theoretical lower bound time of all-to-all communicaiton in both
a 2D mesh with two concurrent message transfers and a 2D torus with four
concurrent message transfers.

1. は じ め に

ネットワークへの通信負荷の高い通信パターンとして全対全通信がある．全対全通信と

は，すべてのノードが他のすべてのノードに対して，それぞれ異なった内容のメッセージを

送信する通信パターンである．この通信パターンは，行列の転置，FFTなど多くのアプリ

ケーションで頻繁に使用される．近年の大規模並列計算機では，ノード数の増加にともな

い，Mesh・Torusなどのネットワークトポロジが用いられることが多くなってきた．この

ようなネットワークを持つシステムでは，ネットワークのバンド幅を最大限に引き出す通信

アルゴリズムの実現が重要となる．

特定のトポロジのネットワークで，最適な全対全通信アルゴリズムが提案されている．

Scott 1) は，Hypercube および Mesh 上での最適な全対全通信アルゴリズムを提案してい

る．堀江ら2)，Yu-Cheeら3)はそれを n次元Torusに拡張したものを提案している．これら

のアルゴリズムは，ノード間の 1対 1通信をグループ化し，グループごとに通信するフェー

ズと休むフェーズとを組み合わせることにより，通信ネットワークのバイセクションバンド

幅を 100%使用するように通信の順序をスケジューリングし，理論的な下限の通信時間で全

対全通信を行えることが示されている．

これらの手法の問題点として，個々のノードがメッセージの送信タイミングを同期しなけ

ればならないという点があげられる．このアルゴリズムを実際に利用しようとすると，全

ノード間でフェーズを合わせることが必須となり，これが大きなオーバヘッドとなる．

BlueGene/Lでは，専用のアルゴリズムが用いられている．全対全通信において，Adap-

tive Routingと宛先のランダム化を組み合わせることにより，100%に近い通信性能を実現

している4)．このアルゴリズムを使用するためには，Adaptive Routingの実装が必要とな

る．また，各次元のサイズの異なる Torusでの性能を改善する方式も提案されている5)．

Mesh・Torusのように，ノードから複数のリンクが出ている場合には，複数の通信コン

トローラを並行動作させ，リンクを同時に使用することにより通信性能を向上させることが

できる．最近の並列コンピュータは，1つのノードに複数の通信コントローラを持ち，複数
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のメッセージを同時に送信できるものが増えている．Bruckら6)，Tipparajuら7)，Ajima

ら8) は，そのようなシステムについて報告している．

本論文では，2次元Meshネットワーク，2次元 Torusネットワークと複数のメッセージ

を同時送信可能な通信コントローラを持つシステム向けに，全対全通信を最適に実行する

アルゴリズム A2ATを提案する．2次元 Meshネットワークでは，同時に 2つの，2次元

Torusネットワークでは，同時に 4つの通信コントローラを並行動作させる．つねにすべて

のリンクを使い，送信を行うようスケジューリングするものである．本方式は，従来の方法

のように各ノードが通信フェーズごとに同期をとる必要はない．個々のノードは複数のメッ

セージを独立に並行して送信するだけで，理論的な下限の通信時間で全対全通信を行うこと

ができる．

本論文では，2章で対象とするネットワークと全対全通信時間について述べ，3章で提案

するアルゴリズムについて述べる．4章では Torusネットワークへの拡張について述べ，5

章で提案するアルゴリズムと既存のアルゴリズムとの全対全通信時間を比較し，6章でまと

める．

2. 全対全通信

2.1 対象とするネットワーク

本論文では，2 次元格子状に接続された各ルータにノードを 1 つ接続する構成の 2 次元

Mesh・Torusネットワークを扱う．ルータ間は双方向のリンクで接続されている．Mesh・

Torusを構成する全リンクは同一のバンド幅を持ち，各リンクは同時に双方向の通信を行う

ことが可能なものとする．

メッセージの中継は，バーチャルカットスルーまたは，ワームホールを想定している．通信

時間はメッセージ長が中継段数に対して十分に長い場合，通信距離の影響を無視でき，メッ

セージサイズに比例する．ルーティングは Dimension-orderルーティングとする．この方

式は，XY 平面上にある 2次元Mesh・Torusネットワークの場合は，まずメッセージを送

信元ノードからX 軸方向に送り，次に Y 軸方向に送って，宛先ノードに到達させる方式で

ある．

ネットワーク上でのコンテンションの影響を考慮するために，ネットワーク中の全リンク

について，メッセージはフェアにリンクのバンド幅を共有して流れるものとする．最近の

ハードウェアでは，ホップ数に応じて，アービトレーションの優先度を変えてグローバル

フェアネスとなるような実装がある9)．

図 1 バンド幅をメッセージ数でフェアに共有
Fig. 1 Bandwidth is equally shared by the number of messages.

図 2 Node 内，Router 内の構成
Fig. 2 Composition of node and router.

図 1 のように，各ノードが 2つ先のノードに対して，メッセージを送信した場合，各リ

ンクに流れるメッセージ数は 2つとなる．各メッセージは，パケットに分割されリンクを共

有して流れる．バンド幅はフェアに等分されるため，各ノードはバンド幅を 1/2ずつ享受

して送信を行う．すべてのリンクを使い，通信をする際に，ネックとなるバイセクションバ

ンド幅を最大限に引き出し送信を行う．各ノードは，図 2 のように，送信メッセージが格

納された 1つの送信キューに対し，複数の通信コントローラを持つ．ノードとルータ間は双

方向の通信路で接続され，ルータ間リンクのバンド幅に対して十分に大きいバンド幅を持つ

ものとする．各ノードは，全対全通信に必要な (N − 1)回の送信を FIFO順に並行動作す

る通信コントローラに割り当てていく．

2.2 既存の全対全通信アルゴリズム

途中でメッセージの蓄積・結合を行わない，直接法による全対全通信アルゴリズムとし

て，MPICH 10) に使用されている SimpleSpread法（以降，A2A）がある．直接法はバン

ド幅がボトルネックとなるような，メッセージサイズが大きい場合に用いられる．このた

め，バンド幅を最大限に引き出す通信アルゴリズムの実現がより重要となる．

A2Aは，以下のように宛先を 1個ずつ順に変えて送信する．
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for i = 1　 to　 N − 1 do

send((myid + i) mod N);

end for

ここで，N は全ノード数，myidは，自分の Rank，send(t)は，ノード tへのメッセー

ジ送信を示す．

通信ネットワークがMeshや Torusである場合は，1次元で順に送受信位置を移動させて

いくA2Aのほかに，d次元座標上の相対位置を順次移動させる方法もありうる．この方法を

以降，A2ANDと呼ぶ．x方向のサイズがNx，y方向のサイズがNy の 2次元Mesh・Torus

では，送信先のノードの相対位置を 2次元座標 (x, y)で示す．各ノードは 0 ≤ x ≤ Nx − 1，

0 ≤ y ≤ Ny − 1の範囲に以下のように規則的に送る．

for x = 0 to Nx − 1，y = 0 to Ny − 1 do

if x �= 0　 and　 y �= 0 then

send((myidx + x) mod Nx,

　　　　 (myidy + y) mod Ny);

end if

end for

2.3 Mesh・Torusでの全対全通信時間の下限値

Nx ×Ny（Nx ≥ Ny）ノードのMeshネットワークにおける全対全通信時間の下限値 Tlb

は，バイセクションバンド幅が Ny であり，バンド幅で正規化すると，

Tlb = �Nx

2
��Nx

2
�Ny (1)

であることが知られている．Torusネットワークでは，分割線上を通る通信の数はMeshの

半分となるため，下限値は

Tlbt =
1

2
�Nx

2
��Nx

2
�Ny (2)

となる．

3. 提案するアルゴリズム

提案する A2ATでは，ノードに接続されたリンクを有効活用させることを考え，同一方

向への複数の通信を重ねないよう，つねに全方向のリンクが使用されるように通信をスケ

ジューリングする．MPICHで使用されている既存のアルゴリズムでは，どれも同一方向へ

の送信が連続し，その方向のリンクのバンド幅がネックとなって全体のバンド幅を有効に利

用できない．通信コントローラを複数用いるメリットを活かすため，全対全通信に必要な

(N − 1)回の送信を FIFO順に並行動作する通信コントローラに割り当てていく．並行動作

する通信コントローラの数を，以降，NCT とする．

1 辺のサイズ N が奇数である 2 次元 Mesh において，各ノードは自分から見て，x 方

向に i，y 方向に j の位置にあるノードを相対位置 (i, j) で表す．各ノードは，自分の位

置をネットワークの中心として送信先を考えているため，送信範囲は，−(N − 1)/2 ≤ i，

j ≤ +(N − 1)/2 となる．送信元となる自ノードの位置と宛先ノードの位置を絶対位置で

(x, y)で表す（0 ≤ x，y ≤ N − 1）．+x方向の (i, 0)に対し送信を行う場合を考えた場合，

送信範囲が −(N − 1)/2 ≤ i，j ≤ +(N − 1)/2であるため，宛先ノードの位置が N を超

えるノードが存在する．このような場合，宛先ノードは ((x + i) mod N, y)の位置となる．

送信を行う際の経路は，Meshネットワークでは，図 1 のように，−x方向のリンクを使用

して送信を行う．Torusネットワークでは，Meshの端と端を接続するラップアラウンドパ

スが存在するため，各ノードは +x方向のリンクを使用して送信を行う．

Meshネットワークでは，図 1 のように，各ノードが +x方向の 2つ先のノードに対し，

メッセージを送信する場合，−x方向のリンクも同時に使用する．+x方向，−x方向の各

メッセージの経路上に流れる最大のメッセージ数は 2となるため，各ノードが享受できるバ

ンド幅は 1/2となる．y方向への通信を行う場合についても同様である．NCT を 2とした

場合，x方向へのメッセージ送信と y方向へのメッセージ送信を組み合わせれば，すべての

リンクを使用できる．

このように，すべてのノードが自分の位置から (i, j)の位置にあるノードへメッセージを

送信したとき，x方向の各リンクに流れる最大のメッセージ数は i個となり，y 方向の各リ

ンクに流れる最大のメッセージ数は j 個となる．各リンクのバンド幅は，各リンクに同時に

流れるメッセージ数により，フェアに等分されるため，x方向のバンド幅は 1/i，y 方向の

バンド幅は 1/j となる．各ノードが享受できるバンド幅は経路の最少のバンド幅で律速さ

れるので，各ノードは，1/max(i, j)のバンド幅でメッセージを送信することができる．
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表 1 各ネットワーク構成に必要な処理 Step の一覧
Table 1 A list of processing steps that are required by each network configuration.

正方形 奇数 Step 1，Step 2

偶数 Step 1，Step 2，Step 3

長方形 奇数 × 奇数 Step 1，Step 2，Step 3 Odd

偶数 × 奇数 Step 1，Step 2，Step 3 Odd，
Step 4 Odd

奇数 × 偶数 Step 1，Step 2，Step 3 Even，
Step 4 Even，Step 5

偶数 × 偶数 Step 1，Step 2，Step 3 Even，
Step 4 Even，Step 5

i �= j の場合，x方向，y 方向のリンクに流れるメッセージの数が異なるため，リンクの

バンド幅を効率的に使用できていない部分が生じる．x方向，y 方向のリンクに流れるメッ

セージの数を等しくするために，(i, j)のノードへのメッセージ送信と (j, i)のノードへの

メッセージ送信を組み合わせて同時に送るようにする．この 2 つのメッセージを組み合わ

せることにより，x方向，y 方向の負荷バランスがとれ，バンド幅の利用率が向上する．各

ノードはバンド幅を 1/(i + j)として，送信することができる．

3.1 奇数サイズの正方形 2次元Mesh

A2ATでは，最大 5 stepで全対全通信を行う．表 1 に，各ネットワーク構成に必要な処

理 Stepの一覧を示す．Nx ×Ny（Nx ≥ Ny）の長方形状の構成の場合，横に並ぶノード数

Nx が奇数，縦に並ぶノード数 Ny が奇数であるネットワークの構成を，以降，「奇数 ×奇
数」と表記する．

まず，奇数サイズの正方形 2次元Meshの場合について述べ，偶数サイズ，長方形，2次

元 Torusの順に拡張していく．図 3 に，Step 1，Step 2の処理を示す．Step 3～5に関し

ては，3.2節以降で述べる．

Step 1

for i = 1　 to　 N−1
2

do

send(i, 0); send(0, i); {(a)(c)}
send(−i, 0); send(0,−i); {(b)(d)}

end for

Step 1では，送信元ノードは x方向および，y方向の軸上にあるノードに対して，図 3 (a)～

(d)のように，x軸上にあるノードへのメッセージの送信と y軸上にあるノードへのメッセー

図 3 奇数サイズ正方形 2 次元 Mesh

Fig. 3 Odd size square 2D mesh.

ジの送信を組み合わせて行う．全ノードが同時にこの操作を行うことにより，すべてのリン

クを使用し，送信を行うことができる．

Step 2

for i = 1　 to　 N−1
2

do

for j = 1　 to　 N−1
2

do

send(i, j); send(−j,−i); {(e)(g)(i)(k)}
send(i,−j); send(−j, i); {(f)(h)(j)(l)}

end for

end for

Step 2では，Step 1で送信が完了した以外の位置にあるノードに対して，図 3 (e)～(l)の

ように，x方向，y 方向の各リンクには，ともに (i + j)個のメッセージが流れるように組

み合わせて送信を行う．この場合も，すべてのリンクを使用し，送信を行うことができる．

3.2 偶数サイズの正方形 2次元Mesh

1辺のサイズN が偶数である 2次元Meshでは，このネットワーク内にある最大の奇数サ

イズのネットワークについて，Step 1，Step 2と順に処理し，その後，図 4 に示す，Step 3

で余った各行の処理を行う．
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図 4 偶数サイズ正方形 2 次元 Mesh（Step 3）
Fig. 4 Even size square 2D mesh.

Step 3

for i = 1　 to　 N
2
− 1 do

send(N
2

, i); send(−i, N
2

); {(a)(c)}
send(N

2
,−i); send(i, N

2
); {(b)(d)}

end for

send(N
2

, 0); send(0, N
2

); {(e)}
send(N

2
, N

2
); {(f)}

奇数サイズのときと同様の考えで，図 4 (a)～(d)のように，x方向，y 方向の各リンクに

は，ともに (N/2+i)個のメッセージが流れるように組み合わせて送信を行う．次に，図 4 (e)

に示すように，水平垂直軸上にあるノードの処理を行い，最後に，図 4 (f) に示すように，

対角線にあるノードの処理を行う．対角線にあるノードの処理は，NCT が 1となるが，x

方向，y方向のすべてのリンクを使用し，送信を行うことができる．Step 3においても，つ

ねにすべてのリンクを使用して送信を行っている．

3.3 長方形 2次元Mesh

Nx × Ny（Nx ≥ Ny）の長方形状の構成の場合についても同様に考えることができる．

ネットワークの構成が，奇数×奇数の場合，3 stepで，偶数×奇数の場合は，4 stepで，

奇数 ×偶数，偶数 ×偶数の場合は，5 stepで処理を行う．

まず，長方形に含まれる最大の正方形奇数サイズのネットワークについて，Step 1，Step 2

を順に処理する．次に，これに含まれない残りのノードに対する処理を順に行う．奇数 ×
奇数および，偶数 ×奇数の場合，長方形に含まれる最大の正方形のネットワークは，奇数

図 5 Step 3 Odd および Step 4 Odd での処理
Fig. 5 Processes for Step 3 Odd, Step 4 Odd.

サイズである．このとき，残りのノードに対しては，x方向と y方向の各リンクに，ともに

(i + j)個のメッセージが流れるような組合せがない．そのため，図 5 に示す Step 3 Odd

のように，各ノードが享受できるバンド幅は，それぞれ 1/2iとなる組合せでの処理を行う．

Step 3 Odd

for i =
Ny−1

2
+ 1　 to　 �Nx−1

2
� do

for j = 1　 to　 (Ny − 1)/2 do

send(i, j); send(−i,−j);

send(i,−j); send(−i, j);

end for

send(i, 0); send(−i, 0);

end for

偶数 ×奇数の場合，さらに残りのノードを Step 4 Oddで処理する．

Step 4 Odd

for i = 1　 to　 Ny−1

2
do

send(Nx
2

, i); send(Nx
2

,−i);

end for

send(Nx
2

, 0);

奇数 ×偶数の場合，偶数 ×偶数の場合，長方形に含まれる最大の正方形サイズのネット
ワークは，偶数サイズである．このときは，Step 3 Evenのように処理を行う．Step 3 Even

は，図 4 (f)に示す，偶数サイズの正方形 2次元Meshのアルゴリズムの Step 3の最終 step

の処理を，send(Ny/2, Ny/2); send(−Ny/2, Ny/2);として処理を行う．

Step 3 Even

for i = 1　 to　 Ny

2
− 1 do
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図 6 Step 4 Even および Step 5 での処理
Fig. 6 Processes for Step 4 Even, Step 5.

send(Ny/2, i); send(−i, Ny/2);

send(Ny/2,−i); send(i,−Ny/2);

end for

send(Ny/2, 0); send(0, Ny/2);

send(Ny/2, Ny/2); send(−Ny/2, Ny/2);

Step 4 Even，Step 5では，同様の考えで，図 6 に示すように，各ノードが享受できる

バンド幅をそれぞれ 1/2iとし，残りのノードの処理を行う．

Step 4 Even

for i =
Ny

2
+ 1　 to　 �Nx

2
− 1� do

for j = 1　 to　 Ny

2
− 1 do

send(i, j); send(−i,−j);

send(i,−j); send(−i, j);

end for

send(i, 0); send(−i, 0);

send(i, Ny/2); send(−i, Ny/2);

end for

Step 5

if Nxmod2 == 0 then

for i = 1　 to　 Ny

2
− 1 do

send(Nx
2

, i); send(Nx
2

,−i);

end for

send(Nx
2

, 0); send(Nx
2

,
Ny

2
); {(Special case)}

end if

for i = 1　 to　 Ny

2
− 1 do

send(−Ny

2
, i); send(−Ny

2
,−i);

end for

send(−Ny

2
, 0);

3.4 2次元 Torusへの拡張

2次元 Torusネットワークについても 2次元Meshネットワークと同様に考えることがで

きる．つねに全方向のリンクを使用するために，通信コントローラを 4個使い，+x方向，

−x方向，+y 方向，−y 方向の 4方向を組み合わせて同時に送信を行う．

1辺のサイズ N が奇数である正方形 2次元 Torusネットワークでは，奇数サイズの正方

形 2次元Meshネットワークのアルゴリズムを，NCT を 4として処理することにより，つ

ねに 4方向のリンクを使用することができる．これにより，各リンクに流れるメッセージ数

が均一となる．

1 辺のサイズ N が偶数である正方形 2 次元 Torus ネットワークでは，ネットワーク内

にある最大の奇数サイズのネットワークについて Step 1，Step 2と順に処理する．残りの

ノードについては，Step 3 Tで処理を行う．Torusネットワークにおいて，偶数サイズで

は，ちょうど中間の距離にあるノードへの送信には，2通りの経路がある．このときは送信

先に応じて，逆方向のリンクも使用し，+x方向，−x方向，+y 方向，−y 方向の各リンク

に流れるメッセージの数が (N/2 + i)となるように，送信を行う．

Step 3 T

for i = 0　 to　 N
2
− 1 do

send(N
2

, i); send(−i,−N
2

);

send(−N
2

,−i); send(i, N
2

);

end for

send(N
2

, 0); send(0, N
2

);

send(−N
2

,−N
2

);

長方形の奇数 ×奇数 Torusネットワークでは，長方形の奇数 ×奇数Meshネットワーク

のアルゴリズムを，NCT を 4として処理することにより，つねに 4方向のリンクを使用す

ることができる．これにより，各リンクに流れるメッセージ数は均一となる．
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4. アルゴリズムの性能

本方式は，各ノードが同一サイズのメッセージを同時に送信を行うことを前提としている．

また，本方式により各ステップで全メッセージが利用できるバンド幅は同一となる．よって，

各 stepにおける全ノードの送信時間は同じである．このため，各 step間で同期をとらなく

てもすべて同時に終了する．したがって，全対全通信時間は，各 stepでの通信時間の総和

となる．

本方式による通信時間の理論値を求めるにあたり，リンクのバンド幅を 1に正規化，さら

にメッセージサイズを 1と正規化する．A2ATでは，距離 iにメッセージを送信する場合を

考えると，メッセージの重なりは iとなり，バンド幅は 1/iとなるため，通信時間は iとな

る．通信時間の評価にあたっては，メッセージサイズが大きい場合を想定し，通信の立ち上

がり時間を無視して考えるものとする．

4.1 奇数サイズ正方形 2次元Mesh・Torus

奇数サイズの正方形 2次元Meshの場合，Step 1では，+x方向と +y 方向，−x方向と

−y方向を組み合わせて処理を行う．これを距離 1への送信から距離 �(N − 1)/2�への送信
まで繰り返す．以降，S = �(N − 1)/2�とする．このため，Step 1における通信時間は，

TStep1 =

S∑

i=1

i × 2 (3)

となる．

同様にして Step 2では，(+x, +y)方向の (i, j)へのメッセージ送信と，(−x,−y)方向の

(j, i)へのメッセージ送信を，組み合わせて処理を行う．同様に，(+x,−y)方向，(−x, +y)

方向も処理を行う．x方向，y 方向ともに，メッセージの重なりは (i + j)なので，Step 2

における通信時間は，

TStep2 =

S∑

i=1

S∑

j=1

(i + j) × 2 (4)

となる．

式 (3)，(4)の合計が，本方式の奇数サイズの正方形 2次元Meshの通信時間の理論値と

なる．

Todd = TStep1 + TStep2 (5)

= S(S + 1)(2S + 1) (6)

=
N(N + 1)(N − 1)

4
(7)

この値は，式 (1)に示すMeshネットワークにおける理論的下限と等しくなっている．

奇数 2次元 Torusにおいて，各 Stepの通信時間は 1/2となるため，奇数サイズの正方形

2次元 Torusの通信時間は，N(N + 1)(N − 1)/2となる．この値は，式 (2)に示す Torus

ネットワークにおいても理論的下限と等しくなっている．

4.2 偶数サイズ正方形 2次元Mesh・Torus

偶数サイズの正方形 2 次元 Mesh の場合，Step 3 では，(+x, +y) 方向に (N/2, i) への

メッセージ送信と，(−x, +y)方向に (i, N/2)へのメッセージ送信を組み合わせて処理を行

う．同様に，(+x,−y)方向，(+x, +y)方向も x方向，y 方向ともに，メッセージの重なり

は (N/2 + i)として処理を行う．次に，+x方向の距離 N/2へのメッセージ送信と，+y 方

向の距離 N/2へのメッセージ送信を組み合わせて処理を行うため，N/2の通信時間がかか

る．最後に，(+x, +y)方向に (N/2, N/2)へのメッセージ送信を行う．よって，Step 3に

おける通信時間は，

TStep3 =

S∑

i=1

(
N

2
+ i) × 2 +

N

2
+

N

2
(8)

となる．ただし，S = (N/2) − 1とする．

Step 1，Step 2の通信時間である，式 (6)に，Step 3の通信時間 (S + 1)(S + N)を加

算すれば，偶数サイズの正方形 2次元Meshの通信時間の理論値

Teven =
N3

4
(9)

となる．この値は，式 (1) に示す Mesh ネットワークにおける理論的下限と等しくなって

いる．

偶数 2次元 Torusにおいて，Step 3の通信時間は 1/2となるため，偶数サイズの正方形

2次元 Torusの通信時間は，N3/2となる．この値は，式 (2)に示す Torusネットワークに

おいても，理論的下限と等しくなっている．
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4.3 長方形Mesh

ネットワークの構成をNx×Ny（Nx ≥ Ny）とする．まず，奇数 ×奇数の場合，偶数 ×奇
数の場合について考える．長方形に含まれる最大の正方形奇数サイズであるNy×Nyのネット

ワークについて処理するため，式 (6)にS = (Ny−1)/2を代入すると，Ny(Ny+1)(Ny−1)/4

となる．以降，S1 = �(Ny − 1)/2�, S2 = �(Nx − 1)/2�とする．Step 3 Oddにおける通信

時間を求める．各ノードは，距離 (i, j)へのメッセージを同時に 2つ送るため，重なりは 2i

となる．ただし，i > j とする．水平垂直軸上のノードの処理に関しても，重なりは 2iと

して処理を行うため，

TS3odd =

S2∑

i=S1+1

S1∑

j=1

2i × 2 +

S2∑

i=S1+1

2i (10)

= −(S1 − S2)(S1 + S2 + 1)(2S1 + 1) (11)

となる．S1 = (Ny − 1)/2，S2 = (Nx − 1)/2より，−Ny(Ny − Nx)(Ny + Nx)/4となる．

この値に，Step 1，Step 2の通信時間である Ny(Ny + 1)(Ny − 1)/4を加算すると，

Too =
(Nx − 1)(Nx + 1)Ny

4
(12)

となり，Meshネットワークの理論的下限の通信時間と等しい．

偶数 ×奇数の場合は，Step 4 Oddにおいて残りの 1行の処理を行う．各ノードは，距離

(Nx/2, i)へのメッセージを同時に 2つ送るため，重なりを Nx として処理を行う．最後に，

距離 Nx/2へのメッセージを 1つ送るため，

TS4odd =

S1∑

i=1

Nx + Nx/2 (13)

= Nx(2S1 + 1)/2 (14)

となる．S1 = (Ny −1)/2，S2 = Nx/2−1より，TS3odd +TS4odd = −Ny(N2
y −N2

x −1)/4

となる．この値に，Step 1，Step 2の通信時間であるNy(Ny +1)(Ny −1)/4を加算すると，

Teo =
N2

xNy

4
(15)

となり，Meshネットワークの理論的下限の通信時間と等しい．

次に，奇数 ×偶数の場合，偶数 ×偶数の場合について考える．長方形に含まれる最大の
正方形奇数サイズである (Ny − 1)× (Ny − 1)のネットワークについて処理する．このとき

の通信時間，式 (6)は S = Ny/2 − 1より，Ny(Ny − 2)(Ny − 1)/4となる．Step 3 Even

では，x方向，y 方向の各 1行に対し処理を行う．重なりを (Ny/2 + i)として送信を行う．

水平垂直軸上の処理において，x方向，y 方向ともに，重なりは Ny/2，対角線上のノード

に対する処理では，x方向，y 方向ともに，重なりは Ny となるため，

TS3even =

S1∑

i=1

(Ny/2 + i) × 2 + Ny/2 + Ny (16)

= 2S2
2 + 2NyS2 + 2S2 + 3Ny/2 (17)

となる．

次に，Step 4 Evenにおける通信時間を求める．各ノードは，距離 (i, j)へ，重なりを 2i

として送信を行う．ただし，i > j とする．水平垂直軸上，対角線上のノードの処理に関し

ても，重なりを 2iとして処理を行うため，

TS4even =

S2∑

i=S1+2

S1∑

j=1

2i × 2 +

S2∑

i=S1+2

2i +

S2∑

i=S1+2

2i (18)

= −2(S1 + 1)(S1 − S2 + 1)(S1 + S2 + 2) (19)

となる．

最後に，Step 5で残りのノードの処理を行う．各ノードは，距離 (Ny/2, i)へ，重なりを

Ny として送信を行う．最後に，距離 Ny/2へのメッセージを 1つ送る．偶数 ×偶数の場
合，各ノードは，Step 5のはじめに，距離 (Nx/2, i)，(Nx/2, Ny/2)の処理を重なりを Nx

として行うため，

TStep5 =

S1∑

i=1

Nx + Nx +

S1∑

i=1

Ny + Ny/2 (20)

= 2S1Ny + Ny + 2S1Nx + 2Nx/2 (21)

となる．奇数 ×偶数の場合は，式 (20)の第 1項と第 2項は除かれるため，(2S1 + 1)Ny/2

となる．

奇数 × 偶数の場合，Step 3 Even，Step 4 Even，Step 5 における通信時間は，S1 =

Ny/2 − 1，S2 = (Nx − 1)/2 より，それぞれ TS3even = 3N2
y /4，TS4even = −Ny(Ny −

Nx + 1)(Ny + Nx + 1)/4，TStep5 = Ny(Ny − 1)/2となる．これら値に，Step 1，Step 2

の通信時間である Ny(Ny − 2)(Ny − 1)/4を加算すると，
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Toe =
(Nx − 1)(Nx + 1)Ny

4
(22)

となり，Meshネットワークの理論的下限の通信時間と等しい．

偶数 ×偶数の場合，Step 5における通信時間は，TStep5 = Ny(Nx + Ny − 1)/2となる．

Step 3 Even，Step 4 Evenの通信時間は，奇数 × 偶数の場合と同様であり，これらの値
に，Step 1，Step 2の通信時間である Ny(Ny − 2)(Ny − 1)/4を加算すると，

Tee =
N2

xNy

4
(23)

となり，Meshネットワークの理論的下限の通信時間と等しい．

4.4 既存のアルゴリズムとの比較

A2ANDにおいて NCT を 1とした場合，送信順は任意であるとして通信時間を考える

ことができる．1辺のサイズ N が奇数である正方形のネットワークの場合，宛先ノードの

位置は，送信元ノードの水平垂直軸上，対角線上，およびその他の位置の 3グループに分

けることができる．各グループでは，バンド幅をそれぞれ 1/i，1/2i，1/max(i, j)として

送信を行う．その他の位置にあるノードについて，バンド幅を 1/iとして送信を行う位置に

ある宛先ノードと，1/j として送信を行う位置にある宛先ノードは同じ距離で同じ数だけ存

在する．そのため，バンド幅を 1/j として送信を行う位置に存在するノードの通信時間を

2倍すればよい．4方向に対し送信を行うため，A2ANDの通信時間 Ta2and は，

Ta2and =

S∑

i=1

i × 4 +

S∑

i=1

i × 4 +

S∑

i=1

S∑

j=i+1

j × 8 (24)

= 4S(S + 1)(2S + 1)/3 (25)

となる．S = (N − 1)/2より，通信時間は，N(N + 1)(N − 1)/3となる．

また，A2AT において，NCT を 1 とした場合，送信順は任意である．そのため，通信

時間は同様に N(N + 1)(N − 1)/3である．このように，NCT を 1としたとき，A2ATと

A2ANDは同等の性能となる．

次に，NCT を増やした場合について考える．A2ANDでは，NCT が 2以上とした場合，

各リンクに流れるメッセージ数の変化が異なり，解析的に通信時間を求めることが難しい．

よって，シミュレーションにより比較する．正方形 2次元 Torus32 × 32での mfa 11) によ

るシミュレーション結果を図 7 に示す．横軸は，NCT，縦軸は，全対全通信時間である．

A2ATでは，NCT の増加に従ってリンクを効率的に使用しているため，通信時間が短縮

図 7 全対全通信時間（Torus32 × 32）
Fig. 7 All-to-All communication time (Torus32 × 32).

されている．A2Aでも，NCT を増加させると通信時間が短縮されている．しかし，A2AT

のような向上は得られない．A2ANDについては若干の通信時間の短縮があるものの，ほと

んど変化がない．A2A，A2ANDでは，NCT を 2以上としても同一方向への送信が重な

るため，NCT を増加させても，リンクを効率的に使用しておらず，その方向のバンド幅が

ネックとなるためである．

NCT を 2としたとき，A2ATによる通信時間は，Meshネットワーク上では，理論的下

限となる．Torus ネットワークにおいては，つねに逆のリンクを使用する組合せで送信を

行っているため，A2AT の Mesh ネットワーク上での性能よりも良くなる．Torus ネット

ワーク上では，NCT を 4としたとき，理論的下限となる．A2ATでは，Meshネットワー

クでは，x方向，y方向への送信を順に，Torusネットワークでは，+x方向，+y方向，−x

方向，−y 方向への送信と順に行う．各方向のリンクを順に使用するようにスケジューリン

グをしているため，A2ATではNCT の増加による性能向上が得られる．A2ATは，NCT

が理論的下限の性能を引き出す NCT に満たなかった場合でも，リンクを効率良く使用し

ており，同等以上の性能を実現できる．

5. ま と め

Mesh・Torusネットワークと複数の通信コントローラを持つシステム向けに，全対全通

信を最適に実行するアルゴリズムを提案した．提案したアルゴリズムでは，複数のメッセー

ジを同時に送受信し，その送信方向を全経路の使用効率が一定になるように組み合わせるこ

とでリンクを有効活用させている．このアルゴリズムにより，正方形 2 次元 Mesh ネット
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ワーク・Torusネットワーク，長方形状のMeshネットワークでの全対全通信において通信

時間の理論的下限の性能を引き出すことができることを示した．

提案アルゴリズムでは，既存のアルゴリズムとは異なり，同一方向への連続した送信を行

わない．既存のアルゴリズムと比べ，リンクを効率良く使用しているため，NCT が少ない

場合においても，同等以上の性能である．本方式は，従来の最適な全対全通信アルゴリズム

のようにフェーズを分ける必要はない．複数のメッセージを順次並行して送信するだけでよ

いため，フェーズ間のバリア同期のためのオーバヘッドもなく，実装が容易である．ノード

数 N に対し，各フェーズで同期には log N オーダの回数の通信が必要となる．メッセージ

長が長い場合を想定しており，同期コストは，全体の処理にかかった時間に比べれば，小さ

いものである．しかし，従来アルゴリズムにあったフェーズごとに，(N − 1)回の同期する

ための通信が不要となるメリットは大きい．

本論文では，2次元に限定したアルゴリズムを提案したが，3次元への拡張も可能である．

また，3次元Mesh・Torusの構成をとるシステムにおいても，切り出された 2次元の範囲

のみで全対全通信を行うアプリケーションもあり，本方式は広い範囲のシステムに適用可能

である．

今後の課題として，3次元への拡張と今回示せなかった長方形の奇数×奇数以外の Torus

に関して，研究をすすめていく．
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