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総頂点間経路長を最小にする完全２分木の

同一階層内２辺追加モデル

澤 田 清†1

本研究では，高さ H の完全 2分木に対して，深さ N の同じ階層に 2辺を追加する

モデルを考える．ここでは，完全 2分木の全頂点対について最短経路長を合計した総

頂点間経路長を最小にする最適深さ N∗ を求めた．最適深さは完全 2 分木の高さ H

に関係なく N∗ = 2 となった．

A Model of Adding Two Edges in a Level of a
Complete Binary Tree Minimizing Total Path
Length

Kiyoshi Sawada†1

This study proposes a model of adding two edges to the same level of depth
N in a complete binary tree of height H. An optimal depth N∗ is obtained by
minimizing the total path length which is the sum of lengths of the shortest
paths between every pair of all nodes in the complete binary tree. The optimal
depth is N∗ = 2, irrespective of height H.

1. は じ め に

ピラミッド組織構造は上下間の一元的な命令系統に基づく階層構造であり，構成メンバーを

頂点に，上下のメンバー間関係を辺に対応させると，根付き木として表すことができる1),2)．

このとき，根付き木の各頂点間の経路は組織内のメンバー間の関係をたどる情報伝達経路に
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対応している．また，根付き木に辺を追加することは，直接の上下関係以外の追加的関係の

形成に相当する．筆者らは，完全 2分木型のピラミッド組織構造を対象として，組織全体の

情報伝達が最も効率的になるような，メンバー間の関係追加階層を求めるモデルをいくつか

提案した3)–6)．そこでは，完全 2 分木の全頂点対の最短経路長を合計した総頂点間経路長

が最小となるような関係追加階層を解析的に求めた．

文献 3)では，高さ H の完全 2分木型組織構造の同じ階層内で 2人のメンバー間の関係

を追加するモデルを提案した．すなわち，高さ H の完全 2分木に対して，根以外の共通祖

先を持たない深さ N の頂点間に辺を追加する場合に，総頂点間経路長を最小にする最適深

さ N∗ を求めた．本発表では，完全 2分木の深さ N の同じ階層に 2辺を追加するモデルを

考える．

2. 問 題 設 定

高さH(H = 2, 3, . . .)の完全 2分木に対して，深さN(N = 2, 3, . . . , H)の階層に 2辺を

追加する．ここで，完全 2分木は，すべての葉の深さが同じで，かつすべての内部頂点の子

の数が 2である 2分木を指す7)．また，深さは根からその頂点までの経路の長さを表す．

なお，同じ深さの階層に 2辺を追加する方法は複数あるが，ここでは根以外の共通祖先

を持たない頂点間に 2 つの辺を追加する．すなわち，追加する 2 辺の頂点対を (nX
1 , nY

1 )，

(nX
2 , nY

2 )とすると，nX
1 と nY

1 の最深共通祖先の深さおよび nX
2 と nY

2 の最深共通祖先の深

さを 0とする．また，nX
1 と nX

2 の最深共通祖先の深さおよび nY
1 と nY

2 の最深共通祖先の

深さは 1とする．

完全 2分木の 2頂点 vi と vj(i, j = 1, 2, . . . , 2H+1 − 1)の間の最短経路長を li,j とすると

（ただし li,j = lj,i，li,i = 0），
∑

i<j
li,j は総頂点間経路長を表す．また，上述したような

2辺追加後の 2頂点 vi，vj 間の最短経路長を l′i,j とすると，li,j − l′i,j は辺追加により 2頂

点間の最短経路長がどれだけ短縮されたかを表す．ここでは，これを 2頂点間の短縮経路長

と呼ぶ．さらに，全頂点間の短縮経路長の総和
∑

i<j
(li,j − l′i,j)を，総頂点間短縮経路長と

定義する．ここで，総頂点間短縮経路長を最大にすることは，総頂点間経路長を最小にする

ことを意味する．

3. 総頂点間短縮経路長の定式化

ここでは，上述した同じ深さの階層への 2辺追加に対して，総頂点間短縮経路長を定式化

する．3.1で同じ深さの階層への 1辺追加に対する総頂点間短縮経路長を示し，それを拡張
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する形で 2辺追加の定式化を示す．

3.1 1辺追加の総頂点間短縮経路長

ここでは，高さ H(H = 1, 2, . . .)の完全 2分木に対して，根以外の共通祖先を持たない

深さN(N = 1, 2, . . . , H)の 2頂点間に 1辺を追加する場合の総頂点間短縮経路長の定式化

を示す3)．

ここで，追加する辺の頂点を vX
0 ，vY

0 とし，vX
0 の祖先の中で深さ N − k の頂点を

vX
k (k = 1, 2, . . . , N − 1)，vY

0 の祖先の中で深さ N − k の頂点を vY
k (k = 1, 2, . . . , N − 1)

とする．また，vX
0 と vY

0 の子孫の集合をそれぞれ V X
0 と V Y

0 と書く．ただし，子孫はその

頂点自身も含むものとする．さらに，頂点 vX
k の子孫の集合から vX

k−1 の子孫の集合を除い

たものを V X
k (k = 1, 2, . . . , N − 1)，頂点 vY

k の子孫の集合から vY
k−1 の子孫の集合を除い

たものを V Y
k (k = 1, 2, . . . , N − 1)とする．

このとき，V X
0 と V Y

0 の頂点間の短縮経路長の総和は，

AH(N) = {M(H − N)}2(2N − 1) (1)

と表される．ただし，M(h)(h = 0, 1, 2, . . .)は高さ hの完全 2分木の頂点数を表す．次に，

V X
0 と V Y

k (k = 1, 2, . . . , N − 1)の頂点間と，V Y
0 と V X

k (k = 1, 2, . . . , N − 1)の頂点間の

短縮経路長の総和は，

BH(N) = 2M(H − N)

N−1∑
i=1

{M(H − i − 1) + 1}(2i − 1) (2)

で与えられる．さらに，V X
k (k = 1, 2, . . . , N − 1)と V Y

k (k = 1, 2, . . . , N − 1)の頂点間の

短縮経路長の総和は，

CH(N) =

N−2∑
i=1

{M(H − i − 2) + 1}
i∑

j=1

{M(H − N + j − 1) + 1}(2i − 2j + 1) (3)

となる．ただし，

0∑
i=1

· = 0 , (4)

−1∑
i=1

· = 0 (5)

と定義する．

以上より，根以外の共通祖先を持たない深さ N(N = 1, 2, . . . , H)の 2頂点間に 1辺を追

加する場合の総頂点間短縮経路長 SH(N)は，

SH(N) = AH(N) + BH(N) + CH(N)

= {M(H − N)}2(2N − 1) + 2M(H − N)

N−1∑
i=1

{M(H − i − 1) + 1}(2i − 1)

+

N−2∑
i=1

{M(H − i − 2) + 1}
i∑

j=1

{M(H − N + j − 1) + 1}(2i − 2j + 1)

(6)

となる．

3.2 2辺追加の総頂点間短縮経路長

ここでは，高さ H(H = 2, 3, . . .) の完全 2 分木に対して，2. で述べたように深さ

N(N = 2, 3, . . . , H)の階層に 2辺を追加する場合の総頂点間短縮経路長を定式化する．

2辺それぞれの頂点対は根以外の共通祖先を持たないので，各辺の追加による短縮経路長

は 3.1で求めた SH(N)であるが，2辺で共通の短縮部分があるため，その短縮経路長を減

じる必要がある．2辺で共通の短縮経路長は 2{M(H − N)}2 であるので，2辺を追加する

場合の総頂点間短縮経路長 TH(N)は，式 (6)を用いて

TH(N) = 2SH(N) − 2{M(H − N)}2

= {M(H − N)}2(4N − 4) + 4M(H − N)

N−1∑
i=1

{M(H − i − 1) + 1}(2i − 1)

+ 2

N−2∑
i=1

{M(H − i − 2) + 1}
i∑

j=1

{M(H − N + j − 1) + 1}(2i − 2j + 1)

(7)

と定式化される．

4. 最適辺追加深さ

ここでは，式 (7)の TH(N)を最大にする辺追加深さ N∗ を求める．

式 (7)に
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M(h) = 2h+1 − 1 (8)

を代入して整理すると，次式が得られる．

TH(N) = −22H−2N+3 + (3N − 1) 22H−N+1 + 3 · 2H−N+3 − 3 · 2H+2 + 4N − 4.

(9)

ここで，TH(N)の N に関する差分を ∆TH(N)とおくと，

∆TH(N) ≡ TH(N + 1) − TH(N)

= 3 · 22H−2N+1 − (3N − 4) 22H−N − 3 · 2H−N+2 + 4

< 0 (10)

となる．ただし，N = 2, 3, . . . , H − 1である．したがって，総頂点間短縮経路長 TH(N)を

最大にする最適辺追加深さは，高さ H に関係なく N∗ = 2である．

5. お わ り に

本研究では，高さ H の完全 2分木型組織構造を対象として，組織全体の情報伝達が最も

効率的になるような追加的関係を求める目的で，同じ階層内で 2つの関係を追加するモデ

ルを提案した．そこでは，総頂点間短縮経路長を定式化し，それを最大にする追加辺の深

さを解析的に求めた．最適辺追加深さは，完全 2分木の高さに関係なく N∗ = 2となった．

これは，組織の階層数に関係なくトップから 2つ下の階層での関係形成が最も効率的であ

ることを示している．
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