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テクニカルノート

適応型合意形成モデルの基本性質

塩 村 尊†

本稿の目的は，適応型合意形成過程に関する基本モデルが確率行列によって特徴付けられる正値
線形システムに帰着することを明らかにし，系の不動点が初期選好インデックスと確率行列の単純
Frobenius 根に対応する左固有ベクトルから算出することができること，適応係数に関する標準的な
仮定の下で選好インデックスが必ず収束することを示すことにある．さらに，適応係数ベクトルのス
カラー倍を別にして不動点は一意であることも証明する．最後に，集団構成員が互いに直接，意見交
換を行うことによって合意形成を行う 2つのモデル，すなわち同時調整過程と逐次調整過程を提示し，
これらの選好インデックス収束条件を与える．

Fundamental Properties of Models of Adaptive Consensus Formation

Takashi Shiomura†

The purpose of the paper is to show that a basic model of adaptive consensus formation
reduces to a positive linear system characterized by a stochastic matrix, and its fixed point
can be found directly by using initial conditions and a left eigenvector associated with the
Frobenius root. A sequence generated by the system arrives at a certain fixed point under
suitable conditions. A fixed point is unique up to the multiplication by scalars. We present
two decision-making models in which each member directly exchanges his or her own view
with the others, and investigate convergence conditions.

1. は じ め に

高橋，生天目1),2) が考察した集団的意思決定モデ

ルは個人が集団全体の選好を集約したマクロ情報を参

照しつつ自己の選好を修正し，合意形成を図ろうとす

るものである．この適応型合意形成モデルにはいくつ

かの問題点があることが指摘されているが3)，これは

集団的意思決定過程における個人の集団への適応とい

う側面に焦点を当てたいわば雛形であり，現実の意見

集約システムとして機能することが必ずしも求められ

るものではない．しかしながら一方で，これが合意形

成過程の基礎モデルであるがゆえに，種々の拡張，シ

ミュレーションの実行にあたり，その基本的性質を把

握しておくべきものである．

本稿の目的は上に述べた集団的意思決定モデルの基

本となるモデル（文献 1)，p.3589のモデルを以下で

は基本モデルと呼ぶ）が確率行列によって特徴付けら

れる正値線形システムに帰着することを示し，いくつ
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かの性質を理論的に導くことにある．さらには，個人

が直接他者と意見交換を行い，すなわちミクロ情報を

参照しつつ自己の選好を修正し，集団としての合意を

形成する 2 つのモデルを提示し，これらの選好イン

デックス収束条件についても考察する．

2. 固有ベクトルと不動点

以下の議論において I，J ≥ 2 とし，一般にベクト

ル x ≡ (x1, x2, · · · , xJ ) のノルムを絶対値ノルムで与

える．ただし，ベクトルの要素が複数の添字を持つ場

合，当該ベクトルのノルムは，つねに添字 j に関して

集計した絶対値ノルムであると約束する．また，ベク

トルを規準化するとは自身のノルムがゼロではないと

き，ベクトルの各要素をノルムで除したことを意味し

ている．

時刻 t における選択肢 j，j = 1, 2, . . . , J に関する

エージェント i，i = 1, 2, . . . , I の規準化した選好イ

ンデックスを x
(i)
tj > 0 で表し，

x
(i)
t ≡ (x

(i)
t1 , x

(i)
t2 , · · · , x(i)

tJ )

と定義する．一方，時刻 t における選択肢 j に関す
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る集団の選好インデックスを Gtj ≡∑
i
x

(i)
tj で表し，

これを規準化したものを ztj で表す．このとき，基本

モデルはエージェント i の選択肢 j に関する力学系を

x
(i)
t+1j = αi(ztj − x

(i)
tj ) + x

(i)
tj (1)

と想定している．ここで，αi はエージェント i の

適応係数（適応度）である．任意の t > 0 に対して

||x(i)
t || = ||x(i)

0 || であることに注意されたい．
上の合意形成過程においては，任意の αi �= 0につい

て，すべての選択肢に関して各エージェントの選好イ

ンデックスが集団のそれと一致するという意味におい

て集団が合意に至ることと，各エージェントの選好イ

ンデックスの更新が停止することとは同値である．こ

の結果，式 (1)の不動点，x̄
(i)
j ，1 ≤ i ≤ I; 1 ≤ j ≤ J

が存在するとき，任意の j について x̄
(i)
j = x̄

(k)
j ，i �= k

となる．すなわち，不動点において各エージェントの

選好インデックスは共通の値を持つようになる．

ところで，式 (1)は

x
(i)
t+1j = αi

(∑
k

x
(k)
tj /I − x

(i)
tj

)
+ x

(i)
tj

= καi

(∑
k �=i

x
(k)
tj /(I − 1) − x

(i)
tj

)
+ x

(i)
tj

(2)

と書き改めることができる．ただし，κ ≡ (I−1)/I < 1

である．今，0 ≤ αi ≤ 1/κ,i = 1, 2, . . . , I を仮定し，

第 i 要素を 1 − καi とし，残り I − 1 個のすべての

要素を αi/I とする行ベクトル

ki ≡ (αi/I, · · · , αi/I, 1 − καi, αi/I, · · · , αi/I)

を第 i 行に持つ非負行列 K を定義する．任意の行に

ついて要素の和が 1になることに注意されたい．した

がって K は確率行列である．このとき，式 (1)と同

値な力学系 (2)は正値線形システム4)

xt+1j = Kxtj (3)

として記述することができる．ただし，

xT
tj ≡ (x

(1)
tj , x

(2)
tj , · · · , x(I)

tj )

である．K は選択肢によらないことに注意されたい．

このことから，もし極限行列 K̄ ≡ limt→∞ Kt が存

在するならば，不動点 x̄
(i)
j ，j = 1, 2, . . . , J は

x̄j = K̄x0j (4)

により与えられることが分かる．ここで，

x̄T
j ≡ (x̄

(1)
j , x̄

(2)
j , · · · , x̄(I)

j )

である．

それでは，どのような条件の下で K̄ が存在し，そ

れはどのような要素を持つのであろうか．この問いに

対してはMarkov連鎖の基本極限定理4),5)が明快な解

答を与える．これを定理 1 としてまとめておく．

定理 1 確率行列 K に対して，ある正整数 m が

存在し，Km > O が成り立つものとする．このとき，

すべての行を K の単純 Frobenius根，1に対応する，

すべての要素が正である左固有ベクトルとして K̄ が

確定する．

特に，0 < αi < 1/κ，i = 1, 2, . . . , I の下では

K > O となるため，m = 1 として定理の条件を満た

すことに注意されたい．定理 1 の条件が満たされる

ものとして，式 (4)は点列 {xtj} の逐次計算によらな
い式 (1)の不動点の算出方法を与えるが，このことか

らも不動点において各エージェントの選好インデック

スが共通の値を持つことが確認される．

式 (3) より不動点は K の固有値 1 に対応する右

固有ベクトルでなければならないが，これは x̄T ≡
(µ, µ, · · · , µ)，ただし µ �= 0 なるベクトルであり，ス

カラー倍を別にして式 (4) の結果と一致する．また，

K が固有値 1 を持つため，不動点は漸近安定ではな

いことが分かる．実際，式 (4)から不動点は適応係数

とともに初期選好インデックスに依存している．

次の 2 つの定理は文献 1) pp.3589–3592 のシミュ

レーション結果を理論的に裏付けるものである．

定理 2 I = J，かつ定理 1 の条件が満たされるも

のとする．このとき，同質的集団におけるエージェン

トが循環的選好関係を持つならば，選択肢間の順位付

けを行うことはできない．

証明：同質的集団においてはすべてのエージェントの

適応係数が等しいため，K の 1 に対応する規準化し

た左固有ベクトルはすべて同じ要素，1/I を持つ．他

方，エージェントが循環的選好関係を持つ場合，任意

の j について
∑

k
x

(k)
0j = 1 となり，式 (4) より集

団の選好インデックスの極限値が共通の値，1/I に

なる．

定理 2 より，循環的選好関係を持つ同質的集団が選

択肢間の順位付けを行うためには，エージェント間で

適応係数が異なることが必要であることが分かる．

定理 3 適応係数 αi と正数 λ が，0 ≤ αi ≤ 1/κ，

かつ 0 ≤ αi ≤ 1/(λκ)，i = 1, 2, . . . , I を満たし，さ

らに適応係数ベクトル a ≡ (α1, α2, · · · , αI) と λa に

対応する極限行列が存在するものとする．このとき，

式 (1)の不動点は a の λ 倍に関して不変である．

証明：適応係数ベクトル a と λa に対応する極限行列

を K̄1 と K̄2 で表すと，定理 1 より，それぞれすべて

の行が K1 と K2 の Frobenius根，1に対応する左固
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有ベクトルによって与えられる．K2 の Frobenius根

に対応する左固有ベクトルは E，0 を各々，単位行列

とゼロベクトルとして，方程式 v(E − K2) = 0 の非

自明な解 v̄ > 0であるが，E−K2 = λ(E−K1)が成

立するため，v̄ は適切な規準化の下，K1 の Frobenius

根に対応する左固有ベクトルと同じものになる．した

がって，K̄1 = K̄2 であり，式 (4)より初期値が同じ

ならば同じ不動点を与えることになる．

定理 3 は，適応係数ベクトルがスカラー倍だけ異

なる 2集団において，初期選好インデックスが同じで

あるならば，合意に要する交渉回数の差はあったとし

ても，その帰結は同じであることを主張している．特

に，2つの同質的集団が合意に至るならば，その交渉

結果は一致する．

3. 同時調整過程と逐次調整過程

各エージェントは固有のプロパティとして，選択肢

に関する選好順序に加えて，他者に影響される度合い

の指標と他者への影響力を表す指標を持つものとする．

前者を順応係数と呼び，0 ≤ αi ≤ 1 で表す．一方，後

者を説得係数と呼び，0 ≤ βi ≤ 1 で表す．このとき，

第 i エージェントが第 k（k �= i）エージェントから

受ける影響は γik ≡ αiβk により表すことができる．

そこで，時刻 t における第 i エージェントに関する第

j 選択肢の選好インデックスが力学系，

x
(i)
t+1j =

∑
k �=i

γik(ξ
(k)
tj −x

(i)
tj )/(I−1)+x

(i)
tj (5)

に従うものとする．ただし，

ξ
(k)
tj ≡ x

(k)
tj (6)

または

ξ
(k)
tj ≡

{
x

(k)
t+1j , k < i

x
(k)
tj , k > i

(7)

である．以下は式 (5)と (6)を用いる場合を同時調整

過程と呼び，式 (5)と (7)を用いる場合を逐次調整過

程と呼ぶ．いずれの場合も式 (1)と同様，任意の t > 0

に対して ||x(i)
t || = ||x(i)

0 || である．また，式 (5) 右

辺は

∑
k �=i

γikξ
(k)
tj /(I−1)+x

(i)
tj

(
1−
∑
k �=i

γik/(I − 1)

)

と変形できることから選好インデックスの非負性が保

たれることが分かる．これら 2つの調整過程において

交渉の結果，各選択肢に関する選好インデックスが，

すべてのエージェントについて同じ値を持つに至った

とき，集団として合意が成されたと判断する．

さて，rij ≡ γij/(I − 1)，ただし，rii ≡ 0 として

行ベクトル，

li ≡
(

ri1, · · · , rii−1, 1−
∑

k

rik, rii+1, · · · , riI

)

を第 i 行に持つ確率行列 L を定義する．このとき，同

時調整過程は

xt+1j = Lxtj (8)

と記述することができる．定理 1 よりただちに次の

定理を得る．

定理 4 式 (8)における行列 L に対して定理 1 の

条件が満たされるならば同時調整過程は十分な交渉の

後に集団としての合意に至る．

定理 4 より，任意の互いに異なる i と k に対して

0 < γik < 1 であるならば，同時調整過程は合意に至

ることが分かる．

定理 5 同時調整過程を考える．このとき，すべて

のエージェントの説得係数が同じであるならば，同時

調整過程は基本モデル (1)と形式的に一致する．

証明：仮定の下では，すべての k �= i に対して rik が

共通の値，ri を持つ．このとき，αi ≡ riI と定義す

ると，式 (8)の行列 L は式 (3)の K と一致する．

今，

mi ≡ (−ri1, · · · ,−rii−1, 1, 0, · · · , 0),

ni ≡
(

0, · · · , 0, 1 −
∑

k

rik, rii+1, · · · , riI

)

を第 i行に持つ行列を各々，M と N で表す．M は対

角要素がすべて 1の単位下三角行列であり，したがっ

て正則である．一方，N は上三角行列になる．このと

き，逐次調整過程は

xt+1j = Pxtj (9)

と表すことができる．ただし，P ≡ M−1N である．

補題 1 一般に，rij ≥ 0，i, j = 1, 2, . . . , n，ただ

し，rii = 0，i = 1, 2, . . . , n，かつ不等式

ρi ≡ 1 −
n∑

j=1

rij ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n

が少なくとも 1つの i に対して厳密な不等号で成り立

つものとする．このとき，第 i 行をベクトル mi と

する行列 M とベクトル ni とする行列 N，ただし，

mi ≡ (−ri1, · · · ,−rii−1, 1, 0, · · · , 0),

ni ≡ (0, · · · , 0, ρi, rii+1, · · · , rin),

を定義すると，P ≡ M−1N は確率行列になる．

証明：仮定により M は M -行列となり，非負逆転可
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能である（文献 6)，p.55，2.4.14参照）．したがって

P は非負行列になる．また，M−1 ≡ (m∗
ij) は単位下

三角行列であり，MM−1 = E より

m∗
ij =

i−1∑
k=j

rikm∗
kj , i > j (10)

が成り立つ．m∗
ii = 1，i = 1, 2, . . . , n，かつ m∗

ij = 0，

i < j に注意されたい．一方，P の第 i 行に関する和

si は

si = m∗
i1 + m∗

i2(1 − r21) + · · ·

+ m∗
ii−1

(
1−

i−2∑
j=1

ri−1j

)
+1−

i−1∑
j=1

rij (11)

となる．特に，s1 = 1 は容易に確認される．

次に，sk = 1，k ≤ iが成立したと仮定し，si+1 = 1

となることを示そう．式 (11)より

si+1 = m∗
i+11 + m∗

i+12(1 − r21) + · · ·

+ m∗
i+1i

(
1 −

i−1∑
j=1

rij

)
+ 1 −

i∑
j=1

ri+1j

(12)

であるが，式 (10)を用いると式 (12)は

si+1 =

i∑
k=1

ri+1km∗
k1 +

i∑
k=2

ri+1km∗
k2(1 − r21)

+ · · · +
i∑

k=i

ri+1km∗
ki

(
1 −

i−1∑
j=1

rij

)

+ 1 −
i∑

j=1

ri+1j (13)

と書き改めることができる．

式 (13)より k = i に関する項を取り出し，その和

を求めると，si = 1 より

ri+1i

{
m∗

i1 + m∗
i2(1 − r21) + · · ·

+ m∗
ii−1

(
1−

i−2∑
j=1

ri−1j

)
+1−

i−1∑
j=1

rij

}

= ri+1i

となる．以下同様にして，k = i − 1, . . . , 1 に関して

項を取り出し，その和を求めると，帰納法の仮定によ

りそれぞれ ri+1k，k = i− 1, . . . , 1 となる．したがっ

て，si+1 = 1 となる．

定理 6 式 (9)における行列 P に対して定理 1 の

条件が満たされるならば逐次調整過程は十分な交渉の

後に集団としての合意に至る．

証明：補題 1 と定理 1 より証明される．

定理 6 より，任意の互いに異なる i と k に対して

0 < γik < 1 であるならば，逐次調整過程は合意に

至る．

4. お わ り に

文献 1)の集団的意思決定に関する基本モデルは，確

率行列によって特徴付けられる正値線形システムに帰

着する．このことからいくつかのシミュレーション結

果が理論的にも正当化されるとともに，逐次計算によ

らない不動点算出方法を得ることができた．また，標

準的な仮定の下での選好インデックスの収束が保証さ

れた．最後に，同時調整過程と逐次調整過程が検討さ

れたが，これらの調整過程の興味あるシミュレーショ

ン結果については機会を改めて報告したい．
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