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遺伝的アルゴリズムにおける最適解出現分布の
マルコフ連鎖による研究

古 谷 博 史†1 張 玉 安†2 坂 本 眞 人†1

本論文では，遺伝的アルゴリズム（GA）の計算性能を評価する指標として成功確
率を定義し，マルコフ連鎖理論を用いた成功確率の計算方法を提案する．ここで，集
団中に少なくとも 1 つの最適解が存在する確率を成功確率と定義する．一般に，GA

の進化を理論的に解析することは非常に困難である．そのため，集団が連鎖平衡にあ
ることを仮定し，1 次スキーマの確率分布を求める．我々はその 1 次スキーマ分布か
ら，集団中の最適解の個数を計算するアルゴリズムを導く．その応用として，積型適
応度関数を用いた GAに対しマルコフ連鎖理論とその拡散近似を適用し，理論的な成
功確率の計算法を示す．数値実験では，成功確率に対する突然変異率 pm の効果を調
べた．その結果，突然変異は成功確率を大幅に増加させることが分かった．この突然
変異の効果に対し理論的検討を行った．

Study of the Distribution of Optimum Solution in
Genetic Algorithm by Markov Chains

Hiroshi Furutani,†1 Yu-an Zhang†2

and Makoto Sakamoto†1

In this paper, we define the success probability as a measure of the perfor-
mance of Genetic Algorithms (GAs), and propose the method for calculating
the success probability by means of Markov chain theory. We define the suc-
cess probability as there is at least one optimum solution in a population. In
general, it is very difficult to analyze GA evolution theoretically. Therefore,
we assume that the population is in linkage equilibrium, and obtain the distri-
bution of the first order schemata. We derive the algorithm to calculate the
number of optimum solutions in the population by using the distribution of the
first order schemata. As an application of the method, we use Markov chain
model and its diffusion approximation to a GA on the multiplicative landscape.
We show the process to calculate the success probability. In numerical experi-
ments, we studied the effect of mutation rate pm on the success probability. We
found that mutation greatly improve the success probability of GA. We studied

theoretically this effect of mutation.

1. は じ め に

遺伝的アルゴリズム（GA）を現実の問題に適用する際にいつも問題となるのが，交叉率

pc，突然変異率 pm，集団の個体数 N など計算パラメータの選択である．残念ながら，こ

れらのパラメータを決定するための信頼すべき理論はほとんどなく，我々は直観的，または

経験によって選択している．そのとき注意することの 1つは，最終的に最適解もしくは準最

適解を得ることができるか否か，という点である．本論文では，成功確率 S を，集団中に

最適解が少なくとも 1つは存在する確率，として定義し，その計算パラメータとの関係につ

いて調べる．そのため，我々が考案した成功確率を計算する理論的方法について報告する．

一般に，GAの進化を理論的に解析することは非常に困難である．そのため，この方法で

は集団が連鎖平衡にあることを仮定し，1次スキーマの確率分布を求める．本論文ではその

1次スキーマ分布から，集団中の最適解の個数を計算するアルゴリズムを導く．この方法は

突然変異のある場合も適用可能である．我々は，突然変異のない場合における成功確率の計

算法を提案し，GAの数値計算をよく再現できることを示した1)．その中で突然変異が成功

確率に及ぼす影響を調べ，その効果が大きいことを明らかにした．しかし，突然変異を含む

成功確率の理論的枠組みを持たなかったため，突然変異のある場合は数値計算の結果を用い

て突然変異のない場合と比較した．本論文の方法を用いることにより，成功確率のより理論

的な解析が可能となる．ここでは，その応用例として確率的解析が比較的容易な積型適応度

関数を用い，突然変異が計算に与える影響を中心に，理論的解析と数値実験を比較しながら

分析を行う．

有限集団の進化を数学的に解析するためには，確率論的枠組みが必要となる．集団遺伝学

では，この問題を取り扱うためWrightや Fisherらによって開発されたマルコフ連鎖理論

が用いられ，Wright-Fisherモデルと呼ばれている2)．しかし，Wright-Fisherモデルは解

の解析的表現を得ることが難しく，単純な問題でさえいまだに完全な解が得られていない．
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そのため集団遺伝学の研究者は，拡散方程式を用いてマルコフ連鎖を近似し，数種類の問題

についてその解析解を得ることに成功した3).

集団遺伝学では，1遺伝子座の進化を考えることがほとんどで，GAのように多遺伝子座

（多ビット）の問題には直接適用することができない．GAの分野でマルコフ連鎖理論を適

用した例としては，Nixらによる研究がある4)．また彼らとは独立に Davisらも GAのマ

ルコフ連鎖モデルを提案した5)．さらにこれらとは別に，混合システム的視点からの GAの

モデルも提案されている6)．Nix らによるマルコフ連鎖モデルは，ビット長 � や個体数 N

の増加とともにマルコフ連鎖の遷移行列の次元が指数関数的に増加し，その取扱いが非常に

難しくなる．これは他の微視的モデルにも共通した問題である．したがって，これらの方法

を GAの解析に応用する場合，なんらかの近似が必要となる．

Asohらは，平らな適応度関数において集団が連鎖平衡にあると仮定し，GAの進化を 1

次スキーマを用いて確率論的に記述した7)．彼らは多ビット問題である GAを 1次スキー

マの問題に分割し，その確率的解析を可能にしたのである．我々は彼らのアプローチを積型

適応度の問題に適用し，有限なN における 1次スキーマの進化を調べた8). 1次スキーマ分

布にマルコフ連鎖理論を適用し，1次スキーマの時間変化がよく再現できることを示した．

また，マルコフ連鎖に対する近似である拡散方程式を用いて，究極固定確率や究極消滅確率

を求め，GAの結果とよく一致することを示した．集団が 1次スキーマのみを用いて表現す

るためには，連鎖平衡にあることが必要である．交叉は集団を連鎖平衡に導く役割をするた

め，交叉が十分有効に働けば集団は連鎖平衡状態になる．また，積型適応度関数による進化

では連鎖が弱く，そのため本研究ではこの適応度関数を採用した．

2. 数学モデル

2.1 数学的表現

本研究では選択，交叉，および突然変異の過程を考慮し，計算の効率について突然変異

の影響を中心に調べた．選択は，適応度比例選択を用いた．集団は世代ごとに親と子が入

れ替われるものとし，集団の個体数は世代によらず一定で N とする．個体の遺伝子型を固

定長 L の 2 進数列によって表す．したがって，遺伝子型の総数は n = 2L となる．整数 i

（0 ≤ i ≤ n− 1）を 2進ビット列と i = (i(L), . . . , i(1)) のように対応させる．

世代 tにおける遺伝子型 iの個体数を Ni(t)とし

N =
n−1∑
i=0

Ni(t),

となる．遺伝子型 iの相対頻度を

xi(t) = Ni(t)/N,

と表す．

集団の平均適応度は次式で表される

f̄(t) =
n−1∑
i=0

fixi(t). (1)

fi は遺伝子型 iの適応度である．我々は，積型適応度関数を

fi =
L∏

k=1

{1 + i(k)s}, (s ≥ 0) (2)

と定義する．パラメータ sは，選択の強さを表す．

2.2 連 鎖 平 衡

連鎖は，集団内での異なる遺伝子座間の統計的相関を意味し，遺伝子座間に何らかの相関

があるとき，その集団は連鎖不平衡状態にあるという9)．逆に相関がない状態を連鎖平衡と

呼ぶ．連鎖不平衡は選択の過程で遺伝子座間に強い相関をもたらす（epistatic）適応度を用

いた場合，および遺伝的揺らぎの結果引き起こされる．交叉は連鎖不平衡の程度を減らすオ

ペレータとして働き，突然変異も同様な働きをする．連鎖に着目した GAの手法としては，

リンケージ学習などがある10)．

集団が連鎖平衡にあるならば，相対頻度 xi(t) は積型になり，次式で表される．

xi(t) =
L∏

k=1

hi(k)(t). (3)

ここで hi(k) は k番目のビットにおける 1次スキーマの相対頻度を表す．式 (2)と式 (3)を

式 (1)に代入すると，平均適応度も i(k) = 1 の 1次スキーマ頻度の積で表される11)．ここ

で i(k) = 1を 1(k)と表した．

f̄(t) =
L∏

k=1

{1 + sh1(k)(t)}. (4)

さらにまた，位置依存性がなければ h1 = h1(k) とし

f̄(t) = {1 + sh1(t)}L (5)

となる．

2.3 決定論的方程式

ここでは選択のための決定論的方程式を導く11),12)．相対頻度 xi(t)を用いて適応度比例

選択の過程を表現すると

xi(t+ 1) =
fixi(t)

f̄(t)
, (6)

となる．集団が連鎖平衡にあるならば，xi(t)は式 (3)で表される．これらの表現と方程式
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(4)を用いて，進化方程式 (6)を書き直すと
L∏

k=1

hi(k)(t+ 1) =
L∏

k=1

(1+si(k))hi(k)(t)

1+sh1(k)(t)
(7)

となる．ここで i(k) = 1とおき，1次スキーマの決定論的進化方程式を導くことができる．

h1(k)(t+ 1) =
(1 + s)h1(k)(t)

1 + sh1(k)(t)
. (8)

突然変異を加えたときの決定論的進化方程式は，pm を突然変異率として

h′
1(t+ 1) = (1 − pm)h1(t+ 1) + pmh0(t+ 1),

h′
0(t+ 1) = pmh1(t+ 1) + (1 − pm)h0(t+ 1)

となる．ここで h0(t+ 1) = 1 − h1(t+ 1)の関係に注意して

h′
1(t+ 1) = (1 − 2pm)h1(t+ 1) + pm, (9)

を得る．

3. 確率論的モデル

3.1 Wright-Fisherモデル

決定論的方程式は個体数を無限大に近づけた場合に相当し，集団サイズ N が十分大きい

場合には良い近似を与える．しかし，比較的少数の個体を扱う場合には適切でないことが

ある．そのため，Wrightと Fisherは独立に，有限の個体数を考慮した進化モデルを提案し

た2)．このモデルでは遺伝子座は 1つ（L = 1）で，2つの対立遺伝子を持つ．ここでは対

立遺伝子を Aおよび aと表し，遺伝子 Aをビット 1，遺伝子 aをビット 0に対応させる．

集団の個体数 N は一定とし，遺伝子 Aを持つ個体の数を N1 とする．遺伝子 i = 0，1の

適応度を次式で定義する．

f0 = 1, f1 = 1 + s.

s > 0とし，ビット 1が有利な遺伝子である．

3.2 突然変異のない場合

Wright-Fisher モデルの遷移確率 Pi,j は適応度を考慮した選択による集団分布の変化を

表すために用いられる13).

Pi,j = P (j|i) =

(
N

j

)
bj (1 − b)N−j , (10)

b =
(1 + s)i

(1 + s)i+N − i

ここで iは世代 tにおける遺伝子 Aの数，j は世代 t+ 1における遺伝子 Aの数とする．

集団が世代 t において N1 = i となる確率を μi(t) とする．集団の進化は次式で与えら

れる．

μj(t+ 1) =
N∑

i=0

μi(t)Pi,j . (11)

規格化条件から
N∑

i=0

μi(t) = 1 (12)

となる．遺伝子 Aが集団中から失われる状態（消滅状態）は i = 0，逆に遺伝子 Aが集団

をすべて占める状態（固定状態）は i = N に対応する．μ0(t)と μN (t)が吸収状態の確率

を与える．

3.3 突然変異のある場合

突然変異を加えたときのWright-Fisherモデル遷移確率 Pi,j は，決定論的進化方程式 (9)

から

h1(t+ 1) → b, h′
1(t+ 1) → b′,

の置き換え

b′ = (1 − 2pm) b + pm, (13)

をして得られる

Pi,j = P (j|i) =

(
N

j

)
(b′)j (1 − b′)N−j . (14)

有限な突然変異率の場合，マルコフ連鎖はエルゴード的となり，吸収状態はもはや存在し

ない．エルゴード的マルコフ連鎖では，定常状態の概念は成立せず，それに代わって定常分

布 π に収束する．

π = lim
t→∞

μ(t). (15)

定常分布のすべての成分は

πi > 0, (0 ≤ i ≤ N)

となる．式 (11)から，定常分布は

πj =
N∑

i=0

πi Pi,j . (16)

を満たすことが分かる．これは P を (N + 1) × (N + 1)行列と見なしたとき，π は固有値

1の左固有ベクトルとなることを意味する．

3.4 拡 散 近 似

一般に，進化方程式 (11)を解析的に解くことは非常に難しい．そのため研究者はWright-
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Fisherモデルに対する拡散近似を導入した3)．この場合，拡散方程式による近似はコルモゴ

ロフ前向き方程式と呼ばれる偏微分方程式で表される．拡散方程式では，Wright-Fisherモ

デルにおける i/N を連続変数として近似し，また世代 tも連続量として扱われる．

さらに，確率過程理論では別のタイプの拡散方程式があり，コルモゴロフ後向き方程式と

呼ばれる．この方程式は固定確率と消滅確率を導くために使用され，
∂ψ(p, t)

∂t
=

V (p)

2

∂2ψ(p, t)

∂p2
+ M(p)

∂ψ(p, t)

∂p
, (17)

と表される．ここで，変数 p は初期状態における遺伝子 Aの相対頻度を表す．我々はコル

モゴロフ後向き方程式を用いて GAの解析を行い，GAの進化をよく再現することを示し

た8)．

突然変異のない場合，V (p)とM(p)は

V (p) =
p (1 − p)

N
,M(p) = s p (1 − p),

となる．

我々は固定確率に関心があり，究極固定確率を次式で定義する．

u(p) = lim
t→∞

ψ(p, t) (18)

方程式 (17)において定常性から
∂

∂t
ψ(p, t) = 0,

とすると
d2u(p)

dp2
+

2M(p)

V (p)

du(p)

dp
= 0,

となり，方程式境界条件は

u(0) = 0, u(1) = 1,

で与えられる．2M/V = 2Nsから解は

u(p) =
1 − exp(−2Nsp)

1 − exp(−2Ns)
, (19)

となる．通常，GAでは p = 0.5とすることが多いので，その場合は

u(0.5) =
1 − exp(−Ns)
1 − exp(−2Ns)

, (20)

とすればよい．

同様に究極消滅確率 v(p)は

v(p) = 1 − u(p), (21)

となる．

4. 成功確率の計算

本論文では成功確率 S を，突然変異のない場合は定常状態，突然変異のある場合は定常

分布，において集団中に少なくとも 1つは最適解が存在する確率，と定義する．一方，集団

中に最適解が存在しない状態の確率 F は

F = 1 − S

となり，失敗確率と呼ぶことにする．

4.1 突然変異がない場合

突然変異がない場合，1次のスキーマは固定状態（ビット 1のみからなる状態）か消滅状

態（ビット 0のみからなる状態）に収束する．定常状態において最適解が存在するために

は，L個の 1次スキーマすべてが固定状態に収束する必要がある．したがって，成功確率は

究極固定確率 u(p)とビット長 Lにより

S = u(p)L (22)

と表される1)．成功した GA計算では，集団のすべての個体は最適解であることに注意され

たい．

しかし，定常状態に至るまでの途中の状態の最適解存在確率は，この方法では計算するこ

とができない．そのためには，次に示す突然変異がある場合の計算法を用いればよい．

4.2 突然変異がある場合

突然変異を入れた GAはエルゴード的なマルコフ連鎖となり，集団のすべての可能な配

置状態の間を遷移していく．このため，時間さえあればいつかは最適解を含んだ状態に遷移

していくことになる．したがって有限な突然変異率 pm > 0のGAを解析するためには，成

功確率の定義を変える必要がある．ここではエルゴード的なマルコフ連鎖について，定常状

態に代えて定常分布を用いて収束性を議論する．すなわち，乱数を変えながら同じ計算を繰

り返し，その収束する状態の分布について調べていくことにする．

いま第 1ビットから第 �− 1ビットまでの長さ �− 1の部分ビット列を考える．この部分

列についてそのすべてのビットが 1の列

< 1, 1, . . . , 1, 1 >

を (�− 1) ビット部分最適解，また混乱する恐れがなければ部分最適解または最適解と呼ぶ

ことにする．

次に，集団中に存在する � ビット部分最適解の個数を表す確率変数 X� を定義する．X�

は {0, 1, . . . , N}を値にとる．
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第 �ビット目の 1次スキーマの分布を表すベクトルを π(�) とする．
N∑

i=0

π
(�)
i = 1, π

(�)
i ≥ 0.

ここで π
(�)
i は，第 �ビットにおける 1ビットの個数が iとなる確率を表す．

また，集団中の長さ �の部分列のうち j 個が部分最適解である確率を S
(�)
j と表す．

S
(�)
j = Pr{X� = j}. (23)

さきに定義した成功確率と失敗確率は

S =

N∑
j=1

S
(L)
j , F = S

(L)
0 , (24)

から計算できる．このように，S と F を求めるには S
(�)
j が必要である．

以下では，S(�)
j を再帰的に計算していく．すぐ分かるように初期条件は

S
(1)
j = π

(1)
j , (0 ≤ j ≤ N), (25)

となる．

(�− 1)ビット部分列の最適解の個数を iとしたとき，長さ �の部分列が j 個の最適解を

持つ確率を

Q
(�)
i,j = Pr{X� = j|X�−1 = i}, (26)

とする．

遷移確率 Q
(�)
i,j は，第 �ビットの 1次スキーマ分布 π(�) を用いて

( 1 ) j > iの場合は

Q
(�)
i,j = 0, (27)

( 2 ) j ≤ iの場合は

Q
(�)
i,j =

N−i+j∑
m=j

(
N

m

)−1(
i

j

)(
N − i

m− j

)
π(�)

m (28)

で与えられる．ただし(
0

0

)
= 1,

と定義する．式の導出については，付録を参照されたい．

j 個の �ビット部分最適解を持つ確率 S
(�)
j は

S
(�)
j =

N∑
i=0

S
(�−1)
i Q

(�)
i,j , (29)

から計算することができる．

図 1 成功確率 S の L 依存性．集団サイズ N = 100，選択の強さ s = 0.02．突然変異：• (pm = 0)，×
(pm = 0.0002)，� (pm = 0.001)，◦ (pm = 0.002)

Fig. 1 L-dependence of success probability S with population size N = 100 and selection strength

s = 0.02. Mutation: • (pm = 0), × (pm = 0.0002), � (pm = 0.001), ◦ (pm = 0.002).

選択には積型適応度関数を，交叉には一様交叉を用いた場合，1次スキーマ分布はすべて

のビットで等しいとしてよいであろう．そのため，これ以降

Qi,j = Q
(�)
i,j , π = π(�),

と表す．

5. 数 値 計 算

数値計算では，選択は適応度比例選択，適応度関数は積型適応度関数を用いた．選択の強

さは s = 0.02とした．集団のサイズ N = 100とした．交叉は一様交叉を用いた．交叉確

率は pc = 1とし，以下の解析では連鎖平衡を仮定した．1次スキーマの初期値は p = 0.5

とした．乱数を変えながら同じ計算を 1,000回行い，その和や平均を求めた．定常分布の値

は，世代数 t = 2000まで計算した値を用いた．
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図 2 集団サイズ N = 100，ビット長 L = 20 における 1 次スキーマ分布．突然変異のない場合，pm = 0

Fig. 2 Distribution of the first-order schemata with population size N = 100 and bit length L = 20.

Without mutation, pm = 0.

図 1 は，定常分布における成功確率 S のビット長 L 依存性を示したものである．数値

実験は，突然変異のない場合（pm = 0）と，突然変異のある場合（pm = 0.0002，0.001，

0.002）について行い，それぞれ理論値と比較した．突然変異率 pm = 0.001は，L = 20に

おいて pm を変えて行った数値計算の中で最も大きな S を与えた．

突然変異のない場合の理論値は，式 (22)から計算した．究極固定確率の値は，拡散近似

の式 (20)を用いた．点線で示した理論値が，•で示した実験値をよく再現している．
突然変異のある場合の理論値は，式 (29)から計算した．1次スキーマの分布 πは，Wright-

Fisherモデルの遷移確率の式 (14)を用い，固有値問題の式 (16)を解いて求めることができ

る．しかしここでは数値計算の安定性を考慮し，進化方程式 (11)を繰り返し適用し（2,000

回），収束すること μ(t+ 1) = μ(t)を確認したうえで μ(2000)を定常分布 πとして用いた．

この π を使って式 (28)から遷移確率 Q
(�)
i,j，式 (25)から初期条件を求める．最後に式 (29)

と式 (24)から成功確率や失敗確率を計算する．突然変異のある場合も，実線，点線，破線

で示した理論値が記号（×，�，◦）で示した実験値をよく再現している．突然変異のない

図 3 集団サイズ N = 100，ビット長 L = 20 における最適解の個数分布 S
(L)
j . 突然変異のない場合，pm = 0

Fig. 3 Distribution of the number of optimum solution S
(L)
j with N = 100 and L = 20. Without

mutation, pm = 0.

場合，ビット長 L の増加とともに S は急速に減少する．このことは式 (22) から容易に予

測できる．それに対し，突然変異を入れた場合は減少が緩やかであることが特徴的である．

また，成功確率は大幅に増加している．

図 2 は，図 1 と同じパラメータで突然変異のない場合に，ビット長 L = 20における 1

次スキーマ分布の実験値を示したものである．横軸は，1次スキーマがビット 1となる個数

を示す．この図では，特定のビット位置（この場合は最上位のビットを用いた）について，

1,000回の繰返し計算を集計した結果をまとめた．先に述べたように，積型適応度と一様交

叉を用いた場合はすべてのビット位置で 1次スキーマ分布は同じになるからである．突然

変異がない場合，1次スキーマはすべてのビットが 1となる固定状態（N1 = N）か，ビッ

ト 1が消滅する消滅状態（N1 = 0）のいずれかに収束する．この例では，究極固定確率の

実験値は u = 0.879と大きい値であるが，成功確率は uL の形で減少するため，図 1 に示

したように Lとともに急速に小さくなっていく．

図 3 は，図 2 と同じパラメータの計算で最適解，すべてのビットが 1の解，の個数分布
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図 4 集団サイズ N = 100，ビット長 L = 20 における 1 次スキーマ分布．突然変異のある場合，pm = 0.001

Fig. 4 Distribution of the first-order schemata with population size N = 100 and bit length L = 20.

With mutation, pm = 0.001.

を示したものである．すでに指摘したように，突然変異がない場合，集団はすべてが最適解

か，最適解が 1つもない状態のいずれかに収束する．そのため，成功確率 = S
(L)
N （最適解

の個数 = N となる確率）の関係があり，図の右端の棒グラフ S
(L)
100 は成功確率も表してい

る．そして左端の棒グラフは失敗確率を表す．このように L = 20では成功確率が非常に小

さくなる．

次に突然変異の効果を調べるため，図 4 と図 5 にデータを示した．図 4は，図 2 との比

較で 1次スキーマ分布 πを表したものである．この図でも，図 2 と同様に最上位のビット位

置について，1,000回の繰返し計算を集計した結果をまとめた．πN が究極固定確率 u(0.5)

に対応し，π0 が究極消滅確率 v に対応する．πN = π100 は 0.5より小さくなっており，そ

の代わりに 70 ≤ i < 100の領域に幅広く確率が分布している．一方，消滅確率 π0 は非常

に小さな値 0.012となっている．

このような 1次スキーマ分布の変化が，最適解の出現分布に及ぼす影響を見たものが図 5

である．定常分布における最適解の個数の分布を示した．ただし右端の棒グラフは成功確率

図 5 集団サイズ N = 100，ビット長 L = 20 における最適解の個数分布 S
(L)
j . 突然変異のある場合，

pm = 0.001．右端には成功確率
∑N

j=1 S
(L)
j を示した

Fig. 5 Distribution of the number of optimum solution S
(L)
j with N = 100 and L = 20. With

mutation, pm = 0.001. Right vertical axis shows success probability
∑N

j=1 S
(L)
j .

S =
∑N

j=1
S

(L)
j を表している．図 3 と比較すると S

(L)
100 の値がほぼ 0になり，むしろ小さ

い j の値の S
(L)
j が幅広く分布している．一方，失敗確率 F = S

(L)
0 は大幅に小さくなって

いる．これは図 4 に示したように，究極消滅確率に相当する π0 が大幅に減少したためと考

えられる．

先に述べたように，pm = 0.001を選んだ理由は成功確率について最も良い値を与えたから

である．図 6 に究極固定確率 u(p)と究極消滅確率 v(p)のWright-Fisherモデルの理論値に

ついて，その突然変異率 pm 依存性を示した．ただし，pm > 0では u(p) = πN，v(p) = π0

とした．この図から分かるように v(p) は pm = 0.001 近辺でほぼ 0 になり，それより pm

を大きくしてもあまり変化しない．それに対して pm を大きくすると u(p)は次第に小さく

なっていく．このことが，pm = 0.001が最適な突然変異率となる理由ではないかと考えら

れる．
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図 6 究極固定確率 u(p) と究極消滅確率 v(p) に対応する π100 及び π0 の突然変異率 pm 依存性
Fig. 6 Dependences of π100 and π0 on mutation rate pm. They correspond to ultimate fixation

probability u(p) and ultimate extinction probability v(p), respectively.

6. まとめと今後の課題

我々はこれまで，積型適応度関数を対象に，GAの成功確率について解析を進めてきた．

その中で，1次スキーマ分布を用いて集団中の最適解の個数を計算する方法を開発し，本論

文で報告した．交叉の働きが十分で，集団が連鎖平衡にあるという仮定が成り立てば，この

方法は他の適応度関数についても適用でき，GAの計算性能を予測するための有効な方法と

なることが期待される．

1次スキーマの分布を求めるには，マルコフ連鎖モデルおよびその拡散近似が有効で，こ

れまでの計算では非常に良い結果を得ている．今後，より複雑な適応度関数についてもマル

コフ連鎖モデルによる解析を進めたい．

しかし，次のことには注意する必要がある．現実の問題の多くは，交叉がビルディングブ

ロックを破壊する働きをし，良い解候補を残すためには連鎖を保存する必要がある10)．そ

の場合は，本論文の方法はこのままでは適用できず，ビット位置間の相関を取り入れたより

一般的な方法の開発が必要となる．またなんらかの近似も取り入れる必要があるであろう．

突然変異のない場合，1次スキーマに対するWright-Fisherモデルは 2つの吸収状態を持

つマルコフ連鎖となる．吸収状態の 1つの消滅状態は，有利な遺伝子が集団から消滅して

しまう状態に対応し，これが失敗確率を大きくしてしまう．突然変異を加えた GAでは，1

次スキーマの個数 i = N と i = 0の状態はもはや吸収状態ではないが，やはり成功確率ま

たは失敗確率を決めるうえで重要な意味を持つ．突然変異の影響により πN も π0 も減少す

る．π0 の減少は成功確率に対して良い効果を，πN の減少は成功確率にとって悪い影響を与

える．しかし，πN の減少によって最適解の個数が減少しても，その個数が 0にさえならな

ければ計算は成功したことになる．そのため，あまり大きな pm でさえなければ突然変異は

成功確率にとって望ましい効果を及ぼすと考えられる．

今後は，成功確率について理論的により定量的な検討を進め，特に突然変異の最適な値を

決める方法の開発を行いたい．また，今回はふれなかったが，最適解が出現する世代数の予

測についても研究を行う予定である．
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付 録

遷移確率の導出

j > iの場合は，遷移確率が Q
(�)
i,j = 0となるのは明らかである．j ≤ iの場合は，式 (28)

で与えられることを示す．

まず最初に簡単な場合，N = 6，i = 4，j = 3を例にとる．遺伝子座（ビット位置）を

並べ替え，�− 1ビット系の部分最適解と非最適解をまとめ，下図のように表す．

� � � �︸ ︷︷ ︸ � �︸ ︷︷ ︸
ここで �は最適解，� は非最適解を示す．�ビット系の最適解の個数が j = 3となるため

には，図の左側 4ビットの位置に第 �ビットのビット 1が 3個，ビット 0が 1個あればよ

い．右側の非最適解の位置については，すべてのビット配列が許される．このことから

Q
(�)
i=4,j=3 =

(
6

5

)−1 (
4

3

)(
2

2

)
π

(�)
5

+

(
6

4

)−1 (
4

3

)(
2

1

)
π

(�)
4

+

(
6

3

)−1 (
4

3

)(
2

0

)
π

(�)
3 ,

を得る．

一般の場合も同様に，

� � . . .� �︸ ︷︷ ︸
i

� � . . .�︸ ︷︷ ︸
N−i

と並べ替える．第 �ビットのビット 1の個数をmとし，その確率を π
(�)
m とする．S(�)

j を得

るためには左側 iビットの位置に j 個のビット 1，i− j 個のビット 0を配置する必要があ

る．この配置が可能な mの範囲は j ≤ m ≤ N − (i− j)である．この範囲にある mを固

定し，このmからの遷移確率への寄与を考えると(
N

m

)−1 (
i

j

)(
N − i

m− j

)
π(�)

m

となり，すべての項を足し合わせて式 (28)を得る．
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