
情報処理学会研究報告

IPSJ SIG Technical Report

複雑な重み付きネットワークの解析とモデル化

青 塚 恵†1 ホセ ナチェル†1

実際のシステムの多くは，重み付きネットワークによって表現されている．重み付

きネットワークは，頂点間の相互作用がどれ程存在するかを示す強さの変化を生みだ

している．ここで，私たちは様々なコミュニケーションシステムの統計的な解析を表

わし，重み付きネットワークの進化に対する一般的なモデルを提案する．また，私た

ちの提案するモデルは，実際のシステムで観測されたネットワークの特性によく似た，

統計的な特性を表す重み付きグラフを生み出す．

Analysis and modeling of complex weighted networks

Megumi Aotsuka and Jose Nacher

Most of real systems can be described by weighted networks, where the in-
teraction between nodes generates a variation of their strength depending on
the interaction intensity. Here, we show a statistical analysis of several com-
munication systems and present a general model for the evolution of weighted
networks. The model generates weighted graphs showing some similar statisti-
cal properties observed in real systems.

1. は じ め に

複雑系システムの基本構成は，相互に作用しあいネットワーク化された構造を生み出して

いる．ローカルな相互作用と自己編成のルールは，ネットワークの進化だけでなく，スモー

ルワールドやベキ乗則，そしてクラスタリングのようなモジュラリティなどのグローバルな

現象の出現を導く1)–3)．分子生物学から社会におけるコミュニケーションシステムに至るま

†1 公立はこだて未来大学大学
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で広範囲の分野において，ネットワーク科学が規則的格子モデルとランダムグラフ理論だけ

では実際のネットワークを説明することができないということを示している4),5)．グラフ理

論で利用されている平均場近似とレート方程式アプローチに基づく新しいアプローチは複

雑ネットワークへ初期の理論的な基礎を証明することができているし，実験に基づいたデー

タを比較するときに予測能力を示す6)–8)．さらに，辺によって接続された頂点を特徴づける

単純なグラフは相互作用が働いているかどうか，つまり 2つの頂点に何らかの関係がある

のかどうかという２進状態のみで表わされているのに対して，実際のネットワークでは，関

係性の他にも複雑な現象が存在する．ネットワークをより複雑で現実的に表現したい場合，

相互作用の強さを考える．

例えば，社会システムにおける科学者 i と j 間の相互作用は，共著論文の数によって重み

付けされた辺 wij によって表すことができる．他にも，輸送システムにおいては，空港間

の相互作用は最大交通量，つまり空港から空港へと移動する場合に，直行便によって移動可

能な数を座席数として視覚化できる．同様に，各頂点の強度 si は頂点 iに接続されている

重み付けされたすべての辺の重みの和によって計算できる．同様に，研究者の共著論文ネッ

トワークではある研究者によって書かれた論文の数を強度とし，空港ネットワークにおいて

は，ある空港を通る合計交通量によってそれを示せる9)．この変数は 2進数グラフにおける

頂点の民主的な視点をなくし，ローカルダイナミクスな相互作用に基づいた頂点の重要性を

確かなものとして強調している．様々な研究者達が実際のネットワークを重み付きグラフと

して考え，すでに解析が行われているが，まだ重み付きネットワークによる特性の発見は 2

進数グラフによって示された多くの特性に追いついていない．言い換えると，固有の複雑性

と変数の数の増加によって，実際のシステムを調査するために提案された理論モデルの数は

2進数グラフを研究するために提案したものよりも少ないのである10)–12)．

他の多くの実際システムにおいて，相互作用による弱さと強さの不安定な密度の存在の影に

は重要な意味が含まれている．生態系の安定性という点においては，種や代謝経路，流動速

度による心臓血管や呼吸器官システムの間に相互作用の強さが関わっているということが論

じられてきた．記憶のメカニズムと経路の認識問題では，辺の重みが同定プロセスに対し

てネットワークを最適化するため，大部分はダイナミックに調整する必要があるニューラル

ネットワークに基づいている13)–15)．さらに，進化する重み付きネットワークを理論的で実

験的に理解することは，多方面の分野に渡って広く重要な意味を持つ．

ここで，私たちが現在行っている複雑な重み付きネットワークの研究について説明する。私

たちはコミュニケーションと輸送システムを表す様々な重み付きネットワークの統計的な解
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析に焦点を当てている．2進状態のネットワークと重み付きネットワークのそれぞれに対し

て，次数と重みと強度の確率分布，強度と次数間の結合，そして，次数相関とクラスタ係数

を解析した．同時に，私たちは重み付きネットワークの進化と形成に関する一般的なモデル

を表わす．提案するモデルのパラメータを一致させるため，実際に行った統計的な解析結果

を使用した．モデルはパラメータをフィットする統計的な解析から導き出される情報を使用

することができる。現在のモデルは，実際のシステムにおいて観測されたものとよく似た統

計的な特性を表わす重み付きグラフを発生させる．

2. 重み付き進化グラフに対するモデル

これから，私たちは重み付きネットワークの進化を調査するためにモデルを提案する．私

たちのモデルは重み付きネットワークの位相的な特性を解析的に予測するために，確率的に

頂点と辺が結合する２つの基本的な過程に基づいている．(1)頂点の強度において優先的な

結合をもっている．これは新しく追加された頂点 j が強度に比例した確率をもつ元の頂点 i

に接続することを意味する．(2)現存している頂点間で新しい相互作用の追加を持つ．この

過程は重みに基づいて優先的辺の選択を用いることによって実行される．優先的な辺の選

択は 16) によって調査されたが，頂点に接続することができるのは新しく追加された頂点

のみであった．逆に，ここでは元の頂点間に新しい辺を追加することにする．この過程は，

新しく追加される辺の基点としてランダムに新しい頂点を選択することで実行される．頂点

を選択した後，重み付けされた辺は重みに比例した確率で優先的に選択され，その辺の両端

にある頂点に対して 2本の辺を、ランダムに選ばれた頂点と繋げる．私たちはこの過程を

internal weighted edge selectionメカニズムと呼ぶ．(1)と (2)の両方の過程が確率的に結

合するが，過程 (1)にあたる新たに追加された頂点が元の頂点への強度によって優先的選択

をされる確率は (1− p)としている．その時、確率 pでは過程 (2)となる元々存在していた

ネットワークの中で重みづけされた辺の選択が起こる．後者の過程は論文 11)で示されてい

るように local weight-driven dynamics を引き継いでいる．優先的に選択されたそれぞれ

の辺は，定数因子 ρによってその重みを増加させる．その上，ランダムに選択された頂点

は 2つの新しい辺に接続することになるので，追加された 2辺の重みによってその強度を

増加していく．

2.1 アルゴリズム

私たちは以下のようにアルゴリズムの詳細を説明する：

m0 の頂点からなる過程を初期値にセットする．各タイムステップ毎に確率 1 − pで新しい

頂点がシステムに加えられていく．一般的に，新しい頂点はすでに存在しているm個の頂

点に接続させることができる．新しい頂点が頂点 iを選択する確率は頂点 iの強度 si に比

例し，その時の確率を∏
(si) =

si∑
j
sj

(1)

と表す．

確率 pでは，辺の内部追加を行う．ランダムに頂点 lを選択し，辺は優先的選択 wij によっ

て行われる．選ばれた頂点 lが選択された辺（i,j）の両端にある頂点に結合される．重みは

wij → wij + ρによって更に強い結合へと変化する．選ばれた頂点 lもまた接続した 2つの

頂点によってその強度が上がる．

この過程をネットワークの頂点の数が十分に大きな数になるまで繰り返していく．

2.2 連続理論に基づく解析

ここからは，連続理論を用いた式の項において，上で述べた基本的な過程を書く．このモ

デルでは，3つの基本的な変数を持つ．各頂点の結合性 ki，その強度 si，そして相互作用し

ている頂点間の重み付けされた辺 wij である．私たちは変数が連続して変化するというこ

とを仮定する．したがって，
∏

(si)は si が時間ごとに変化することで変化率を表す．初め

に，時間発展 tに依存する次数や強さ，そして重みや頂点の総数の値を求めていく．まず，

頂点の総数は確率 (1 − p)によって決定され，N(t) = (1 − p)tという値をとる．強度の総

数 S(t)は以下の式∑
i

si(t) = 2m(1 − p)t + 2p(2 + ρ)t (2)

によって与えられる．そして合計の重みに対しては∑
i>j

wij(t) = m(1 − p)t + p(2 + ρ)t. (3)

と書き表すことができる．また，合計次数は∑
i

ki(t) = 2m(1 − p)t + 4pt (4)

のように計算できる．この式を用いて，連続理論における各変数の変化を表すことが可能

である．初めに，wij が変化する変化率を求める．私たちのアルゴリズムに従うことによっ

て，確率 pで起こる過程 (2)を通して元々存在していた頂点の重みに変化が起きていく．し

たがって，ネットワーク内の重みの変化率を以下のように，重み付けされた辺の優先的選択
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メカニズムを通して得ることができる：

dwij

dt
=

pρwij∑
i>j

wij
(5)

この式は初期条件 wij(tij) = 1を使って解くことができる．簡単にするため，今から wij

の代わりに w と書くことにする．基本的な形である w(t)を

w(t) = w(tij)
(

t

ti

) pρ
[q(2+ρ)+(1−p)m]

(6)

とすることにより，重み分布を計算することが可能である．計算をしてみると，

P (w) = w−γw (7)

が導びかれる．この時の γw は

γw =
p(2 + ρ) + (1 − p)m

pρ
+ 1. (8)

となっている．この結果は，重みの指数が確率 pと相互作用の強度の増加をしめす ρと位

相パラメータmによって成長する過程へと結びつく２つのパラメータに依存することを示

している．次に，以下のように頂点 iの強さにおける変化率の値を求める：

dsi

dt
=

m(1 − p)si∑
j
sj

+ p

[
2

N(t)
+

(1 + ρ)si∑
i>j

wij

]
(9)

第二項では si =
∑

j
wij を用いた。

上記のように求めることによって，初期条件 s(ti) = mを用い，si(t)に対する式を決定す

る．si(t)は

si(t) =
1

((1 − p)B(p, m))

[(
t

ti

)B(p,m)
A(p,m

[(m(1 − p)B(p, m) + 2pA(p, m))] − 2pA(p, m)

]
(10)

と導ける．この時，A(p, m)と B(p, m)の値は

A(p, m) = 2m(1 − p) + 2p(2 + ρ) (11)

B(p, m) = m(1 − p) + 2p(1 + ρ) (12)

とする．

頂点の強度分布は

P (s) ∝
[
s +

2pA(p, m)

(1 − p)B(p, m)

]−γs

(13)

と導く．そして，

γs =
A(p, m)

B(p, m)
+ 1 =

2m(1 − p) + 2(2 + ρ)p

m(1 − p) + 2p(1 + ρ)
+ 1 (14)

のように表す．

言い換えると，頂点 iの次数が

dki

dt
=

m(1 − p)si∑
j
sj

+ p

[
2

N(t)
+

si∑
i>j

wij

]
(15)

のように変化していく様子を計算することができる．

同様の方法で，次数分布 P (k)を計算できる．また，コンピュータシミュレーションによっ

ても実行する予定である.

2.3 パラメーターの推定

今までは，分布に対して基本形の主な解析を導き出してきた．しかしながら，私たちが解

析した各実際ネットワークの確率パラメータ pの値をもまた決定することができる．モデ

ルから，

< k >=
1

N

∑
i

ki (16)

として平均次数を計算できる．モデルにおいて，頂点の合計数は N(t) ＝ (1 − p)t と∑
i
ki=2m(1 − p)t + 4ptに従い，そしてそれは以下のような式

p =
< k > −2m

< k > −2m + 4
(17)

を導く．この式から実験的なデータから計算したネットワークの平均次数 < k >を用い

て各ネットワークに対して各確率 pの識別をする．現在行っている研究の次の段階として実

際のネットワークにおいてこれら２つの過程の発現率を特定するのにこの式を使うことがで

きると期待している．

3. 統計的な分析

3.1 ネットワークデータ

ここで，いくつかの実際の重み付きネットワークに対する解析結果を示す．私たちはアメ

リカ合衆国の空港ネットワーク，Condensed matterに提出された原稿を書いた研究者たち

から成るネットワーク，そして Kiel大学のメールサーバーのログファイルから構成された
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emailネットワークを解析している．また，これ以降は研究者間のネットワークは，共著論

文ネットワークとする．各ネットワークの頂点，次数，そして重みは表 1に示した．

世界中の空港ネットワークが研究者たちによって研究されている9),12),17)．その中で私た

ちが使用したデータセットは，直行便が通っている空港間でのその座席数によって重みを付

けている．一方で，共著論文ネットワークは頂点を研究者とし，4年間の間に共著論文を何

度執筆したかによって重み付けしている．このネットワークはすでに解析されているが9)，

図を描画し，私たちのモデルに必要なパラメータを得るために解析を行った．更にコミュニ

ケーションネットワークにあたる emailネットワークでは，112日間の間に大学の生徒と外

部の家族や友達などによって送受信された全ての発信元と宛先を記録したものを使用してい

る18)．次数分布はすでに研究されているが，今回は重み付きネットワークの特性を調べる

ために，アドレスや送受信回数などを抜き出し，データを加工した．個々の間でメールを何

度送りあったかということを emailネットワークの重みとした．

3.2 ネットワーク解析結果

この節では，上記のネットワークにおける解析結果を示す．図 1から，ネットワークが一

般的にベキ乗則か，少なくとも 2桁かそれ以上の桁数延びている尾部の重いものによく近

似している．その結果は emailネットワークのようなコミュニケーションネットワークが頂

点の次数から相互作用の強度や重みに至るまで，他のコミュニケーションネットワークや大

規模輸送システムと同様の特性をもつことを示している図 2．更に，重みが付いているデー

タとそうでないデータに対してクラスタ係数と次数相関を計算した．図 3では，emailネッ

トワークの重みの有無によって別々にデータの解析結果を示した．クラスタ係数は共に k−1

に近似している．また，次数相関においては共著論文ネットワークが assortative mixingの

振る舞いが見られたのに対して9)，正反対である disassortative mixingが観測された．更

に，文献 9)の共著論文ネットワークに関して述べれば，重み付きネットワークでのその振

る舞いは更に強まっていた．最後に，私たちは図 4に示したように，強度と次数間におけ

る結合を調べた．emailネットワークは線形結合 s(k) ∝ k に特徴付けられ，その結果は共

表 1 各ネットワークの頂点と辺と重みの関係

Table 1 Relation of values in each network

頂点 辺 重み

空港ネットワーク 空港 航路 座席数

e-mail ネットワーク ユーザー メールの送受信 送受信回数

共著論文ネットワーク 研究者 共著論文 共著論文数

著論文ネットワークに対しても一致している．輸送ネットワークである世界中の空港ネット

ワークとアメリカ合衆国の空港ネットワークは非線形結合 s(k) ∝ k1.5 によって特徴付けら

れている．
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図 1 ネットワークの次数分布

Fig. 1 probability distribution of network

　　　

　　　

4. 考察と結論

この研究では，コミュニケーションと輸送システムに相当する様々な重み付きネットワー

クを解析した．その解析において，多くのネットワークが広範囲のベキ乗則の分布を示し，

相関関係と同様，高いクラスタ性を持っている．しかしながら，これらのネットワーク間で

目立った違いを示している．強度と頂点の次数の相関関係を見てみると，アメリカ合衆国の

空港ネットワークは非線形に連結していることによって特徴づけられている．逆に，コミュ

ニケーションシステムは線形な結合を表わしている．分析的な解析をモデル化し導き出す場

合、強度における非線形結合を示すのは困難である．

非線形結合は ρ− > ρω に置き換えることによってコンピュータシミュレーションを取り入

れて実行することができた．近年の研究では，この結合が確率論的な過程の結果になるかも

しれないと提案され，この問題に取り組んでいる．特に，乗法過程ではこのように観測され

た非線形結合を形成することができたと論じられている．言い換えれば，私たちはある確率

qに従ってリンクを繋ぎ直すこともできる．ただ、輸送システムでは確かに可能である一方
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図 2 email ネットワークの重みと強度における分布

Fig. 2 Weight and strength distribution of email network
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図 3 email ネットワークのクラスタ係数と次数相関 (左：重みの無いネットワーク, 右：重み付きネットワーク)

Fig. 3 Clustering coefficient and degree correlation of email network (left:non-weighted network,

right:weighted network)
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図 4 強度と次数間の結合

Fig. 4 The coupling between the strength and degree

で，送受信する emailのようなコミュニケーションシステムにおいて繋ぎ換えは必ずしも行

えるとは言えない．なぜなら，メールを送受信した瞬間のみ辺が繋がるだけで、形跡しか残

らないからである．非線形結合と繋ぎ換え過程は輸送システムをより現実的に表すことがで

き，モデルの将来的な拡張が期待される．ここで，私たちは確率分布に焦点を当てる．しか

しながら，同様のアプローチを用いることで私たちはクラスタリング次数に対する式もま

た表現できる．確率 (1− p)によって進化していく最初の過程が高いクラスタ係数を発生さ

せる可能性が低い一方で，2番目のメカニズムはネットワークのクラスタ係数を増加させる

ような頂点の内部優先的選択に基づいている．したがって，このクラスタ係数の提案はネッ

トワークを特徴づけるパラメータ pによって左右される可能性がある．私たちは更なるコ

ミュニケーションシステムにおいてその基本形の解析的な導出を含める予定である．モデル

を解析結果と比較するために，モデルのシミュレーションを実行し，より洗練されたメカニ

ズムを持つモデルとして拡張させる．また，日本の空港と鉄道システムの時間発展に基づく

データ解析を行い，このシステムにおける非線形結合の存在を確かめるつもりである．
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