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重点的サンプリングにおける平均値移動量の
決定手法とそのSRAM歩留り解析への適用

伊 達 貴 徳†1 萩 原 汐†1

益 一 哉†1 佐 藤 高 史†2

微細化に伴うトランジスタの製造ばらつきの相対的増大により，SRAM の動作マー
ジン減少が深刻な課題となっている． SRAM セルの不良率を推定するため，従来よ
りMonte Carlo 法による解析が行われている． しかし，動作しない SRAM セルの
発生頻度が小さいため，多大な計算時間を要する課題がある． 本稿では平均値移動
による重点的サンプリングで用いる移動ベクトルを，効果的に探索する手法を提案す
る． 提案手法は，初めに探索領域を段階的に拡大し，その後歩留まりへの寄与が大き
い領域に向かって縮小する．これより効率的かつ安定に，平均値移動量を決定できる．
複数回の実験より，10−10 での不良率の回路について従来のMonte Carlo 法に比べ，
計算試行回数を 106 倍以上，削減できることを確認した．

Robust shift vector determination for importance
sampling and its application to SRAM yield analysis

Takanori Date,†1 Shiho Hagiwara,†1 Kazuya Masu†1

and Takashi Sato†2

Monte Carlo simulations have been widely adopted for analyzing circuit prop-
erties, such as SRAM yield, under strong influence of process variations. Enor-
mous calculation time is required in such a simulation due to the low defect
probabilities. In this paper, we propose a robust shift vector determination for
mean shift importance sampling, by which efficiency and stability of the Monte
Carlo simulation is improved. In the proposed technique, the sampling region is
developed to find the optimal shift-vector autonomously. The sampling is also
limited to the regions where meaningful contribution to the yield is recognized.
Simulation examples reveal that the proposed technique stably and efficiently
estimates yield the failure probability of 10−10, the number of calculation trials
has been reduced by six orders magnitude compared with a conventional Monte
Carlo simulation.

1. は じ め に

半導体プロセスの微細化により集積回路の動作速度が向上してきた一方で製造ばらつきが

歩留りに与える影響が無視できなくなっている1)．高い歩留りを維持しつつ高速な SRAM

を製造するために，ばらつきを考慮した回路設計が必要となっている． SRAM は最小寸法

のトランジスタを用いるため，ランダムばらつきの影響を特に強く受ける2)．そのためばら

つきを考慮した SRAM 設計が必要とされている．

Mote Carlo 法（MC 法）は，SRAM の歩留り推定手法として広く用いられている3)．

MC 法による歩留り推定は，計算時間に応じた精度を得られる．しかし，SRAM 回路の歩

留り解析のような生起確率の低い事象に対して精度を得るには，多大な計算時間が必要とな

る． 計算精度と計算時間のトレードオフを越える，高精度かつ高速な歩留り推定手法が求

められる．

従来の MC 法に変わる歩留り解析手法はいくつか提案されている4)–8)． 文献4) は極値

理論 (EVT: Extreme Value Theory)を用いた手法であり9)，この手法は SRAM の書き込

み解析のような連続的な値を扱う際に効果的である． 文献5)–8) は重点的サンプリング (IS:

Importance Sampling)10) を用いた手法である． IS は真の確率密度関数と異なる関数を用

いてMC 法を行う手法であり，確率密度関数が稀な事象を多くサンプリングすれば，精度を

保ちながら，計算時間を短縮することが可能となる．この手法は SRAMのノイズマージン

解析のような指標関数を扱う際に効果的である．文献8) は，大偏差理論 (Large Deviations

Theory)11) を用いる手法を提案している． この手法は推定量の誤差を低減するため，探索

した最小ノルムの不良サンプルへ ISの平均値を移動する平均値移動 IS を提案している．し

かし，文献8) ではサンプリング領域を不良領域の予測に基づいて特定している．より明確

かつ応用によらない平均値移動の決定手法が必要である．

本稿ではより汎用的な平均値移動手法を提案する． 提案手法では不良領域に関する事前

知識に依存することなく，自動で適切な移動ベクトルを見つける方法を提案する．不良率に

影響を与える領域を特定することにより，適切な移動ベクトルを探索できる． 提案手法は

2 段階の構成よりなる． 1 段階目では，広範囲にわたり不良領域を探索するため，拡大超球
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サンプリング (IHS: Incremental hypersphere sampling) により不良サンプルを探索する．

IHS では，中心が同一で異なる半径の 2 つの超球の間の領域をサンプリングの対象とし，超

球は不良サンプルが見つかるまで半径を徐々に拡大する． 2 段階目として，より原点から近

い不良サンプルを見つけるため，縮小超球サンプリング (DHS: Decremental hypersphere

sampling) を行う． 同時に，サンプリングを効率的に行うため，不良率推定に影響を与え

ない領域をサンプリング範囲から除外する． 不良サンプルが見つかる限り，超球の半径を

徐々に縮小させ，最終的に見つかった確率密度最大の不良サンプルを平均値移動ベクトルと

する．これより，安定かつ効率的に不良率が求める．試行例では，SRAM セルの不良率が

10−10，つまり 10Mb SRAM を 0.1% の歩留りで設計する条件において，MC 法より計算

試行回数を 106 倍以上減らすことが可能となる．

本稿の構成は以下の通りである．第 2章で背景と IS の問題点を述べる．第 3章で提案手

法の説明をし，第 4章で SRAM を例にした提案手法の評価，第 5章で結論を述べる．

2. 背 景

2.1 Monte Carlo (MC) 法

解析的な計算が困難な問題に対して期待値を推定する手法の一つにMC法がある．MC法

は，各確率変数として各々の確率分布に従う乱数を用い，シミュレーションを数多く繰り返

すことで，近似解を求める3)．

いま，関数 f が臨界値 f0 以下となる確率 P を計算する．M 次元のばらつき変数ベクト

ル x = (x1, ..., xM ) からなる関数 f(x) について，指標関数 I(x) は次式で示せる．

I(x) =

{
0, pass (f(x) > f0)

1, failure (f(x) ≤ f0)
(1)

MC 法による推定値 PMC は次式となる．

PMC =
1

N

N∑
i=1

I(xi). (2)

ここで N は試行回数であり，x は確率密度関数 p(x) に従う．収束の性能指数として，P

の分散を V ar(P ) と定義すれば，V ar(PMC) は次式で表せる8)．

V ar(PMC) =
1

N
(PMC − P 2

MC) (3)

式 (2), (3) より，精度の高い推定をするには V ar(PMC) を小さくすることが必要であり，

そのために試行回数N を増やすことが効果的である．(1− δ)100% の信頼性で (1− ϵ)100%

の精度を得るには N(ϵ, δ) 回の試行が必要となる8)．

N(ϵ, δ) ≈ log(1/δ)

Pϵ2
(4)

例えば，90% の信頼性 (δ = 0.1)で 90% の精度 (ϵ = 0.1) が必要であるなら，約 100/PMC

回の試行が必要である．

2.2 重点的サンプリング (IS :Importance Sampling)

MC 法の計算時間を短縮する手法として IS がある10)． IS は分散を低減する方法の 1 つ

であり，N を大きくすることなく計算精度を向上できる．IS では p(x) の代わりに新たな

確率密度関数 g(x) を用いて P を推定する． このとき，IS による推定値 PIS は，重み関

数 w(x) = p(x)/g(x) を用いて次式で求められる．

PIS =
1

N

N∑
i=1

I(xi) · w(xi) (xi ∈ g(x)) (5)

このとき PIS の分散は，式 (2), (5)より，

V ar(PIS) =
1

N2

( N∑
i=1

w(xi)
2 − NP 2

IS

)
. (6)

本稿では，p(x) の平均値が 0，標準偏差 σj が次式の多次元正規分布に従うとする．

p(x) =

M∏
j=1

1√
2πσj

exp
(
−

x2
j

2σ2
j

)
(7)

また，平均値移動 IS に用いる分布として，移動ベクトル s = (s1, ..., sM ) だけ元の分布

p(x) より移動した分布 g(x) を使う．

g(x) =

M∏
j=1

1√
2πσj

exp
(
− (xj − sj)

2

2σ2
j

)
(8)

このとき，重み関数 w(x) は次式で表せる．

w(x) =
p(x)

g(x)
= exp

(
−

M∑
j=1

sj(2xj − sj)

2σ2
j

)
(9)

平均値移動による IS の問題

IS は稀な事象を扱う場合に非常に効果的であるが，発生させる確率密度関数 g(x) に依存

して効率が異なる． このため，g(x) として適切な分布を選択する必要がある． g(x) が不

適切であれば，効率と精度は悪化する場合もある．平均値移動による IS を行うには，適切

な移動ベクトル s が必要となる12)． 原点から最も近い良・不良の境界近傍は生起確率が高

く不良率への寄与が大きいことから，できるだけ境界に近いサンプルを移動ベクトル s と

するのがよい． 文献8) では，このような移動ベクトルの探索を行っているが，2 つの問題

2 c⃝ 2009 Information Processing Society of Japan

Vol.2009-SLDM-142 No.14
2009/12/3



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

がある． 1 点目は，サンプリング範囲が超立方体内での一様分布であるため，確率が低い

領域まで一度にサンプリングを行う点である．特に，領域境界の遠端は高次元ほど生起確率

が低く必ずしも効率が良くない． 2 点目は，少数サンプルにより移動ベクトルを決定して

いる点であり，必ずしも適切な最小ノルムの不良サンプルを探索できない． 適切な分布を

選択できる， 一貫した手続きが必要である．

3. 移動ベクトルの決定手法

本章では平均値移動 IS のための最適な移動ベクトルを探索する手法を提案する．提案す

る手法を Algorithm 1 に示す．提案手法は拡大超級サンプリング (IHS) と縮小超球サンプ

リング (DHS) の 2 段階からなる．

3.1 拡大超球サンプリング

まず，拡大超球サンプリング (IHS) により，不良サンプルの領域を大まかに探索する．

Algorithm 1 の 1 行目から 7 行目が IHS に相当する． IHS は中心が同一で半径が異なる

2 つの超球により囲まれた領域で不良サンプルを探索する．

図 1に概念図を示す． 図中の “Quadrant” は象限であり，これは座標軸により分けられ

た領域である． 象限の数はM 次元において 2M となる． 原点を中心とし，半径 k − 1，k

である 2 つの超球に覆われた領域を Ak とすると，

Ak ≡ V(k) − V(k − 1). (10)

ここで k は正の整数であり，V(r) は半径 r の超球内の領域を表す．r は各軸の標準偏差で

Quadrant

k0

k0+1
k0+2

Quadrant

Quadrant Quadrant

X

Fail samples

Mean 

s(s1,s2)

x2 Ak0+2

x1

図 1 拡大超球サンプリング．
Fig. 1 Incremental hypersphere sampling.

X
B

x2

x1

Fail samples

Fail samples L  A

x1

Previous fail sample
min N(s) s∈Ak

図 2 縮小超球サンリング (象限探索)．
Fig. 2 Decremental hypersphere sampling

(for finding important quadrants).

正規化した値である． 図 1は k = k0 + 2 のときの例を示しており，k0 は半径の初期値で

ある． 後に半径を拡大するため，k0 は例えば 1 (1σ) 等の小さな値にする． 不良サンプル

が見つかるまで，k を増加させ Ak を拡大する． ここで，サンプル数は次式に従い決定す

る． あるサンプリング領域の体積が V であり，その不良領域の体積が F であるとき，確

率 P で不良サンプルを 1つ以上サンプリングできるサンプル数 ns は次式で求められる．

ns ≥ log(1 − P )

log(1 − F/V )
. (11)

3.2 縮小超球サンプリング

IHS において見つかった不良サンプルをもとに，次に縮小超球サンプリング (DHS) を行

う．超球を縮小させる際に，不良率に影響を与える象限を限定し探索することで，IHS にお

いて見つかった不良サンプルと比較し原点により近い不良サンプルを見つける．Algorithm 1

の 8 行目から 24 行目が DHS に相当する．

まず，IHS により得られた不良サンプル s からノルム N (s) を求め，N (s) の最小値

min N (s) を LA とする．

LA = min N (s) = min

√√√√ M∑
j=1

s2
j

σ2
j

(s ∈ Ak) (12)

図 2に示す超球領域 B を次式とする．
B ≡ V(LA) − V(LA − ℓm). (13)

ここで ℓm は正の定数であり，サンプリング領域を狭めるため，k0 より小さい値とする．領

域 B でのサンプリングは，不良サンプルを含む象限 Qfail を見つけるために行う． サンプ

3 c⃝ 2009 Information Processing Society of Japan

Vol.2009-SLDM-142 No.14
2009/12/3



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

X
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図 3 縮小超球サンプリング (特定象限内)．
Fig. 3 Decremental hypersphere sampling

(in determined important quadrants).
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図 4 電源電圧 500 mV における RNM 解析の最少ノ
ルム探索結果.

Fig. 4 Result of the minimum norm in RNM

simulation at Vdd = 500 mV.

ル数は式 (11) に従い決定する． 以後 DHS では，Qfail のみを探索することで探索を効率

化する． 象限を限定した後の DHS のサンプリング領域を次式に示す．

Cq ≡ (V(LBq ) − V(LBq − ℓm)) ∩Qfail. (14)

ここで，q は正の整数，LBq は領域 B で見つかった最小ノルムmin N (s) である．図 3に，

領域 Cq を図示する．領域 Cq 内のサンプル数は式 (11) に従い決定する．以後，新たな不良

サンプルが探索される間，領域を縮小させる． 領域 Cq+1 の外径 LBq+1 は領域 Cq から探

索された不良サンプルに接する． 移動ベクトル sIS は DHS で最後に得られた min N (s)

とする．

sIS = arg min N (s). (15)

3.3 IS への適用

上記手法に基づいて得た平均値移動による IS が，Algorithm 1 の 25 行目から 27行目で

ある． IS の試行は収束率 ρ(P ) が制約 ρ0 以下となったとき終了する． ρ0 を小さくする

ほど推定精度が向上する． 収束率 ρ(P ) を次式に示す．

ρ(P ) = ϵ

√
log

(
1

δ

)
=

√
V ar(P )

P
. (16)

4. SRAM 解析への適用

提案手法を 6 トランジスタより構成される SRAM セルの歩留り推定に適用する．トラン

ジスタの閾値電圧ばらつきは，チャネル領域内の不純物ゆらぎに起因するとして正規分布

を用いる13)． デバイスモデルとして，32 nm PTM モデル14) を用いる． 提案手法をデー

タ読み出し時とデータ保持時の不良率解析に適用する． 各条件とも，30 回実行して，解析

の安定性を評価する． IHS と DHS (領域 B) においてサンプル数は ns = 60 × 26 とし，

k0 = 1より開始する． DHS (領域 Cq) においてサンプル数は ns = 60 × n(Qfail) とする．

ここで n(Qfail) は Qfail の象限数を意味する．ℓm は DHS 全体で常に 0.1 とする．

4.1 読み出し時の不良評価

SRAM セルのデータ読み出し時における安定性を，Read Noise Margin (RNM) で評価

する2)． RNM の正負は SRAMセルの良・不良に相当しており，SPICE シミュレーション

から求めることができる． SPICE シミュレーションが解析時間の大半を占めることから，

全体の解析時間は SPICE の実行回数により評価できる．

閾値電圧ばらつきを x = (∆Vt1 , ..., ∆Vt6) とし，式 (1) の f(x) を次式とする．

f(x) ≡ RNM = min(RNML, RNMR). (17)

ここでRNML，RNMR は SRAM セル内のインバータにおける各ノードでのノイズマージ

ンを表し，RNML とRNMRの最小値をRNM，その臨界値を f0 ≡ 0と定義する．SRAM

セルの構造的対称性より，不良率 P (F ) は次式で表せる．

P (F ) = P (FL ∪ FR) = P (FL) + P (FR) − P (FL ∩ FR)

≈ P (FL) + P (FR) = 2P (FL) = 2P (FR). (18)

ここで P (FL)と P (FR) は稀な事象であるため排他的と見なせ，P (FL ∩FR) ≈ 0 とする5)．

IS を行う際，対称性を利用して，RNML，RNMR のうち一方を解析する．この際，式 (9)

に 2倍の重み量を与えることにより，両方を考慮した不良率が求まる．

表 1 に，提案手法と従来のMC 法とを，電源電圧 (Vdd) 500 mV と 700 mV の 2条件

について比較する．収束条件は ρ = 0.05 としている．Vdd = 700 mV ではMC 法の試行

回数が膨大となるため，式 (4)から算定した値を用いる．表中の “Nsim” は各実験における

全試行回数，“speed-up” はMC 法と提案手法との試行回数の比である． “est.” は不良率

であり，“σequiv” は不良率を標準正規分布の標準偏差に換算したものである6)． “Er(σeq)”

は．MCを基準として σequiv の相対誤差を百分率で示している． “min.” と “max.” の列

は各条件における全 30 回の実行の内，最小値と最大値を示している． 提案手法は．Vdd

= 500 mV のとき，2 × 106 回のMC 解析と比較して平均 71 倍高速であり，このとき平

均誤差は 0.32% であった． “sd/µ” は全 30 回の各結果の標準偏差を平均値で割った値で

あり，百分率で示している．sd/µ が小さいほど，計算結果が安定しているといえる．
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表 1 従来 MC 法と提案手法との比較.

Table 1 Comparison of conventional MC and proposed technique.

Read noise margin (RNM) Static noise margin (SNM)
Vdd =500 mV ρ = 0.05 Vdd = 700 mV ρ = 0.05 Vdd = 300 mV ρ = 0.1

MC Proposed Technique MC Proposed Technique MC Proposed Technique
ave.(µ) min. max. sd/µ ave.(µ) min. max. sd/µ ave.(µ) min. max. sd/µ

minN(s) 3.80 3.74 3.86 0.83 6.29 6.20 6.44 1.06 4.80 4.72 4.93 1.05
Nsim 2.0E+63.0E+42.2E+65.1E+6 25 4.2E+11 4.7E+4 3.5E+4 7.1E+4 18 2.2E+73.4E+32.4E+37.5E+3 35

speed-up 71 40 95 21 9.3E+6 6.0E+6 1.2E+7 16 720 300 920 24
est. 2.0E-4 2.0E-4 1.7E-4 2.3E-4 6.2 - 9.6E-108.8E-10 1.1E-9 5.1 4.5E-6 3.8E-6 3.1E-6 4.6E-6 11

σequiv 3.55 3.55 3.50 3.59 0.47 - 6.00 5.99 6.02 0.14 4.44 4.48 4.43 4.52 0.53
Er(σeq) 0.32 0.027 1.27 - - - 0.81 0.15 1.73

図 4 に全 30 回のDHS における各領域での不良ベクトル探索の様子を示す．横軸はDHS

の各段階を示し，縦軸はその領域で見つかった不良サンプルの min N (s) である． 縦軸の

切片にある各点は IHS で計算された最小ノルム LA を示し，DHS 中の処理を通じて，よ

り小さな min N (s) が見つかる． 各試行の傾きが直線に近くなっているのは，超球の半径

を定数 ℓm で減少させていることによる． DHS では平均 3,4 回の縮小で，より小さなノル

ムを持つ不良サンプルを探索できている．

図 5 に従来のMC 法と提案手法による IS での試行回数と不良率の算定結果を示す (Vdd

= 500 mV)． 不良率が低いため，従来のMC 法は 104 回以下では，不良サンプルを 1 つ

も得られず，不良率を算定できていない．一方，提案手法による IS では少ない試行回数か

ら意味のある不良率を算定している．図 6 に Vdd = 700 mVにおける提案手法による IS

の試行回数と不良率の算定結果を同様に示す．両条件とも，提案手法による IS がそれぞれ

同一の不良率に向かって，安定に収束していることがわかる．

図 7 に Vdd = 500 mV のときの試行回数と収束率 ρ(P ) との関係を示す． 図から，提

案手法による IS は従来のMC 法と比較し，安定かつ高速である． Vdd = 700 mV におい

ても同様であり，表 1 の sd/µ から収束が安定していることがわかる．

4.2 静的時の不良評価

Vdd = 300 mV における SRAM のデータ保持時における不良率を Static Noise Margin

(SNM) より求める2)． RNM と同様，SNM ≤ 0 のとき不良となる． IS の試行を収束率

ρ = 0.1 で終了したときの結果を表 1 の最右列に示す． RNM のときと同様，高速かつ安

定して不良率が算定できている．

不良サンプル探索における試行回数

提案手法は，適切な移動ベクトルを安定に探索できることがわかる． しかし，提案手法

では不良サンプル探索の試行回数が，全体のシミュレーション時間に大きな影響を与えてい

る． 図 8 に Vdd = 700 mV における RNM 解析の試行回数と min N (s) の関係を示す．

100 101 102 103 104 105 106 107

Number of simulations

×10-4

2.0

1.5

1.0

0.5

0

F
ai

lu
re

 p
ro

b
ab

il
it

y

Conventional MC

IS based on 

the proposed technique

図 5 RNM 解析の不良率算定結果（Vdd = 500 mV）．
Fig. 5 Estimations of RNM failure probability

(Vdd = 500 mV).
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図 6 RNM 解析の不良率算定結果（Vdd = 700 mV）．
Fig. 6 Estimations of RNM failure probability

(Vdd = 700 mV).
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図 8 RNM 解析の全 30 回の実行の各最小ノルムと試行
回数（Vdd = 700 mV）．

Fig. 8 The minimum norm and the number of sim-

ulations for 30 trials in RNM simulation

(Vdd = 700 mV).

横軸は全 30 回の実行を示し，左縦軸にmin N (s) の不良サンプル探索と IS の試行回数を，

右縦軸に IS へ適用した min N (s) を示す． 特に No. 4 と No. 21 の試行では，ノルム探

索に多くの試行回数を費やしていることがわかる． 逆にそれにより，十分小さな移動ベク

トルを探索できているため，結果として IS の試行回数は少なくなっている．IS の試行回数

は移動ベクトルのノルムに依存するが，30 回の実行いずれにおいても，提案手法は安定し
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て適切な移動ベクトルを探索できていることがわかる．

4.3 他文献との比較

文献6) では “mixture IS” が提案されている． 読み出し時の不良率算定における σequiv

の評価で，従来の MC 解析の結果が σequiv = 3.49 であったとき，mixture IS は 3.42 で

あった．これは Er(σeq) が 2.00% であることに相当する．提案手法は σequiv = 3.55 のと

き Er(σeq) は最大で 1.27% であった．提案手法はより厳しい計算条件において，低誤差の

計算が安定にできている．

文献8) では “norm minimization IS” が提案されている． 読み出し時の不良率算定にお

ける σequiv の評価で，σequiv ≃ 3.5 のとき (図 5 の不良率より読みとれる)，従来のMC 法

と IS の試行回数との比（移動ベクトルの探索試行回数は含まない）を 150 倍改善している．

提案手法では，σequiv = 3.55 かつ ρ = 0.1 の概ね同等な条件で 300 倍の高速化を実現し，

また，ρ = 0.05 においては，400 倍の高速性を実現している (図 5, 7)． 提案手法は回路の

不良領域の予測なしで，適切な移動ベクトルを安定かつ自動に決定できる．

5. 結 論

本稿では IS における平均値移動量の決定手法を提案した．提案手法は拡大超球サンプリ

ングと縮小サンプリングにより，安定して移動ベクトルを探索できる．また SRAM セルの

読み出し時と静的時における歩留り解析に適用し，効率的かつ安定な IS が実現できること

を示した． 特に，SRAM セルの不良率が 10−10 のとき，従来の MC 解析と比較し，106

倍以上の高速化を実現した．
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