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対数優モジュラ分布からのサンプリング

来 嶋 秀 治†1

本稿では，有限分配束上の対数優モジュラ分布に対して，マルコフ連鎖モンテカル

ロ（MCMC: Markov chain Monte Carlo）法に基づくランダムサンプリングアル

ゴリズムを議論する．1996 年 Propp, Wilson の提案した過去からのカップリング

（CFTP: coupling from the past）法は，マルコフ連鎖のシミュレーションを工夫す

ることで，定常分布に厳密に従う完璧サンプリングを実現する．過去からのカップリ

ング法を効率的に実行するには，単調な更新関数の設計が重要な課題である．本稿で

は有限束上の可逆的酔歩が単調な更新関数を持つための必要十分条件は定常分布が対

数優モジュラであることを示す．また，対数優モジュラ分布の応用として，Tutte 多

項式の値の計算に対する多項式時間乱択近似計算法についても議論する．

Sampling from Log-supermodular Distribution

Shuji Kijima†1

This paper is concerned with an algorithm, based on the Markov chain Monte
Carlo (MCMC), for sampling from a log-supermodular distribution on a finite
distributive lattice. Propp and Wilson, in 1996, devised the coupling from the
past (CFTP) algorithm, that is an ingenious simulation of a Markov chain, and
that realizes perfect sampling according to the stationary distribution exactly.
They also introduced an idea of a monotone update function which allows the
CFTP algorithm to work efficiently. This paper shows that a reversible ran-
dom walk on a a finite distributive lattice has a monotone update function
if and only if the stationary distribution is log-supermodular. We also show
an application of the log-supermodular distribution to a fully polynomial time
randomized approximation scheme (FPRAS) for the Tutte polynomial.

†1 京都大学, Kyoto University

1. は じ め に

組合せ的対象のランダム生成は，乱択近似アルゴリズムの効率性の重要なカギとなる．し

かし，例えば，与えられたグラフ中の森の一様ランダム生成（17) 参照），有限半順序集合

のイデアル⋆1の一様ランダム生成（30) 参照）など，基礎的な離散構造についても，多項式

時間のサンプリングアルゴリズムの存在が未解決なものは多い．

本稿では，有限分配束上の対数優モジュラ分布に対して，マルコフ連鎖モンテカルロ

（MCMC）法に基づくサンプリング法を議論する．このサンプリング法を用い，グラフ中の

森のランダム生成とも関連の深い Tutte多項式について，多項式時間乱択近似計算可能な

領域を与える．

2. 準 備

2.1 対数優モジュラ分布

本稿では，有限集合 E の部分集合族がなす分配束 D ⊆ 2E を扱う．有限分配束 D上の分
布 π が対数優モジュラ（log-supermodular）であるとは，任意の X, Y ∈ D に対して，

π(X)·π(Y ) ≤ π(X ∪ Y )·π(X ∩ Y )

を満たすことである⋆2．以下，π(X) > 0 (∀X ∈ D)を仮定する．

一般に，有限状態空間 Ω上の分布 π は，関数 H: Ω → R ∪ {+∞}; x 7→ − ln(π(x))を用

いて，

π(x) =
e−H(x)∑

x∈Ω
e−H(x)

(x ∈ Ω)

と記述できる．特に，分布 πがD上の対数優モジュラの場合は，関数Hが，任意のX, Y ∈ D
に対して劣モジュラ不等式

H(X) + H(Y ) ≥ H(X ∪ Y ) + H(X ∩ Y )

を満たすことと等価である．

2.2 可逆的ハッセ歩

有限状態空間 Ωと推移確率行列 P をもつマルコフ連鎖が，関数 g: Ω → R+ に対して，任

意の対 {x, y} ∈
(
Ω
2

)
について詳細均衡方程式

⋆1 有限半順序集合のイデアル全体は分配束をなす．一方，任意の有限分配束は有限半順序集合のイデアルとして記

述できる（Birkhoff の表現定理．10) 参照）．

⋆2 例えば D 上の一様分布は対数優モジュラである．
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g(x)·P (x, y) = g(y)·P (y, x)

を満たすとき，可逆的（reversible）であるという．可逆的な（エルゴード的）マルコフ連

鎖の定常分布 π は g に比例する⋆1．

いま，状態空間 Ωは半順序集合とし，Ωの（無向）ハッセ図の枝の集合を C(Ω) ⊆
(
Ω
2

)
で表わす．マルコフ連鎖の推移確率行列 P が

P (x, y) > 0 iff

{
x = y, or

{x, y} ∈ C(Ω),

を満たすものをハッセ歩（Hasse walk）という⋆2．

2.3 単調更新関数

推移確率行列 P に対して，（決定的）関数 ϕ: Ω × [0, 1) → Ω が一様乱数 Λ ∈ [0, 1)に対

して

P (x, y) = Pr(ϕ(x, Λ) = y)

を満たすとき，ϕ を更新関数という．一般に，マルコフ連鎖に対して更新関数は唯一では

ない．

半順序集合 Ω上の半順序 ≽に関して，更新関数 ϕが任意の実数 λ ∈ [0, 1)に対して

x ≽ y ⇒ ϕ(x, λ) ≽ ϕ(y, λ)

を満たすとき ϕは単調であるという．

マルコフ連鎖に対して単調な更新関数が設計できた時，単調 CFTP (coupling from the

past)に基づき，効率的な完璧サンプリングアルゴリズムが設計できることが知られている

（28) 参照）．

3. 単調更新関数をもつための条件

次の定理は本稿の主結果のひとつである．

定理 1 有限分配束 D 上の可逆的ハッセ歩が，単調な更新関数をもつための必要十分条
件は，定常分布 π が D 上の対数優モジュラであることである．
証明の方針：（十分条件） マルコフ連鎖Mを次のように定める：

現在の状態 X ∈ D に対して，

⋆1 すなわち π(x) = g(x)/
∑

x∈Ω g(x) (x ∈ Ω)．

⋆2 ハッセ歩は “lattice walk” と呼ばれることもある．

Step 1. e ∈ E を一様ランダムに選択する．

Step 2. 一様乱数 Λ ∈ [0, 1)を生成し，（仮の）状態 T ⊆ E を

T =

{
X\{e}

(
if Λ < π(X\{e})

π(X\{e})+π(X∪{e})

)
,

X∪{e} (otherwise),

とする⋆3．

Step 3. 次の時刻の状態 X ′ = ϕ(X; e, Λ)を

X ′ = ϕ(X; e, Λ)
def.
=

{
T (if T ∈ D),

X (otherwise),

とする⋆4．

命題 2 マルコフ連鎖Mは状態空間 D上の可逆的ハッセ歩であり，πを唯一の定常分布

にもつ． �
命題 3 分布 π が D 上の対数優モジュラの時，更新関数 ϕは単調である． �
（必要条件） 次の命題を用いる．

命題 4 任意の可逆的マルコフ連鎖において，推移確率 P (x, y)と P (y, x)は，共通の非

負実数 p({x, y})を用いて，

P (x, y) = p({x, y})· π(y)
π(x)+π(y)

,

P (y, x) = p({x, y})· π(x)
π(x)+π(y)

,

と記述できる． �
可逆的ハッセ歩が単調な更新関数を持つには，単調性の定義から，X = Y ∪ {f} かつ

f ̸∈ Y を満たす任意の対 X, Y ∈ D と，任意の e ∈ E に対して

pX(e)· π(X∪{e})
π(X∪{e})+π(X\{e}) ≥ pY(e)· π(Y ∪{e})

π(Y ∪{e})+π(Y \{e})

pX(e)· π(X\{e})
π(X∪{e})+π(X\{e}) ≤ pY(e)· π(Y \{e})

π(Y ∪{e})+π(Y \{e})

の両式が必要である．ただし，pX(e)は命題 4における p({X∪{e}, X\{e}})を表わし，同
様に pY(e) は p({Y ∪{e}, Y \{e}}) を表わす．両式を変形すると，H(Z)

def.
= − ln(π(Z))

⋆3 X ∈ {X\{e}, X∪{e}} に注意．
⋆4 したがって X′ ∈ D．
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(Z ∈ D)として，

H(X\{e})+H(Y ∪{e})−H(X∪{e})−H(Y \{e}) ≥

{
ln(pX(e)) − ln(pY (e)), かつ

ln(pY (e)) − ln(pX(e)),

が必要条件として得られ，すなわち H の劣モジュラ性が，単調な更新関数をもつための必

要条件となる． �

4. 応用 — Tutte多項式の計算

グラフ G = (V, E)の Tutte多項式は

T (G; x, y)
def.
=

∑
A⊆E

(x − 1)r(E)−r(A)(y − 1)|A|−r(A)

で与えられる．ただし r(A)はGの部分グラフ (V, A)のランク（最大の森の枝数）を表わす．

いま，グラフ Gに対して 2E 上の分布 πT を

πT(A)
def.
=

(x−1)r(E)−r(A)(y−1)|A|−r(A)

T (G; (x, y))
(A ⊆ E)

と定義する．このとき，x > 1かつ (x− 1)(y − 1) ≥ 1ならば，分布 πT(A)はブール束 2E

上の対数優モジュラとなる．さらに，マルコフ連鎖Mの混交時間（27) 参照）に関して，次

の定理を示すことができる．

定理 5 (x, y) ∈ R2 が 1 < x ≤ 1 + 1/|E| かつ (x − 1)(y − 1) ≥ 1 の時，2E 上の分布

πT に対するマルコフ連鎖Mは多項式時間で混交する． �
定理 5から，グラフ Gの自己帰着性（27) 参照）を利用して，該当する (x, y) ∈ R2 領域

における Tutte多項式の値に対する FPRASが設計できる．

5. まとめと今後の課題

本稿では，有限束上の可逆的ハッセ歩が単調な更新関数をもつための必要十分条件が定常

分布が対数優モジュラであることを示した．マルコフ連鎖をハッセ歩に限定しない場合，対

数優モジュラでない分布に対しても単調な更新関数の設計された例がわずかに存在する31)．

非対数優モジュラ分布に対して，単調な更新関数を設計する汎用的な手法については今後の

課題である．

Tutte多項式に対して，x ≥ 1かつ y ≥ 1を満たす領域について，わずかな領域を除いて

多項式時間乱択近似計算可能性が未解決である17)．この領域には，グラフ中の森の個数，q

状態 Potts モデルの正規化定数などの重要な未解決問題も含まれる．一般のマトロイドへ

拡張した Tutte多項式においては，この領域はマトロイド基の個数も領域に含み，多項式

時間乱択近似計算可能性は未解決である．また，有限半順序集合が与えられた時，そのイデ

アルの個数に対する多項式時間乱択近似計算可能性も未解決である．
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付 録

A.1 過去からのカップリング法

有限半順序集合 ⟨Ω,≽⟩に対し，xmax, xmin ∈ Ωを（唯一の）最大元および最小元とする．

エルゴード的なマルコフ連鎖Mは状態空間Mを持ち，単調な更新関数 ϕ : Ω× [0, 1) → Ω

で定義されているとする．単調性を利用した標準的な過去からのカップリング法（monotone

CFTP）は次のように記述される．

アルゴリズム 1 （単調 CFTP36)）
Step 1. シミュレーションの開始時刻を T := −1とする．空列 λを用意する．

Step 2. 乱数 λ[T ], λ[T + 1], . . . , λ[⌊T/2⌋ − 1]を生成し，数列 λの先頭に挿入する．

すなわち，λ := (λ[T ], λ[T + 1], . . . , λ[−1])とする．

Step 3. Ωの 2つの状態 xmax と xmin について，乱数列 λを用いて時刻 T から時刻 0ま

でマルコフ連鎖を推移させる．

Step 4. 以下の合流確認を行う．

(a) もし ∃y ∈ Ω, y = Φ0
T (xmax,λ) = Φ0

T (xmin,λ) ならば y を返し，停止する．

(b) そうでなければ，シミュレーションの開始時刻を T := 2T としてステップ 2に戻る．

単調 CFTPアルゴリズム（アルゴリズム 1）に対して，次の定理が成り立つ．

定理 6 （単調 CFTP36)）エルゴードマルコフ連鎖Mは有限の状態空間 Ωをもち，単

調な更新関数 ϕ : Ω × [0, 1) → Ωで定義されているとする．この時，単調 CFTPアルゴリ

ズム（アルゴリズム 1）は確率 1で有限時間停止し，得られる値はMの定常分布に厳密に

従う確率変数の実現値である．

単調な更新関数 ϕで定義されるマルコフ連鎖Mに対して，アルゴリズム 1の Step 4 (a)

における，確率的事象 ∃y ∈ Ω, y = Φ0
T (xmax,λ) = Φ0

T (xmin,λ)を合流（coalescence）と

呼ぶ．また，更新関数 ϕを持つマルコフ連鎖Mの合流時間（coalescence time）T∗ を

T∗
def.
= min

{
t > 0 | ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0

−t(x,λt)
}

と定義する．ただし λt = (λ[−t], λ[−t + 1], . . . , λ[−1]) は [0, 1) 上の一様実数乱数列であ

る．ここで T∗ は確率変数である．また，アルゴリズム 1の中ではシミュレーションの開始

時刻を T := 2T と更新しているため，合流時間は陽に求まらないことに注意を要する．こ

のとき，アルゴリズム 1の期待計算時間はマルコフ連鎖の 1回の推移にかかる計算量を γ

とすると O(γ·T∗)である．

A.2 完璧サンプリング法の計算時間について

定理 7 状態空間 2E と 2E 上の分布 π(X) ∝ eg(X) に対して，マルコフ連鎖Mは定理 1

の証明中で定義されたものとする．関数 g が優モジュラかつ，X = Y ∪ {f} (f ̸∈ Y )を満

たす任意の X, Y ∈ 2E に対して，次の条件

1 − eg(X\{e})+g(Y ∪{e})−g(Y \{e})−g(X∪{e})

(1 + eg(Y ∪{e})−g(Y \{e})) · (1 + eg(X\{e})−g(X∪{e}))
≤ 1

|E| (1)

を満たす時，期待合流時間 E[T ∗]は E[T ∗] ≤ 2|E|2(1 + ln |E|)を満たす．
証明 いまX, Y ∈ 2E はX = Y ∪{f}かつ f ̸∈ Y を満たすとする．（共通の）乱数 e ∈ E

と λ ∈ [0, 1)に対して，簡便のためX ′ = ϕ(X; e, λ)および Y ′ = ϕ(Y ; e, λ)とあらわす．こ

のとき g は優モジュラより，命題 3から X ′ ⊇ Y ′ が成り立つ．以下，e ∈ E が選ばれた条

件の下での |X ′ \ Y ′|の条件付き期待値が E[|X ′ \ Y ′|] ≤ 1 − 1/|E|を満たすことを示す．
1. もし e = f の場合，マルコフ連鎖Mの定義からX ′ = Y ′が成り立ち，Ee [|X ′ \ Y ′|] = 0

を得る．

2. もし e ̸= f の場合，

Ee

[
|X ′ \ Y ′|

]
− 1

=

(
π(Y \ {e})

π(Y ∪ {e}) + π(Y \ {e}) − π(X \ {e})
π(X ∪ {e}) + π(X \ {e})

)
=

eg(Y \{e})

eg(Y ∪{e}) + eg(Y \{e}) − eg(X\{e})

eg(X∪{e}) + eg(X\{e})

=
eg(Y \{e}) (

eg(X∪{e}) + eg(X\{e})) − eg(X\{e}) (
eg(Y ∪{e}) + eg(Y \{e}))

(eg(Y ∪{e}) + eg(Y \{e})) (eg(X∪{e}) + eg(X\{e}))

=
eg(Y \{e})eg(X∪{e}) − eg(X\{e})eg(Y ∪{e})

(eg(Y ∪{e}) + eg(Y \{e})) (eg(X∪{e}) + eg(X\{e}))

=
eg(Y \{e})· eg(X∪{e})·

(
1 − eg(X\{e})+g(Y ∪{e})−g(Y \{e})−g(X∪{e}))

eg(Y \{e})· (eg(Y ∪{e})−g(Y \{e}) + 1) · eg(X∪{e})· (1 + eg(X\{e})−g(X∪{e}))

=
1 − eg(X\{e})+g(Y ∪{e})−g(Y \{e})−g(X∪{e})

(1 + eg(Y ∪{e})−g(Y \{e})) · (1 + eg(X\{e})−g(X∪{e}))
≤ 1

|E| ,

を得る．ただし，最後の不等式は定理の仮定 (1)を用いた．

以上の議論から X = Y ∪ {f} (f ̸∈ Y )を満たす任意の対 X, Y に対して，

E
[
|X ′ \ Y ′|

]
≤ 1

|E| · 0 +
|E| − 1

|E| ·
(

1 +
1

|E|

)
= 1 − 1

|E|2
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を得る．

次に以上の議論を逐次的に用いて，X ⊇ Y を満たすと任意の X, Y ∈ 2E に対して，

E [|X ′ \ Y ′|] ≤
(
1 − 1

|E|2

)
· |X\Y |が成り立つことを示す．いまZ0, . . . , Z|X\Y |はZ0 = X,

Z|X\Y | = Y および Zi ⊃ Zi+1 (i ∈ {0, . . . , |X \ Y | − 1}) を満たすとする．命題 3 から

Zi ⊇ Zi+1 (i ∈ {0, . . . , |X \ Y | − 1})が成り立ち，期待値の線形性から

E[X ′ \ Y ′] = E[|Z′
1 \ Z′

|X\Y ||]

= E
[∑|X\Y |

i=1
|Z′

1 \ Z′
|X\Y ||

]
=

∑|X\Y |
i=1

E[|Z′
i \ Z′

i+1|]

を得る．すなわち，X ⊇ Y を満たす任意の X, Y ∈ 2E に対して，E [|X ′ \ Y ′|] ≤(
1 − 1

|E|2

)
· |X \ Y | が成り立つ．

次に T ∗ の期待値を見積もる．いま τ
def.
= |E|2(1 + ln |E|)とすると，

Pr[T ∗ > τ ] = Pr[Φτ
0(E; e,λ) ̸= Φτ

0(∅; e,λ)]

≤
∑
X⊃Y

|X \ Y |·Pr [X = Φτ
0(E; e,λ), Y = Φτ

0(∅; e,λ)]

= E [|X \ Y | | X = Φτ
0(E; e,λ), Y = Φτ

0(∅; e,λ)]

= (1 − 1/|E|2)τ |E \ ∅|
= (1 − 1/|E|2)|E|2(1+ln |E|)|E|
≤ e−1e− ln |E||E|
≤ 1/e

を得る．合流時間T ∗が劣乗法的であることを鑑みるとPr[T ∗ > k· τ0] ≤ (Pr[T ∗ > k· τ0])
k ≤

(1/e)k が成り立ち，

E[T ∗] =

+∞∑
t=0

t·Pr[T ∗ = t]

≤ τ + τ ·Pr[T ∗ > τ ] + τ ·Pr[T ∗ > 2τ ] + τ ·Pr[T ∗ > 3τ ] + · · ·
≤ τ + τ/e + τ/e2 + τ/e3 + · · ·
=

τ

1 − 1/e
≤ 2τ

を得る． �

A.3 Tutte多項式に対する完璧サンプリング法の計算時間について

本章では定理 5に関して，次の命題を示す．

命題 8 もし x > 1, y > 1, (x − 1)(y − 1) ≥ 1および 1/x + 1/y ≥ 1 − 1/|E|が成り立
つ時，マルコフ連鎖Mの期待合流時間 E[T ∗]は E[T ∗] ≤ 2|E|2(1 + ln |E|)を満たす．
証明 いま X = Y ∪ {f} (f ̸∈ Y ) とし，また e ̸= f とする．このとき r(X ∪

{e}) − r(X \ {e}) ≤ r(Y ∪ {e}) − r(Y \ {e}) であり，また任意の Z ∈ 2E に対して

r(Z ∪ {e}) = r(Z \ {e}) + 1または r(Z \ {e}) が成り立つことに注意されたい．
1. もし r(Y ∪ {e}) = r(Y \ {e})のとき，r(X ∪ {e}) = r(X \ {e})が成り立ち，すなわち

1 − eg(X\{e})+g(Y ∪{e})−g(Y \{e})−g(X∪{e})

(1 + eg(Y ∪{e})−g(Y \{e})) · (1 + eg(X\{e})−g(X∪{e}))

=
1 − e0

(1 + eln(y−1)) · (1 + e− ln(y−1))
= 0

を得る．

2. もし r(Y ∪ {e}) = r(Y \ {e}) + 1かつ r(X ∪ {e}) = r(X \ {e}) + 1のとき，

1 − eg(X\{e})+g(Y ∪{e})−g(Y \{e})−g(X∪{e})

(1 + eg(Y ∪{e})−g(Y \{e})) · (1 + eg(X\{e})−g(X∪{e}))

=
1 − e0

(1 + e− ln(x−1)(y−1)+ln(y−1)) (1 + eln(x−1)(y−1)−ln(y−1))
= 0

を得る．

3. もし r(Y ∪ {e}) = r(Y \ {e}) + 1かつ r(X ∪ {e}) = r(X \ {e})のとき，

1 − eg(X\{e})+g(Y ∪{e})−g(Y \{e})−g(X∪{e})

(1 + eg(Y ∪{e})−g(Y \{e})) · (1 + eg(X\{e})−g(X∪{e}))

=
1 − e− ln(x−1)(y−1)

(1 + e− ln(x−1)(y−1)+ln(y−1)) (1 + e− ln(y−1))

=
1 − 1

(x−1)(y−1)(
1 + 1

x−1

)
·
(
1 + 1

y−1

) =
(x − 1)(y − 1) − 1

yx
=

xy − x − y

xy

= 1 −
(

1

x
+

1

y

)
≤ 1

|E|

を得る．従って，定理 7から題意を得る． �
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