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適合度関数の自己相関関数と改善率の評価による
連続 k-opt近傍の検討

本 田 和 麻†1 花 田 良 子†2 廣 安 知 之†3

最適化問題において，適合度関数のランドスケープはその最適化の困難さと関連す
る．離散問題においては，ランドスケープは近傍構造によって決定され，巡回セールス
マン問題における近傍構造の一つに k-opt があげられる．k-opt 近傍は，k 個のエッ
ジの組替えによって構成される解の集合である．本稿では，k-opt 近傍を用いた局所
解探索における適合度関数のランドスケープを自己相関関数を用いて検討を行った．
現在の探索点と k-opt近傍における複数探索ステップ後に得られる探索点との相関が
高ければ，探索が容易なランドスケープが構成されていることを意味する．その結果，
エッジ数 k が大きければ相関が高いことが明らかとなり，定性的になだらかなランド
スケープが形成されていた．しかしながら，エッジ数 k が大きくなると解の収束が遅
くなり，その結果，計算コストが増大するという問題が生じた．そのため，エッジ数
k に対する相関とこれを繰り返し回数に対する解の改善率と共に評価し，効率的に大
域的な探索が可能な，エッジ数 k を発見した．

A Consideration on Sequential k-opt Neighborhood
by Auto Correlation Function of Fitness and
Improvement Rate

Kazuma Honda,†1 Yoshiko Hanada†2

and Tomoyuki Hiroyasu †3

On optimization problems, when fitness landscape is complicated, a lot of
iterations should be needed to find the optimum solution. For discrete op-
timization problems, the landscape is determined by neighborhood structure.
k-opt, which is neighborhood structure on traveling salesman problem (TSP),
is a solution set that composed of the tour replaced k edges of current tour. In
this paper, we discussed the landscape characteristics of k-opt neighborhood us-
ing auto correlation function of fitness and improvement rate. If current search
point and the search point generated in search steps are highly related, it means
that the landscape is relatively smooth and the optimum solution may be found

with the current neighborhood. Through the numerical examples, it was de-
scribed that when the number of k is large, the higher correlation exists and
the landscape becomes smooth. At the same time, if the number of k increases,
more iterations should be prepared for finding the optimum solution. To find
the most effective neighborhood structure for global search, we evaluated the
correlation for the number of k and improvement to the number of iteration at
the same time. We made clear that we could find the effective neighborhood.

1. は じ め に

離散的最適化問題の典型例である巡回セールスマン問題（Traveling Salesman Problem，

TSP）は，都市とその間の重み集合が与えられたとき，すべての都市を一巡しコストが最

小となるような巡回路を発見する問題である1)．NP困難な問題に分類され，多項式時間ア

ルゴリズムが存在しないと考えられている．TSPに対しては幾つかの近似アルゴリズムが

存在し，近年ではシミュレーティッド・アニーリング，遺伝的アルゴリズムのようなヒュー

リスティックな方法も考案されている2)．また，TSP は Proximate Optimality Principle

（POP）の性質を持ち，良い解の近傍には他の良い解が存在するため，局所解探索法が有効

的に働くとされる3)．

一般的に離散問題においては，用いる近傍構造によって，適合度関数のランドスケープが

構成される．探索空間が小さな近傍構造を用いた場合，ある探索点の近傍の候補点が少ない

ために，少ない繰り返し回数で解の改善を試みることができるが，質の悪い局所解に陥り改

善が滞る可能性がある．一方，探索空間が大きな近傍構造を用いた場合には，ある探索点の

近傍の候補点が多くなるために，大域的に探索することが可能になり，質のよい局所解を求

めることが期待できる．しかし，一般的には計算コストが増加する傾向がある．このよう

に，局所解探索において探索性能と計算コストはトレードオフの関係にあるため，これらを

うまく考慮した近傍を定義しなければならない．

TSPに対する近傍構造として k-optがよく知られている4)5)．これは巡回路から k 個の

エッジを取り除き，新たに k 個のエッジを付け加え再構成してできる巡回路の集合である．
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中でも 2つのエッジ着目した 2-opt近傍は，解を高速に改善することができ，広く用いら

れている．しかし前述の通り，得られる解の精度は低く，エッジ数 k を大きくすれば解の

精度を向上させることができるが，エッジの組替えの組合せが指数オーダで増加するので，

実行時間の関係から用いられることは少ない．

本稿では，離散問題において上記のような背景を基に，エッジの再構成に制限を加えた連

続 k-opt近傍（Sequential k-opt neighborhood）において，少ないエッジ数 k で大域的な

探索が可能な近傍構造を検討した．評価にあたり，適合度関数のランドスケープを特徴付け

る自己相関関数と解の改善率を用いた．前者は最適化の困難さと関連しており，将来的に得

られる解の精度をそれぞれの近傍構造で比較することが可能となる．解の改善率は，局所解

探索の繰り返し回数に対する解の改善効率を評価するために導入した．

2. 近傍構造の定義と局所解探索

2.1 k-optの基本原理

k-opt 近傍とは巡回路から k 個のエッジを取り除き，新たに k 個のエッジを構成してで

きる解の集合である．前者のエッジ集合を out-edge，後者の集合を in-edgeと呼ぶことにす

る．k-opt法における 1回の局所的な修正操作を k-exchangeと呼び，図 1に中でも最も単

純な 2-exchangeによる修正操作を示した． 図 1ではエッジ e(A,B)と e(C,D)を切断し，

A C

D B

A C

D B

図 1 2-exchange による修正操作
Fig. 1 Correcting Operation by 2-exchange

新たに e(A,C)と e(B,D)を構成している．実行可能解を構成する観点から，in-edgeとし

て e(A,D)，e(B,C)は選択されない．

k-opt法は k-opt近傍を用いた局所解探索法であり，近傍中の k-optimalな解を遷移しなが

ら探索を行う．k-optimalな解とは，ある解の近傍における最良解である．一般に k-optimal

な巡回路は k′-optimal（1 ≤ k′ ≤ k）であり，対象問題の都市数を N とすれば大域的最適

解は N -optimalであるといえる．これより，大きな k を設定することで良好な解が発見で
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図 2 連続 4-exchange による修正操作
Fig. 2 Correcting Operation by Sequential 4-exchange

Step.1: out-edgeを e(v1, v2)，e(v3, v4)で 2-exchange ，in-edgeは e(v1, v3)，e(v2, v4)

Step.2: out-edgeを e(v1, v3)，e(v7, v8)で 2-exchange ，in-edgeは e(v1, v7)，e(v3, v8)

Step.3: out-edgeを e(v1, v7)，e(v5, v6)で 2-exchange ，in-edgeは e(v1, v6)，e(v5, v7)

きると言えるが，エッジの組替えの組合せ数は O(Nk)となり，現実的な実行時間を考慮し

て k = 2, 3が選択されることが多い．

ところで，k-opt 近傍は連続 k-opt 近傍（Sequential k-opt neightborhood）と非連続

k-opt 近傍（Non-Sequential k-opt neighborhood）に区別できる．前者は上に示した 2-

exchangeを再帰的に実行し得られる解の集合であり，後者は再帰的な実行によって到達不

可能な解の集合である．本稿では後者を対象とせず，前者のみを扱った．以下にこの近傍構

造を示した．

2.2 連続 k-opt近傍

連続 k-opt近傍は連続 k-exchangeによって得られる解の集合であり，k-opt近傍の部分

集合である．k = 2, 3 の場合，連続 k-exchange による組替えのみで k-opt 近傍を網羅す

ることができるが，k > 3ではその限りではない．連続 k-exchangeは 2-exchangeを再帰

的に適用することで実現できる．具体的には，前ステップの 2-exchangeで構成した 2つの

in-edgeの内の 1つと，新たに他の 1つのエッジを次のステップの out-edgeとして選択し，

連続的に 2-exchangeを k− 1回行うことで，計 k個のエッジを組替えた巡回路を構成する．

図 2に連続 4-exchangeによる修正操作を示した．

2.3 非連続 k-opt近傍

非連続 k-opt近傍とは，k-opt近傍において連続 k-exchangeによって到達不可能な解の
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図 3 非連続 4-exchange

Fig. 3 Non-Sequential 4-exchange

集合である．k > 3の k-opt近傍を網羅した探索を行う場合には考慮する必要がある．具体

例として，図 3に示すような double bridge型の 4-exchangeが挙げられる．本稿ではこれ

を対象としない．

2.4 近傍探索回数に制限を設けた局所解探索

k-opt法とは 2.1で示したように k-opt近傍中の k-optimalな解を遷移する局所解探索法

である．解の探索を連続 k-opt 近傍に制限したとしても，近傍の全探索にかかるコストは

kに関して指数オーダで増加するため，それを無視することはできない．本稿では，解の近

傍の全探索を行わずに探索回数に制限を設け，その探索で得られた最良解を k-optimal な

解と見なすことで計算コストを抑えた．以下の擬似コードは，この局所解探索の手続きを示

したものである．

Procudure: Sequential k-opt

　巡回路 xをランダムに初期化する

For: j := 1 to NIteration

For: i := 1 to NSearch; 近傍探索回数を制限

xi := Sequential k-exchange(x)

End For

x := SelectKOptimalSolution(xi)

End For

　巡回路 xを出力する

End Procudure

（NIteration，NSearchはそれぞれ局所解探索の繰り返し回数，近傍探索回数とする）

3. 適合度関数の自己相関関数

最適化問題においては適合度関数のランドスケープの複雑性と最適化の困難さは大きく関

連する．文献 6)7)によると適合度関数の自己相関関数を解析することで，異なる近傍構造

を持つ最適化アルゴリズムを比較することができると示されている．自己相関関数（Auto

Correlation Function，ACF）は，時系列データにおいて離れた時点のデータとの相関関係

を検証するために用いられる．以下にこの解析手法を示す．

解空間内のある点から，その近傍内の別の点への遷移を適合度 {f(xt)} の確率変数とし
て観測したとする．この観測で得られる適合度関数の自己相関関数は，

r(s) =
1

δ2(f)(m− s)

m−s∑
t=1

(f(xt)− f̄)(f(xt+s)− f̄) (1)

と定義される．このとき f̄ と δ2(f)はそれぞれ確率変数 f の相加平均と分散である．式（1）

から，sステップ先の解との相関の強さを知ることができる．通常は sが大きくなれば相関

が弱まり値は 0に近づく．

以上に示した適合度関数の自己相関関数は，次のような性質を持つと考えられている．

( 1 ) 自己相関係数が小さい

( a ) 適合度関数のランドスケープは凹凸な性質を持ち，近傍の解との相関は低い

( b ) 少ない繰り返し回数で局所解を導けるが，その適合度は低い

( 2 ) 自己相関係数が大きい

( a ) 適合度関数のランドスケープはなだらかで，近傍の解との相関は高い

( b ) 局所解を導くために多くの繰り返し回数を必要とするが，その適合度は高い

これらの性質から，局所解探索法では離れた解との相関が高くなるような近傍構造を選択す

ることにより，探索空間における大域的な探索が可能になると考えられている．

次章の計算機実験ではエッジ数 k と適合度のランドスケープとの関連，計算量などの検

討を行う．

4. 計算機実験

本章では 2章で示した連続 k-opt近傍を用いた局所解探索法を実装し，TSPLIB8) の中

から選んだ 8つのテスト問題について計算機実験を行った結果を示した．また，3章で示し

た適合度関数の自己相関関数を用いて探索の傾向について検討し，解の改善率と共に評価す
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表 1 局所解探索における収束特性（NSearch : 128，pr1002，optimum:259045）
Table 1 Coveragence Characteristic by Local Search(NSearch : 128, pr1002, optimum:259045)

k Best(err.) Improvement Step Average(err.) Improvement Step

2 290822(0.12) 0.05 35218 293906(0.13) 0.05 43212

3 286724(0.11) 0.04 982770 291825(0.13) 0.05 992145

4 387451(0.50) 0.06 998826 392618(0.52) 0.06 998430

5 688025(1.66) 0.11 998467 693505(1.68) 0.11 997687

6 934750(2.61) 0.15 993039 949669(2.67) 0.15 996778

7 1151346(3.44) 0.18 998340 1168079(3.51) 0.18 997295

8 1314503(4.07) 0.20 992012 1341449(4.18) 0.21 978847

9 1436867(4.55) 0.22 996160 1467260(4.66) 0.23 982938

10 1561015(5.03) 0.24 975264 1593081(5.15) 0.25 975980

15 2056959(6.94) 0.32 979188 2074515(7.01) 0.32 979665

20 2431950(8.39) 0.38 995690 2442800(8.43) 0.38 993944

25 2680984(9.35) 0.42 983826 2711700(9.47) 0.42 985996

30 2922813(10.28) 0.44 968307 2949663(10.39) 0.45 973688
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図 4 局所解探索による適合度関数
（NSearch : 128，pr1002）

Fig. 4 Fitness Function by Local Search

(NSearch : 128, pr1002)
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図 5 適合度関数の自己相関関数
（NSearch : 128，pr1002）

Fig. 5 Auto Correlation Function of Fitness

(NSearch : 128, pr1002)

ることで大域的な探索が可能でエッジ数 k の少ない k-opt近傍の検討を行った．実験の条

件は次の通りである．

• 対象問題（8種類）

– pr439，rat783，pr1002，pcb1173，vm1748，pr2392，pcb3038，fl3795

• 連続 k-opt近傍による局所解探索

– 繰り返し回数 NIteration: 10e+ 6

表 2 局所解探索における収束特性（NSearch : 512，pr1002，optimum:259045）
Table 2 Coveragence Characteristic by Local Search(NSearch : 512, pr1002, optimum:259045)

k Best(err.) Improvement Step Average(err.) Improvement Step

2 292618(0.13) 0.05 11025 295983(0.14) 0.05 9308

3 272679(0.05) 0.04 995179 274985(0.06) 0.04 991764

4 287386(0.11) 0.04 999238 301006(0.16) 0.05 994392

5 487071(0.88) 0.08 996763 538694(1.08) 0.08 996979

6 704208(1.72) 0.11 998712 779056(2.01) 0.12 996379

7 931929(2.60) 0.15 995093 1003324(2.87) 0.16 996578

8 1127342(3.35) 0.17 995859 1164649(3.50) 0.18 990151

9 1257740(3.86) 0.19 994288 1328101(4.13) 0.21 980902

10 1410484(4.44) 0.21 983022 1444427(4.58) 0.22 982616

15 1916242(6.40) 0.29 955663 1951181(6.53) 0.30 969682

20 2280769(7.80) 0.36 992920 2314507(7.93) 0.36 964504

25 2558129(8.88) 0.41 968031 2595225(9.02) 0.40 976254

30 2798414(9.80) 0.42 989098 2816281(9.87) 0.43 965605
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図 6 局所解探索による適合度関数
（NSearch : 512，pr1002）

Fig. 6 Fitness Function by Local Search

(NSearch : 512, pr1002)
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図 7 適合度関数の自己相関関数
（NSearch : 512，pr1002）

Fig. 7 Auto Correlation Function of Fitness

(NSearch : 512, pr1002)

– 近傍探索回数 NSearch: 128，512

– 再構成するエッジ数 k: 2，3，4，5，6，7，8，9，10，15，20，25，30

– 試行回数: 5

• 適合度関数の自己相関関数
– 最大ステップ数 smax: 10e+ 5
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図 8 自己相関係数と改善率（s=10e+5，pr439）
Fig. 8 ACC and Improvement Rate

(s=10e+5, pr439)
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図 9 自己相関係数と改善率（s=10e+5，rat783）
Fig. 9 ACC and Improvement Rate

(s=10e+5, rat783)
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図 10 自己相関係数と改善率（s=10e+5，pr1002）
Fig. 10 ACC and Improvement Rate

(s=10e+5, pr1002)
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図 11 自己相関係数と改善率（s=10e+5，pcb1173）
Fig. 11 ACC and Improvement Rate

(s=10e+5, pcb1173)

4.1 局所解探索における適合度関数と自己相関関数

前述の条件を元に連続 k-opt 近傍による局所解探索を行い，解の適合度関数とその自己

相関関数を求めた．ここでは一例としてテスト問題 pr1002を取り上げた．図 4と図 6は 2

つの異なる近傍探索回数における解の適合度関数であり，図 5と図 7はそれぞれの自己相

関関数である．表 1と表 2は各近傍探索回数における解の収束の結果をまとめたものであ

り，5試行中の最良解，平均とそれぞれの誤差率，改善率，解を得たときのステップ数を示

した．なお，改善率を初期解と最終的な解との比で表した．

それぞれの実験において，2-opt近傍を用いた局所解探索は他の近傍と比較して早く解が

収束した．しかしこの近傍構造は，質の悪い局所解に陥り探索が停滞するため，大域的な
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図 12 自己相関係数と改善率（s=10e+5，vm1748）
Fig. 12 ACC and Improvement Rate

(s=10e+5, vm1748)
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図 13 自己相関係数と改善率（s=10e+5，pr2392）
Fig. 13 ACC and Improvement Rate

(s=10e+5, pr2392)
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図 14 自己相関係数と改善率（s=10e+5，
pcb3038）

Fig. 14 ACC and Improvement Rate

(s=10e+5, pcb3038)
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図 15 自己相関係数と改善率（s=10e+5，
fl3795）

Fig. 15 ACC and Improvement Rate

(s=10e+5, fl3795)

探索が可能な近傍構造とは言えない．近傍探索回数を増やした場合，3-optや 4-opt近傍が

2-opt近傍による探索の結果を上回った．表の収束結果を見ると，解の更新は探索終盤でも

続いていることから，大きなエッジ数 kを設定することで大局的な解を探索できると言える．

各近傍構造での探索について自己相関関数で比較すると，2-opt 近傍による探索は遠く

離れた解との相関は皆無で，良い解を得ることが期待できない．その他の近傍に関しては，

エッジ数 k を増やすと遠く離れた解との相関が高まる傾向が得られたが，その順序等に規

則性は見られない．また，近傍探索回数を増やすと全体的に相関が低い傾向が見られた．近

傍探索回数を増やすと解は探索の序盤で急速に進み，後の探索による改善度合いは低くなっ
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た．このため，適合度関数のランドスケープは 2-opt近傍による探索のものと酷似したもの

となり，相関が低くなる結果が得られたと言える．

4.2 自己相関関数と改善率

4.1ではエッジ数 k が大きいほど離れた解との相関が高い傾向が得られた．3章で示した

内容に従うと，相関が高い局所解探索に適した探索手法であると考えられ，k = 25や 30を

選択することが最適であると解釈できる．しかし，これらの近傍構造を用いた局所解探索

では解の改善が悪く，なおかつ 2-opt 近傍を用いた探索と比較して計算コストも大きいの

で，実行時間の点から現実的な選択ではない．そこで，適合度関数の自己相関関数と解の改

善率を同時に評価し関係を探ることで，より効率的に大域的な探索が可能なエッジ数 k の

近傍構造を検討した．図 8から図 15は，近傍探索回数 NSearch = 512で各テスト問題に

ついて検証した結果である．横軸に s = 10000ステップ離れた解との自己相関係数（Auto

Correlation Cofficient, ACC）を 1から引いた値を示し，縦軸には改善率を示している．最

適な近傍構造の要件は，改善率が小さく，なおかつ相関が高いことであるので，グラフ上の

両成分が小さな近傍構造が最適であると考えられる．

すべての結果に共通して，解の改善率と相関の強さの間にはトレードオフの関係が成り立

つことがわかった．これら 2つの要素を考慮すると，4-opt，5-opt，6-opt近傍を用いた局

所解探索が適切であると言える．また，この程度であれば連続 k-exchangeに掛かる計算コ

ストも現実的に実行可能な範囲であると考えている．

ところで，近傍探索回数の増加は改善率を向上させ，自己相関関数の変化は少ない特性が

得られた．これが上の結果に与える影響を考察すると，改善率の向上によりグラフが全体的

に下方向にシフトするので，最適なエッジ数 k が大きくなる可能性がある．しかし，近傍

探索回数を極端に大きくすることがない限り結果に与える影響は少なく，エッジ数が変化し

ても数個程度で，本検証で得られた傾向は変化しないと予想される．

5. 終 わ り に

本稿では局所解探索のための近傍構造を，適合度関数の自己相関関数を用いて評価した．

TSPに対する近傍構造である k-optは，エッジ数 k が大きいほど離れた解との相関が強く

大域的な探索が可能であるが，その反面計算コストの増加を無視できない．そこで，近傍構

造を改善率と共に評価することで k = 4, 5, 6が，大域的な探索が可能であり，なおかつ解

の改善効率が高い近傍構造であると結論付けた．本稿で得られた結論が，より高度な近傍探

索アルゴリズムの設計に役立たせることができるのではないかと考えている．
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