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多倍長環境における直交多項式理論に基づく
最適なPWM波形の数値計算アルゴリズム

矢 谷 健 一†1 木 村 欣 司†1 中 村 佳 正†1

最適 PWM 問題とは，与えられたアナログ波形に対して，対応する PWM(Pulse

Width Modulation) 波形を求める問題である．この問題は，ある直交多項式の全て
の零点を求める問題として再定式化される．本報告では，直交多項式の理論に基づき，
零点を求める問題を行列固有値問題に変換し，多倍長計算により固有値問題の数値計
算を行う．数値実験の結果，多倍長環境では，直交多項式の次数が大きい場合，対称
3 重対角行列の固有値問題として問題を解くアルゴリズムが，計算時間と誤差の両方
において優れている結果となった．

Numerical Algorithms for Solving the Optimal
PWM Problem on Multiple-Precision Arithmetic
with Theory of Orthogonal Polynomials

Kenichi Yadani,†1 Kinji Kimura†1

and Yoshimasa Nakamura†1

The optimal PWM problem is the problem to find suitable PWM (Pulse
Width Modulation) waveform for arbitrary given waveform. The problem can
be reformulated as a problem to find all the zeros of an orthogonal polynomial.
In this report, we transform the problem of zeros to certain matrix eigenvalue
problems based on the theory of orthogonal polynomials and solve them with
multiple-precision computation. It is shown by numerical experiments that
an algorithm for solving a symmetric tridiagonal eigenvalue problem is better
than others with respect to both computation time and accuracy if the de-
gree of orthogonal polynomial is large under the multiple-precision arithmetic
environment.

1. は じ め に

PWM(Pulse Width Modulation)とは，パルス変調方式のひとつであり，パルス波のオ

ンの状態とオフの状態の時間の比 (デューティー比)を調整することにより変調する方式で

ある．与えられた波形に対して，そのフーリエ展開係数の最初の n個が一致した，振幅一

定のパルス波を求める問題を，最適 PWM問題 (optimal PWM problem)と呼ぶことにす

る．PWMは電源の制御，DC/ACインバータ等に応用されている．近年では，スイッチン

グトランジスタの性能の向上により，入力波形を波形を電子回路で精密に制御することが可

能となった．そこで，最適な PWM波形を高速・高精度に求める方法が求められている．

最適な PWM波形を数値計算する方法として，いくつかの方法が提案されている．Patel

等は，問題を 3角関数を含む非線形な連立方程式の解を求める問題を解く方法を提案した7)．

Sun 等は，多項式の連立方程式の解を求めることにより問題を解くアルゴリズムを提案し

た8)．そして Czarkowski等は，最適な PWM波形を求める問題が，ある 1変数 n次直交

多項式の零点を求める問題に帰着されることを示し，直交多項式の零点を求めることにより

最適 PWM問題を解く方法を提案した3)．しかし，これらのアルゴリズムには，波形によっ

ては計算が停止する，あるいは正確な解が得られないという問題点があった．本報告では，

直交多項式の理論と多倍長計算によりこれらの問題点を解決するアルゴリズムを提案する．

直交多項式の理論によれば，直交多項式の零点を求める問題は，Hankel行列束の一般化

固有値問題や，3重対角行列の固有値問題と等価である2),5)．すなわち，最適 PWM問題に

対応した固有値問題が存在し，その固有値問題の数値計算を行うことにより，高速化・精度

向上が期待される．

更に，最適 PWM問題の数値計算には，数値的に不安定であるという，根本的な問題点

がある．実際，5章の数値実験から分かるように，倍精度計算では，問題によっては，情報

落ちが原因となって最適 PWM問題の数値計算が行うことが不可能である．そこで，情報

落ちを防ぐために多倍長計算が必要となる．

本報告では，最適 PWM問題を，直交多項式の零点を求める問題，一般化固有値問題，3

重対角行列の固有値問題の 3つの問題に帰着し，多倍長環境において，5種類の計算方法に

よって，最適 PWM問題の数値計算を行い，計算時間と精度を比較する．数値実験の結果，
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図 1 与えられたアナログ波形 f と対応する PWM 波形 f̃ .

Fig. 1 A given waveform f and the corresponding PWM waveform f̃ .

実対称 3重対角行列の固有値問題として解くアルゴリズムが，計算時間・精度の意味で優れ

ている結果となった．

2. 最適 PWM問題の定式化

2.1 最適 PWM問題

周期 2π の周期的なアナログ波形 f(t)が与えられたとする．f(t)に対応する，振幅 E の

最適な PWM 波形を f̃(t) とし，0 < α1, < α2 < · · · < αn < π/2 を PWM 波形 f̃ のス

イッチングのタイミングとする．すなわち，f̃(t) は t = α1, α3, α5, . . . においてパルスが

オンになり，t = α2, α4, α6, . . . においてパルスがオフになる (図 1)．本報告では，f 及び

f̃ は周期 2π の周期関数であり，f(π − t) = f(t), f(t) = −f(2π − t), f̃(π − t) = f̃(t),

f̃(t) = −f̃(2π − t) を満たすものとする．これらの条件より f 及び f̃ は奇関数であるから，

f(t) =

∞∑
k=1

fk sin kt, fk =
4

π

∫ π/2

0

f(t) sin ktdt (k:奇数), fk = 0 (k:偶数) (1)

f̃(t) =

∞∑
k=1

f̃k sin kt, f̃k =
4E

πk

n∑
i=1

(−1)i−1 cos kαi (k:奇数), f̃k = 0 (k:偶数) (2)

と Fourier級数展開される．ここに， fk, f̃k はそれぞれ f, f̃ の Fourier係数である．ここ

で，fk と f̃k (k = 1, 3 . . . , 2n − 1)が等しくなるように f̃ を決めることにすると

fk =
4E

πk

n∑
i=1

(−1)i−1 cos(kαi) (k = 1, 3, . . . , 2n − 1) (3)

が得られる．最適 PWM 問題は，α1, . . . , αn についての方程式系 (3) を解く問題である．

Patel等は，(3)を多変数 Newton法により解くことにより最適 PWM問題を解く方法を提

案した7)．

2.2 直交多項式の零点と求める問題への再定式化

変数変換 xk = (−1)k+1 cos αk により，(3)は

x1 + x2 + · · · + xn = t1,

x3
1 + x3

2 + · · · + x3
n = t3,

...

x2n−1
1 + x2n−1

2 + · · · + x2n−1
n = t2n−1

(4)

となる．ここで，定数 tk (k = 1, 3 . . . , 2n − 1)は，

ck,m = (−1)k−m 2k − 1

2

(k + m − 2)! 22m−1

(k − m)! (2m − 1)!
, (5)

hk =
πkfk

4E
(k = 1, 3, . . . , 2n − 1), (6)

t1 =
h1

c1,1
, t2k−1 = − 1

ck,k

(
k−1∑
m=1

ck,mt2m−1 − h2k−1

)
(k = 2, 3, . . . , n) (7)

により与えられる．ck,m は Chebyshev多項式の係数である．連立一次方程式
s0 s1 · · · sn−1

s1 s2 · · · sn

...
...

. . .
...

sn−1 sn · · · s2n−2




(−1)npn,n

(−1)n−1pn,n−1

...

(−1)1pn,1

 = −


sn

sn+1

...

s2n−1

 (8)

により定まる pn,k (k = 1, . . . , n)を係数とする多項式

Pn(x) = xn + pn,1x
n−1 + pn,2x

n−2 + · · · + pn,n (9)

を考える．ここで，sk (k = 1, . . . , 2n − 1)は
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v2k−1 = −2t2k−1

2k − 1
(k = 1, 2, . . . , n), (10)

s−1 = −1, si =
1

i + 1

i+1∑
k=1,odd

kvksi−k (i = 0, . . . , 2n − 1) (11)

により与えられる．このとき，Pn(x) = 0の解は，(4)の解 x1, x2, . . . , xn に等しいことが

示されている3)．すなわち，1変数 n次代数方程式 Pn(x) = 0の全根を求めることにより，

最適 PWM問題を解くことができる．

そして，Pn(x)は直交多項式であり，3項間漸化式

P0(x) = 1, P1(x) = x+
s1

s0
, Pk(x) = xPk−1(x)−rk−1Pk−2(x)(k = 2, . . . , n), (12)

rk =

∑k

l=0
(−1)lpk,ls2k−l∑k−1

l=0
(−1)lpk−1,ls2k−2−l

(13)

を満たすことが示される．ここで，sk (k = 0, . . . , 2n− 1)は {Pk}∞k=0 のモーメント列の最

初の 2n項である．

Czarkowski等は，Pn(x)の全ての零点をNewton法により求めることにより，最適PWM

問題を解くアルゴリズムを提案した3)．

3. 直交多項式の理論と行列固有値問題

直交多項式の理論により，直交多項式の全ての零点を求める問題，Hankel行列対の一般

化固有値問題，3重対角行列の固有値問題は等価であり，O(n2)で互いに移り変わることが

できることが示される (図 2)．

Pn(x)のコンパニオン行列 F を

F =


0 (−1)npn,n

−1
. . .

...

. . .
. . .

...

−1 (−1)1pn,1

 (14)

で定義すると，F の n個の固有値は Pn(x)の n個の零点と一致する．Hankel行列 A, B を

図 2 直交多項式の零点問題に付随した行列固有値問題
Fig. 2 Relationship of some matrix eigenvalue problems associated with zero-point problem of

orthogonal polynomials.

A =


s1 s2 · · · sn

s2 s3 · · · sn+1

...
...

. . .
...

sn sn+1 · · · s2n−1

 , B =


s0 s1 · · · sn−1

s1 s2 · · · sn

...
...

. . .
...

sn−1 sn · · · s2n−2

 . (15)

により定義すると，(8)から BF = −Aが成り立つことが分かる．B が正則であると仮定

すると，固有値問題 Fu = xu は，一般化固有値問題

Au = −xBu (16)

と等価である．すなわち，一般化固有値問題 (16)を解けば，得られた一般化固有値の符号

を付け替えることにより，Pn(x)の全ての零点を求めることができる．

GolubとWelschは，直交多項式の零点を求める問題は 3重対角行列の固有値問題に変換

することができ，直交多項式の零点を数値計算する代わりに，対応する 3重対角行列の固有

値を数値計算することで，精度が向上するという数値実験の結果を報告した5)．この方法は

最適 PWM問題にも適用することが可能である．すなわち，3項間漸化式 (12)が成り立つ

ことから，3重対角行列の固有値問題
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Tv = xv, T =


−s1/s0 1

r1 0
. . .

. . .
. . . 1

rn−1 0

 (17)

は，Pn(x)の全ての零点を求める問題と等価であることが示される2)．すなわち，最適PWM

問題は，3重対角行列の固有値問題 (17)に変換される．rk > 0 (k = 1, . . . , n − 1)を仮定

すると，

D := diag
(
1
/√

r1r2 . . . rn−1, 1
/√

r2 . . . rn−1, . . . , 1
/√

rn−1, 1
)

(18)

による T の相似変形 T ′ := D−1TD を考えることにより，等価な実対称 3重対角行列の固

有値問題

T ′v′ = xv′, T ′ := D−1TD =


−s1/s0

√
r1

√
r1 0

. . .

. . .
. . .

√
rn−1

√
rn−1 0

 . (19)

が得られる．すなわち，対称 3重対角行列の固有値問題 (19) の数値計算により最適 PWM

問題の数値計算が可能となる．

4. 最適 PWM問題の持つ数値不安定性

4.1 A, B, T の条件数

一般に，多項式の零点を求める問題や，一般化固有値問題の数値計算は，多項式の

次数 n の増加につれて困難になる．特に，最適 PWM 問題の場合は，A, B の条件数

(= |(Aの絶対値最大の固有値)/(Aの絶対値最小の固有値)|) が急激に大きくなり，大きな
nに対して，行列束 (A, B)の一般化固有値を求めることが困難となる場合がある．一方，最

適 PWM問題を 3重対角行列 T あるいは T ′ の固有値問題に変換すると，T の条件数 (T ′

の条件数は T の条件数に等しい)は，A, B の条件数と比較して小さくなる (表 1)．従って，

最適 PWM問題を行列束 (A, B)の一般化固有値問題として扱うよりも，T あるいは T ′ の

固有値問題として扱う方が，扱う行列の条件数の点で有効であると考えられる．

表 1 A, B, T の条件数の増加の様子．これらの行列は，5 章の例題 1 に表れる行列である．
Table 1 Growth of the condition number of A, B, T . These matrices derive from the test Problem

1 in Section 5.

n 5 15 25 35 45 55 65

cond(A) 1.83 × 103 6.83 × 1010 2.60 × 1018 1.03 × 1026 4.22 × 1033 4.29 × 1038 2.86 × 1054

cond(B) 1.76 × 103 5.17 × 1010 1.88 × 1018 7.32 × 1025 2.95 × 1033 1.01 × 1038 7.92 × 1052

cond(T ) 4.17 12.5 20.9 29.2 37.6 45.9 54.3

表 2 5 章の例題 1 に現れる rk の数値例．“2.500...0” あるいは “2.499...9” に続く桁が，倍精度浮動小数点数と
して表現する際に失われる．

Table 2 Computed values of rk for Problem 1 in Section 5. The digits following to “2.500...0” or

“2.499...9” are lost by casting the value to double-precision number while the information

is critical for computation.

rk represented as
k rk to 40 decimal digits double-precision

floating-point number

21 0.2499999999999953548373685682220301147742 0.24999999999999536

22 0.2500000000000010014805280393591930404663 0.250000000000001

23 0.2499999999999997840843631059594168515137 0.24999999999999978

24 0.2500000000000000465506427235568026686718 0.25000000000000006

25 0.2499999999999999899638471342413407012853 0.25

26 0.2500000000000000021637588323545211526881 0.25

27 0.2499999999999999995335012980356505204768 0.25

28 0.250000000000000000005754595569303416266 0.25

29 0.2499999999999999999783162889360820421496 0.25

30 0.2500000000000000000046749309182856146070 0.25

4.2 情報落ちと多倍長計算

最適 PWM問題を 3重対角行列の固有値問題 (17), (19) として扱うことにより，行列の

条件数の増加の問題を回避することができる．しかしながら最適 PWM問題には，条件数

の問題とは別に，数値計算の過程で激しい情報落ちが起こるという問題点もある．例として

表 2に rk の数値例を示す．実際，例題 1の場合には，n = 15で誤差が大きくなり，いく

つかのアルゴリズムでは，n = 25程度で計算が破綻する．そのため，問題によっては，倍

精度計算では，最適 PWM問題の数値計算が困難となる．

最適 PWM問題の数値計算は，行列固有値問題に変換する工夫だけでは不十分であり，情

報落ちを防ぐために更なる工夫が必要である．そこで，数値計算を多倍長計算で行うことに
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より，情報落ちが数値計算に悪影響を及ぼさないようにする．

5. 数 値 実 験

この章では，以下の 5種類の最適 PWM問題を解くためのアルゴリズムで数値実験を行

い，計算時間と計算誤差の比較を行う．

OP-DKA

Pn(x) の零点を Durand-Kerner-Aberth の方法1) により解く．Czarkowski 等は，最

適 PWM 問題を，Pn の零点を Newton 法により数値計算するアルゴリズムを提案し

たが3)，ここでは Newton法の代わりに Durand-Kerner-Aberthの方法を利用する．

OP-companion

Pn(x) の零点を，Pn(x) のコンパニオン行列 F の固有値を計算することにより最適

PWM問題を解く．

GEP

行列束 (A, B)の一般化固有値を計算することにより最適 PWM問題を解く．B が正定

値であると仮定すると，B = LLT と Cholesky分解可能である．ここに，Lは正則な

下三角行列である．このとき，一般化固有値問題 (16)は，固有値問題

L−1A(LT )−1u′ = −xu′ (20)

と等価である．そこで，(16)の代わりに，(20)の数値計算を行うものとする．

Tridiag-T

3重対角行列 T の全ての固有値を計算する．

Tridiag-T ′

実対称 3重対角行列 T ′ の全ての固有値を計算する．

以上の 5種類のアルゴリスムを，以下の 2種類の最適 PWM問題の例題を用いて評価を

行った．

例題 1 (harmonic elimination problem)3): Harmonic elimination とは，低周波成

分 (最も低い周波数成分を除く) の無いパルス波を生成する問題である．Harmonic elim-

ination は最適 PWM 問題の特別な場合であり，f(t) = 4Ea/π sin t, h1 := a (const.),

hk := 0 (k = 3, 5, . . . , 2n − 1) とした場合である．数値実験では，a = 0.6, E = 1とした．

例題 2: 目的とするアナログ波形が f(t) = 4/π × 0.6 sin t + 4/π × 0.15 sin 3t の場合，すな

わち h1 := 0.6, h3 := 0.15, hk := 0 (k = 5, 7, . . . , 2n−1) とする．パルスの振幅は E := 1

とする．

誤差評価の指標としては，(4)が成り立つことに注意して，

En :=
1

n
max

k=1,3...,2n−1

∣∣xk
1 + xk

2 + · · · + xk
n − tk

∣∣ (21)

により定義する．xk (k = 1, · · · , n)が真の根の場合 En = 0であり，En が小さい程誤差が

小さい．

数値実験では，多倍長計算ライブラリ Exflib4) を利用し，有効数字 115桁の精度で数値

計算を行った．LAPACK6) の非対称 Hessenberg 行列用固有値計算ルーチン DLAHQR，及

び実対称 3重対角行列用固有値計算ルーチン DSTERFを Exflibに移植し，OP-companion,

Tridiag-T でExflib版 DLAHQR, GEP, Tridiag-T ′でExflib版 DSTERFを利用している．数値

実験に用いた計算機環境は，CPU Intel Core 2 Extreme X9650 (3.00GHz), 8GB DRAM,

Linux kernel 2.6.27, g95 0.91 である．図 4, 図 5, 図 6, 図 7に数値実験の結果を示す．多

倍長計算と倍精度計算の比較のため，例題 1を倍精度で計算した場合の誤差評価の指標 En

を図 3に示した．図の横軸は問題の次数 nであり，縦軸に計算誤差，計算時間を対数軸で

示している．

倍精度計算の場合では，GEP の場合は n = 25で，Tridiag-T ′ の場合は n = 27で計算

が不能となった．他のアルゴリズムでは，計算誤差が n = 31及び n ≥ 45で大きくなった

(図 3)．すなわち，n ≥ 45の場合，倍精度計算では情報落ちのため例題 1を解くことがで

きなくなる．従って，大きな nに対して最適 PWM問題の数値計算を行う場合には，多倍

長計算が必要となる．

図 4，図 6 に多倍長で計算した場合の計算誤差 En を示す．結果から，Tridiag-T 及び

Tridiag-T ′，すなわち問題を 3重対角行列の固有値問題として扱う場合，nが増大してもEn

が小さいことが分かる．それに対して，OP-DKA, OP-companion, GEP の場合は nが増

大するにつれて En も急激に増大する．

図 5, 図 7には計算時間を示している．対称行列の固有値計算ルーチンを利用する GEP,

Tridiag-T ′は他のアルゴズムと比較して高速である．GEPではBのCholesky分解にO(n3)

の計算量が必要であるのに対し，Tridiag-T ′ のアルゴリズムでは，Pn(x)から T ′ を計算す

るのに O(n2)しか計算量を必要としない．このことが GEP と Tridiag-T ′ の計算時間の差

になっていると考えられる．

結果として，先に示した 5種類のアルゴリズムの中で，問題の次数が大きくなると，Tridiag-

T ′ が最も高速であり，かつ誤差評価指標 En が最小となった．
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6. 結 論

本報告ではまず，最適 PWM問題をある直交多項式の零点を数値計算する問題として扱

う 3)による定式化を示した．従来の最適な PWM波形を計算するアルゴリズムには，情報

落ちのため計算が途中で破綻したり，誤差が大きくなる場合があるという問題点があった．

この問題を回避するため，直交多項式の理論と多倍長計算を利用したアルゴリズムを提案

した．

倍精度の場合の議論 5)を参考にし，直交多項式の理論により最適 PWM問題を一般化固

有値問題及び 3重対角行列の固有値問題に帰着した．また，最適 PWM問題は，倍精度で

計算すると数値不安定な問題であるため (図 3)，多倍長計算により数値計算を行った．

多倍長環境における数値実験の結果，実験を行った 5種類のアルゴリズムのうち，実対称

3重対角行列の固有値問題 (19)の数値計算により最適 PWM問題を解く Tridiag-T ′ が，計

算時間・計算誤差の両方において，他のアルゴリズムと比較して優れている結果となった．
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図 3 例題 1 を倍精度で計算した場合の誤差 En．
Fig. 3 Error En in Problem 1 with double-

precision arithmetic.
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Fig. 4 Error En in Problem 1
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図 5 例題 1 の計算時間
Fig. 5 Computation time in Problem 1
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Fig. 6 Error En in Problem 2

10-2

10-1

100

101

102

 15  35  55  75  95  115  135

co
m

pu
ta

tio
n 

tim
e 

[s
ec

]

n

OP-DKA
OP-companion

GEP
Tridiag-T
Tridiag-T’

図 7 例題 2 の計算時間
Fig. 7 Computation time in Problem 2
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