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Cayleyグラフの逐次診断可能次数の下界

山田　敏規†1

小文では，すでに知られている CCC の逐次診断可能次数の下界を求める手法を一
般化して，任意の N 点 Cayley グラフの逐次診断可能次数が Ω(N/D) であること
を示す．ここで，D は Cayley グラフの直径である．また，本結果を N 点スターグ
ラフとWrapped Butterfly へ適用することによって，逐次診断可能次数がそれぞれ
Ω(N log log N/ log N) と Ω(N/ log N) であることを示す．

Lower Bound for Sequential Diagnosability of
Cayley Graphs

Toshinori Yamada†1

This paper presents that the degree of sequential diagnosability of an N -
vertex Cayley graph is Ω(N/D) by generalizing a known technique of finding a
lower bound for that of a CCC, where D is the diameter of the Cayley graph.
From the lower bound, it is shown that the degrees of sequential diagnosability
of the N -vertex star graph and wrapped butterfly are Ω(N log log N/ log N) and
Ω(N/ log N), respectively.

1. は じ め に

近年，マルチプロセッサシステムが大規模化しているが，それにつれてシステム内の故障

プロセッサの数が飛躍的に増加している．そのため，マルチプロセッサシステムに対する耐

故障技術の開発が重要な課題となっている．耐故障技術には，マルチプロセッサシステム内

の故障箇所をどのようにしてに見つけるかを考える故障診断と，故障を持ったマルチプロ
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セッサシステムにおいて，正常な箇所のみを用いていかにシステムを正しく運用するかを考

える耐故障設計の大きく二つに分類される．小文では後者，すなわちマルチプロセッサシス

テムの故障診断について考える．

マルチプロセッサシステムのシステムレベル故障診断のためのグラフ理論的な枠組みは

Preparataら [9]によって提案され，PMCモデルとして知られており，PMCモデルに基

づいたマルチプロセッサシステムの故障診断に関する研究がこれまでに数多く行なわれてい

る．PMCモデルでは，各プロセッサは正常もしくは（常時）故障のどちらか一方の状態を

とり，故障の最中にこの状態が変わることはないと仮定する．また，システム内の故障プロ

セッサの数は制限されていると仮定する．各プロセッサは，通信リンクを介して隣接するプ

ロセッサの検査を行ない，もし正常であると判断したならば 0を，故障していると判断した

ならば 1を出力する．ただし，正常なプロセッサが行なう検査は常に正しいが，故障してい

るプロセッサが行なう検査は全く信頼できないものとする．これら検査結果から成る集合を

シンドロームと呼ぶ．

PMCモデルでは，故障診断のための 2つの方法が提案され，議論されている．故障プロ

セッサの数が tを越えないという仮定の下で，任意のシンドロームからシステム内の全ての

[少なくとも 1つの]故障プロセッサが同定可能であるならば，システムは同時 [逐次]t-診断可

能であると言われる．システムの同時 [逐次]診断可能次数は，システムが同時 [逐次]t-診断

可能であるような tの最大値である．同時 t-診断可能であるシステムの特徴づけが Hakimi

と Amin [3]によって与えられ，システムの同時診断可能次数を求める多項式時間アルゴリ

ズムが Sullivan [11]によって示されている．一方，逐次 t-診断可能であるシステムの特徴

づけは Xuと Huang [14]によって与えられたが，不幸なことに，システムの逐次診断可能

次数を求める問題は co-NP-困難であることが Raghavan と Tripathi [10] によって証明さ

れた．

これまでに様々なシステムに対する逐次診断可能次数の評価が行われている [4–7,15]．とり

わけ，N点から成る d次元平方トーラス [7,15]とCCC(cube-connected cycles) [15]の逐次診

断可能次数がそれぞれΘ(N (d−1)/d)とΘ(N/ log N)であることが知られている．また，N 点

から成るハイパーキューブの逐次診断可能次数がΩ(N/
√

log N)かつO(N log log N/
√

log N)

であること [15]，N 点から成るスターグラフの逐次診断可能次数がΩ(
√

N log N/ log log N)

であること [5]?1が示されている．

?1 文献 [5] において，N 点スターグラフの逐次診断可能次数が Ω(N log log N/ log N) であることを主張してい
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小文では，Cayley グラフに対する逐次診断可能次数について考える．Cayley グラフは

Akerと Krishnamurthy [1]によって提案され，ハイパーキューブ，トーラス，CCC(cube-

connected cycles), スターグラフなど，マルチプロセッサシステムの相互結合網として知ら

れている様々なグラフが Cayleyグラフであることが示されている．小文では，文献 [15]に

おける CCCの逐次診断可能次数の下界を求める手法を一般化して，直径が D であるよう

なN 点から成る Cayleyグラフに対して，逐次診断可能次数が Ω(N/D)であることを示す．

さらに，系として，N 点スターグラフとWrapped Butterflyの逐次診断可能次数がそれぞ

れ Ω(N log log N/ log N)と Ω(N/ log N)であることを示す．

2. マルチプロセッサシステムの逐次診断

マルチプロセッサシステムの相互結合網は，各プロセッサを頂点に，各通信リンクを辺に

置き換えることによって，グラフで表現することが出来る．このグラフを相互結合グラフと

呼ぶ．システムの検査割り当ては，各プロセッサを頂点に，各検査を有向辺に置き換えるこ

とによって，有向グラフで表現することが出来る．この有向グラフを検査割り当て有向グラ

フと呼ぶ．もし 〈x, y〉が検査割り当て有向グラフの有向辺であるならば，プロセッサ xは

プロセッサ y を検査する．検査は相互結合グラフの辺に沿って行われる．

グラフ Gの頂点集合と辺集合をそれぞれ V (G)と E(G)で表す．同様に，有向グラフD

の頂点集合と有向辺集合をそれぞれ V (G)と A(G)で表す．グラフ Gの全ての辺を同じ端

点を持つ双方向の有向辺に置き換えることによって得られる有向グラフを
−→
G で表す．

D をシステムの検査割り当て有向グラフとする．D に対するシンドロームは，以下のよ

うに定義される写像 σ : A(D) → {0, 1}である：

σ〈x, y〉 =

0 xが y を正常と診断したとき；

1 xが y を故障と診断したとき．

ここで，σ(〈x, y〉)は簡単のために σ〈x, y〉と表現する．検査結果は，xが正常であるときか

つそのときに限り信頼できるものとする．集合 F ⊆ V (G)は，以下の (1)と (2)のどちら

も成り立たないとき，シンドローム σ に矛盾しない故障集合と呼ぶ：

(1) x ∈ V (D) − F かつ y ∈ F に対して σ〈x, y〉 = 0；

(2) x, y ∈ V (D) − F に対して σ〈x, y〉 = 1．

るが，証明に明らかな誤りがあるために本文には記載しなかった．

D に対する任意のシンドローム σ と正の整数 tに対して，

F(σ, t) = {F : F ⊆ V (D)はσに矛盾しない故障集合, |F | ≤ t};
SD(t) = {σ : F(σ, t) 6= ∅}.

と定義する．任意の σ ∈ SD(t)に対して

|F(σ, t)| = 1 または
⋂

{F : F ∈ F(σ, t)} 6= ∅
であるならば，D は逐次 t-診断可能であるという．D が逐次 t-診断可能である最大の tを

Dに対する逐次診断可能次数と呼び，δ(D)で表す．Gが無向グラフであるとき，Gの逐次

診断可能次数を δ(G) = δ(
−→
G)と定義する．無向グラフの逐次診断可能次数について，以下

の定理が知られている [7]．

定理 I [7] tを非負整数とする．|F | = tを満たす任意の F ⊂ V (G)に対して G − F が

t + 1個以上の点から成る連結成分を含むならば，
−→
G は逐次 t-診断可能である．すなわち，

δ(G) ≥ tである．

3. Cayleyグラフ

U を (有限) 集合とし，◦ を U 上の 2 項演算とする．以下の 3 つの条件を満たすとき，

Γ = (U, ◦)は (有限)群と呼ばれる：

結合則: 任意の x, y, z ∈ U に対して (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z)である；

単位元の存在: 任意の x ∈ U に対して x ◦ 1 = 1 ◦ x = xであるような 1 ∈ U が存在する；

逆元の存在: 任意の x ∈ U に対して，x ◦ x−1 = x−1 ◦ x = 1であるような x−1 ∈ U が存

在する．

Γ = (U, ◦)を有限群とし，S ⊆ U を U の生成元集合とする．このとき，Cay-D(Γ, S)を

以下のように定義される有向グラフとし，Cayley有向グラフと呼ぶ：

V (Cay-D(Γ, S)) = U ; A(Cay-D(Γ, S)) = {〈u, v〉 : v = us for some s ∈ S}.
さらに，1 6∈ S かつ S−1 = S であるとき，Cay(Γ, S)を以下のように定義される (無向)グ

ラフとし，Cayleyグラフと呼ぶ：

V (Cay(Γ, S)) = U ; E(Cay(Γ, S)) = {(u, v) : v = us for some s ∈ S}.
このとき，

−−−−−−→
Cay(Γ, S) = Cay-D(Γ, S)である．

Γ = (U, ◦)を有限群とする．任意の a ∈ U に対して，fa を fa(x) = a ◦ x (x ∈ U)とし
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て定義される U 上の写像とする．このとき，fa は明らかに全単射であり，

〈u, v〉 ∈ A(Cay-D(Γ, S)) ⇔ v = u ◦ s (s ∈ S)

⇔ fa(v) = a ◦ v = a ◦ (u ◦ s) = (a ◦ u) ◦ s = fa(u) ◦ s (s ∈ S)

⇔ 〈fa(u), fa(v)〉 ∈ A(Cay-D(Γ, S))

が成立するので，fa は任意の Cayley有向グラフ Cay-D(Γ, S)の自己同型写像であり，し

たがって，Cayleyグラフ Cay(Γ, S)の自己同型写像である．

4. Cayleyグラフの逐次診断可能次数の下界

Gをグラフとする．任意の 2点 x, y ∈ V (G)に対して，distG(x, y)を xと yを結ぶG上

の最短パスの長さとする．このとき，

l(G) =
1

N2

∑
x∈V (G)

∑
y∈V (G)

distG(x, y)

を Gの平均距離と呼ぶ．ここで，N = |V (G)|である．
定理 1 任意の有限群 Γ = (U, ◦) と，1 6∈ S かつ S−1 = S である任意の生成元集合

S ⊂ U に対して，

δ(Cay(Γ, S)) ≥
⌊

N

l(Cay(Γ, S)) + 2

⌋
である．

Gを無向グラフとすると，Gの直径は

diam(G) = max
x,y∈V (G)

distG(x, y)

である．l(G) ≤ diam(G)であるので，定理 1から以下の系が成り立つ．

系 1 任意の有限群 Γ = (U, ◦)と，1 6∈ S かつ S−1 = S である任意の生成元集合 S ⊂ U

に対して，

δ(Cay(Γ, S)) ≥
⌊

N

diam(Cay(Γ, S)) + 2

⌋
である．

4.1 定理 1の証明

表記の簡単のため，G = Cay(Γ, S), t = bN/(l(G) + 2)cとする．まず，|F | = tを満た

す任意の F ⊂ V (G)に対して，G − F は t + 1個以上の点から成る連結成分を含むことを

示す．背理法のため，|F | = tを満たすある F ⊂ V (G)に対して，G − F のどの連結成分

も t個以下の点しか含まないと仮定する．

任意の x, y ∈ V (G)に対して，P 〈x, y〉を以下のように定義する：

(i) x = 1であるとき，P 〈1, y〉を 1と y を結ぶ (任意の)最短パスとする；

(ii) x 6= 1であるとき，P 〈x, y〉を P 〈1, x−1 ◦ y〉上の各点 z を fx(z)へ移すことによって

得られるパスとする．fx が自己同型写像であることから，P 〈x, y〉は xと y を結ぶ最短パ

スである．

P = {P 〈x, y〉 : x, y ∈ V (G)}とし，任意の z ∈ V (G)に対して P(z)を P に含まれる z

を通るパスの集合とする．

補題 1 任意の z ∈ V (G)に対して |P(z)| = (l(G) + 1) · N である．
証明： 簡単な事実から∑

z∈V (G)

|P(z)| =
∑

x∈V (G)

∑
y∈V (G)

(distG(x, y) + 1) = (l(G) + 1) · N2

である．また，任意の z, z′ ∈ V (G) に対して，P(z) に含まれるパスと P(z′) に含まれる

パスの間には写像 fz′◦z−1 によって一対一に対応するので，|P(z)| = |P(z′)|である．した
がって，任意の z ∈ V (G)に対して

|P(z)| =
1

N

∑
z′∈V (G)

|P(z′)| = (l(G) + 1) · N

である． 2

補題 2 F の点を通らない P のパスの数は高々t(N − t)である．

証明： P 〈x, y〉が F の点を通らないならば，xと y は G − F の同じ連結成分の点でなけ

ればならない．したがって，各 x ∈ V (G) − F に対して，F を通らないのパス P 〈x, y〉の
数は高々tであり，ゆえに，F の点を通らない P のパスの数は高々t(N − t)である． 2

補題 1と 2から，

N2 = |P|
= (F を通る P のパスの数) + (F を通らない P のパスの数)

≤ t · (l(G) + 1) · N + t(N − t)

< t · (l(G) + 2) · N
ゆえに

t =

⌊
N

l(G) + 2

⌋
>

N

l(G) + 2
であり，これは矛盾である．したがって，|F | = t を満たす任意の F ⊂ V (G) に対して，

G − F は t + 1個以上の点から成る連結成分を含む．ゆえに，定理 Iから

δ(G) ≥ t =

⌊
N

l(G) + 2

⌋
が得られる．
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4.2 定理 1の適用

4.2.1 スターグラフの逐次診断可能次数

n-スターグラフ Sn は以下のように定義されるグラフである：

V (Sn) = {x : xは {1, 2, . . . , n}上の順列 }
E(Sn) = {(x, y) : y = swapj(x) for some j 6= 1}.

ここで，x = [x1, x2, . . . , xn], y = [y1, y2, . . . , yn] であり，swapj(x)は xの x1 と xj を入

れ替えることによって得られる順列である．任意の正の整数 nに対して，Sn が Cayleyグ

ラフであること，diam(Sn) = b3(n − 1)/2c であることが知られている [1]．したがって，

系 1より以下の系が得られる．

系 2 任意の正の整数 nに対して δ(Sn) = Ω((n − 1)!)である．

4.2.2 Wrapped Butterflyの逐次診断可能次数

n次元Wrapped Butterfly Bn は以下のように定義されるグラフである [8]：

V (Bn) = {[x, i] : x ∈ {0, 1}n, i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}};
E(Bn) = {([x, i], [y, j]) : x = y, j = (i ± 1) mod n}

∪ {([x, i], [y, j]) : x = exi(y), j = (i + 1) mod n}
∪ {([x, i], [y, j]) : y = exi(x), i = (j + 1) mod n}.

ここで，x = [x0, x1, . . . , xn−1], y = [y0, y1, . . . , yn−1] であり，exi(x) は x の xi の値を

1 − xi に変えることによって得られる {0, 1}n の要素である．任意の正の整数 nに対して，

Sn が Cayleyグラフであること，diam(Bn) = b3n/2cであることが知られている [12,13]．

したがって，系 1より以下の系が得られる．

系 3 任意の正の整数 nに対して δ(Bn) = Ω(2n)である．

5. 擬Cayleyグラフへの拡張のための課題

U を (有限)集合とし，◦を U 上の 2項演算とする．任意の 2つの要素 a, b ∈ U に対し

て，等式 a ◦ x = b と y ◦ a = b がともに一意解を持つとき，Γ = (U, ◦) は (有限) 擬群と

呼ばれる．全ての x ∈ U に対して x ◦ 1 = xであるような 1 ∈ U を Γの右単位元と呼ぶ．

S ⊂ U とする．全ての a, b ∈ U に対して (a ◦ b) ◦ S = a ◦ (b ◦ S) であるならば，S は右結

合的であると言われる．

Γ = (U, ◦)を右単位元 1を持つ有限擬群とし，S を以下の 2つの条件を満たす右結合的

な Qの生成元集合とする：

• 1 6∈ S;

• 任意の s ∈ S に対して s ◦ x = 1である xも S に含まれる．

このとき，以下のように定義されるグラフ QC(Γ, S) を擬 Cayley グラフ (quasi-Cayley

graph)と呼ぶ [2]：

V (QC(Γ, S)) = U ; E(QC(Γ, S)) = {(x, x ◦ s) : x ∈ U, s ∈ S}.
Cayleyグラフは擬 Cayleyグラフでもあることに注意されたい．

擬 Cayleyグラフに対して，第 4節の手法を直接用いることを考える．このとき，補題 2

は成立するが，補題 1が成立するか否かは未解決である．補題 1の証明の中では fz′◦z−1 と

いう写像を用いているが，有限擬群は必ずしも逆元が存在しないため，擬 Cayleyグラフの

場合には写像 fz′◦z−1 を定義できず，|P(z)| = |P(z′)|が成立するか否かの判断がつかないた
めである．もし |P(z)| = |P(z′)|が成立するような全点間の最短パスの集合 P を擬 Cayley

グラフ上でも定義できるならば，擬 Cayleyグラフに対しても定理 1と同じ結果を得る．

6. ま と め

小文では，文献 [15]で提案されたCCCの逐次診断可能次数の下界を求める手法を一般化し

て，GがN 点Cayleyグラフであるとき，Gの逐次診断可能次数が δ(G) = Ω(N/(l(G)+2))

であること，その系として δ(G) = Ω(N/(diam(G)+2))であることを示した．ここで，l(G)

は Gの平均距離，diam(G)は Gの直径である．また，この結果を用いて，n-スターグラフ

Sn と n次元Wrapped Butterfly Bn の逐次診断可能次数がそれぞれ δ(Sn) = Ω((n − 1)!)

と δ(Bn) = Ω(2n)であることを示した．

一方，本結果をN点から成るハイパーキューブQNに適応した場合，δ(QN ) = Ω(N/ log N)

となり，文献 [15]に劣る結果しか得られない．したがって，Cayleyグラフに対する逐次診

断可能次数のより良い下界を見つけることは今後の課題である．また，擬 Cayleyグラフの

逐次診断可能次数を求める手法の開発も重要な課題である．

任意の有向グラフDに対して δ(D)を計算することが co-NP-困難であることはすでに示

されている [10]が，任意の無向グラフGに対して δ(G)を計算することが co-NP-困難であ

るかは未解決であり，今後の課題である．
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