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ビデオ画像上で特徴点を追跡すれば因子分解法によってシーンの３次元復元ができる．しかし，追跡点がフレーム外に
出たり他の物体に隠れて追跡が途絶えることが多い．本論文では，アフィンカメラのもとでは特徴点の軌跡を表すベク
トルがあるアフィン空間に含まれるという拘束条件を用いて途切れた追跡を延長する．また，誤差の統計モデルに基づ
いて延長した軌跡の信頼性を検定して誤追跡を除去しながら，全軌跡に対して反復による最適化を行なう．そして実画
像実験により，提案手法によって多数の軌跡が得られ，詳細な形状復元ができるとともに，最適化によって復元精度が
向上することを示す．
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By tracking feature points through a video sequence, we can reconstruct the 3-D shape of the scene by the
factorization method. However, the tracking fails when the points go out of the field of view or behind other
objects. In this paper, we extend such interrupted tracking by imposing the constraint that under the affine
camera model feature trajectories should be in an affine space in the parameter space. Introducing a statistical
model of image noise, we test if the resulting trajectories are sufficiently reliable. Then, we optimize all the
trajectories including the partial ones by iterations. Using real video images, we demonstrate that sufficiently
many trajectories can be restored, enabling us to reconstruct a detailed 3-D shape and at the same time increasing
the accuracy of reconstruction.

1. まえがき

ビデオ画像上で追跡した特徴点から物体の 3次元
形状を復元する手法として Tomasi・Kanade [16]の
「因子分解法」がよく知られている．これはカメラの

撮像をアフィン変換（平行投影，弱透視投影，疑似透

視投影など [12]）と仮定してカメラ運動とシーンの３
次元形状を計算するものであり，特徴点の軌跡デー

タから線形計算のみで容易に実行できる．復元結果

に高精度を要求しなければ十分実用的であり，また

透視変換に基づく厳密な復元の反復計算 [3]の初期値
としても用いられる．

このためにはまずビデオ画像上で特徴点を追跡す

る必要がある．Tomasi・Kanade[17]は特徴点の検出
とその追跡のアルゴリズム (以下「KLT 法」と呼ぶ)
を提供しているが，カメラの移動とともに追跡点が

他の物体に隠れたりフレーム外に出たりして，同一

点を最終フレームまで追跡できないことが多い．こ

れを防ぐにはフレーム数を減らせばよいが，3次元
復元復元にはシーンや物体を多方向から見た画像が

必要となるので，少数の画像からは復元に必要な情

報が十分に得られない．一方，長い画像列では最後
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まで追跡できる特徴点の数が著しく減少し，これま

た復元に必要な情報が十分に得られない．

これを解決するには，長い画像列の途中で途切れ

た特徴点の軌跡を最後まで延長する必要がある．本

論文では，「特徴点軌跡がある３次元アフィン空間に

含まれる」という「アフィン空間拘束条件」[11]に
基づいて途切れた部分軌跡を最終フレームまで延長

する．

この問題に対して，Tomasi・Kanade [16]は消失し
た特徴点をそれが見える部分のみから，あるいは最

後まで見える特徴点から仮の 3次元復元を行い，そ
れをその点が見えないフレームに投影する方法を提

案している．上島・斎藤 [7]は消失した特徴点が見え
る 2枚の画像から射影復元によってその 3次元位置
を仮に復元し，それをその点が見えないフレームへ

投影することを提案している．

Jacobs [5]は「特徴点軌跡がある４次元部分空間
に含まれる」という「部分空間拘束条件」[10]に基
いて，2フレームをランダムに選んで欠けた特徴点
の座標が任意の値をとってできる部分空間の直交補

空間を計算している．そして，そのようにして得ら

れる多数の直交補空間に共通に直交する４次元部分

空間を最小二乗法で推定し，本論文と同様な方法で

軌跡を延長している．Brandt [1]は Jacobsの方法で

1

研究会Temp
コンピュータビジョンとイ メ ー ジ メ デ ィ ア

研究会Temp 
（２００３． ３． ２８）

研究会Temp 
137－17

研究会Temp 
－133－



延長した軌跡からカメラ運動を計算して仮の 3次元
復元を行ない，各点をそれが見えないフレーム上に

投影している．そして，改めてカメラ運動を計算し，

それを反復している．Kahl・Heyden [6]も同様な手
法を用いている．

このように多くの方法が提案されているが，次の

ことに注意する必要がある．

• 仮の 3次元復元は不要である．なぜなら，画像
間に拘束条件があるから 3次元復元できるので
あり，その拘束条件1を用いれば仮の 3次元復元
を経由せずに，見えるフレームから見えないフ

レームへ直接に写像できる．

• 幾何学的関係のみを用いると，精度はその特徴
点が見える画像の選び方に依存する．また残り

の画像のもつ情報を無視している．

• 従来の方法は得られた追跡が正しいと仮定して
いるが，最後まで追跡した軌跡が誤っていれば，

それを用いても無駄であり，また部分軌跡が誤っ

ていれば，それを延長しても意味がない．

本論文では誤差の統計モデルに基づいて完全な軌

跡と部分軌跡の信頼性を統計的に検定し，誤追跡を

除去するとともに，完全な軌跡と部分軌跡の全部の

情報を利用して軌跡の延長の最適化を行なう．全観測

データに関する厳密な最尤推定は Shumら [14]の方
法で可能ではあるが，非常に複雑な反復計算が必要

である．そこで本論文は部分軌跡はその長さに比例

する重みをつけるという簡略化した最適化を用いる．

以下，2節でアフィン空間拘束条件を説明し，3節
でアウトライア軌跡の除去の統計的検定法を述べる．

4節では部分軌跡の信頼性の判定とその延長の方法
を述べる．そして 5節で実ビデオ画像による実験例
を示し，6節に結論をまとめる．

2. 軌跡の空間

2.1 軌跡ベクトル

N 個の特徴点 {pα}をM 枚の画像に渡って追跡し，

第 κ画像における α番目の特徴点 pα の画像座標を

(xκα, yκα), κ = 1, ..., M , α = 1, ..., N とする．そし

てその運動履歴を次の 2M 次元ベクトルで表し，軌

跡ベクトルと呼ぶ．

pα = (x1α y1α x2α y2α · · · xMα yMα)> (1)

1射影復元の場合はその拘束条件は「３重焦点拘束条件」と呼
ばれる．

これによって各特徴点の軌跡を 2M 次元空間の１点

と同一視できる．便宜上，画像番号 κを「時刻 κ」と

呼ぶ．

本論文ではカメラの光軸をZ軸とするカメラXY Z

座標系をとり，これを世界座標系とする．そして静

止したカメラに相対的にシーンが運動すると解釈す

る．シーン中に３次元物体座標系を任意に固定し，

特徴点 pαのそのシーン座標系に関する３次元座標を

(aα, bα, cα)とする．時刻 κでのシーン座標系の原点

と各座標軸の基底ベクトルを世界座標系 (=カメラ座
標系)で表したものをそれぞれ tκ, {iκ, jκ, kκ}とす
ると，特徴点 pα の時刻 κにおける３次元位置 rκα

は世界座標系では次式となる．

rκα = tκ + aαiκ + bαjκ + cαkκ (2)

2.2 アフィンカメラモデル

平行投影や弱透視投影や疑似透視投影を抽象化し

たアフィンカメラ [8]は，３次元点 rκαが次のように

画像上に投影されると仮定するものである．
(

xκα

yκα

)
= Aκrκα + bκ (3)

ここにAκ, bκはそれぞれ時刻 κでのカメラの位置や

内部パラメータによって定まる 2×3行列および 2次
元ベクトルである [11]．式 (2)を代入すると，式 (3)
は次のように書ける．
(

xκα

yκα

)
= m̃0κ + aαm̃1κ + bαm̃2κ + cαm̃3κ (4)

m̃0κ, m̃1κ, m̃2κ, m̃3κ は時刻 κでのカメラの位置や

内部パラメータで決まる 2次元ベクトルである．こ
れを時刻 κ = 1, ..., M に渡って式 (1)のように縦に
並べると，式 (1)の軌跡ベクトル pαは次のように書

ける．

pα = m0 + aαm1 + bαm2 + cαm3 (5)

mi, i = 0, 1, 2, 3は m̃iκを時刻 κ = 1, ..., M に渡っ

て縦に並べた 2M 次元ベクトルである．

2.3 アフィン空間拘束条件

式 (5) はすべての軌跡ベクトル pα が {m0, m1,
m2, m3}の張る「４次元部分空間」に含まれること
を表している．これを部分空間拘束条件と呼ぶ [10]．
しかしm0の係数はすべての αに共通に 1 であるか
ら，軌跡ベクトル pαはその 4次元部分空間内のある
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「3次元アフィン空間」に含まれる．これがアフィン
空間拘束条件である [11]．
すべての特徴点が完全に追跡できれば，全軌跡ベ

クトル pα の重心に座標原点を選び直すことにより，

全軌跡ベクトル pαが「３次元部分空間」に含まれる．

Tomasi・Kanade [16]の「因子分解法」はこれを利
用するものであるが，本論文では途切れた部分軌跡

の存在を仮定するため，式 (5)のままのアフィン空
間拘束条件を用いる．

3. アウトライア軌跡の除去

3.1 原理と方法

KLT法で追跡した特徴点の軌跡には途中から別の
点にジャンプするような誤ったものが含まれること

がある．まずそのような誤った軌跡を除去する必要

がある．

Huynhら [4]は (5) 部分空間拘束条件に基づいて
軌跡に最小メジアン法 [13] で 4次元部分空間を当て
はめ，誤った軌跡を除去している．しかし残差の規準

や判定のしきい値を形式的なものであった．これに

対して菅谷・金谷 [15]はRANSAC [2, 3]を用い，実
画像上の特徴点の誤差の挙動を考え，統計的な解析

によって残差の規準や判定のしきい値を定めて，よ

り性能を向上させている．

本論文では菅谷・金谷 [15]の方法をアフィン空間
拘束条件に適用する．すなわち，誤った少数の軌跡

ベクトルは正しい軌跡ベクトルを含むアフィン空間

から大きくずれていると考えられるので，RANSAC
の投票による多数決によって軌跡ベクトルに３次元

アフィン空間を当てはめて，それからの 2乗距離（残
差）が大きいものをアウトライアとして除去する．そ

の手順は次のようになる．以下，n = 2M と置く（M

はフレーム数）．

3.2 計算手順

1. 軌跡ベクトル {pα}, α = 1, ..., N からランダム

に 3 個を取り出し，q1, q2, q3 とする．

2. 取り出したベクトルの重心を qC とし，その周

りの n× nモーメント行列M3 を次のように計

算する．

M3 =
3∑

i=1

(qi − qC)(qi − qC)> (6)

3. M3の大きい 3個の固有値 λ1 ≥ λ2 ≥ λ3と対応

する単位固有ベクトルの正規直交系 {u1, u2, u3}
を計算する．

O

図 1: アフィン空間の当てはめによるアウトライア除去．

4. n× n射影行列 P n−3 を次のように計算する．

P n−3 = I −
3∑

i=1

uiu
>
i (7)

5. 全軌跡ベクトル {pα}のうち

||P n−3(pα − qC)||2 < (n− 3)σ2 (8)

となるものの個数を S とする．

6. 以上の処理を反復し，S を最大とする射影行列

P n−3 を求める2．

7. 次式を満たすベクトル pα をアウトライアとし

て除去する．

||P n−3(pα − qC)||2 ≥ σ2χ2
n−3;99 (9)

ただしχ2
r;aは自由度 rのχ2分布の a%点である．

3.3 幾何学的・統計的解釈

式 (8)中の ||P n−3(pα − qC)||2 は点 pα から当て

はめた 3 次元アフィン空間までの距離の２乗である．
特徴点の各座標に独立に期待値 0，標準偏差 σ の正

規分布に従う誤差が入るとすれば，これは 3次元ア
フィン空間に直交する n − 3個の誤差成分の２乗和
であり，これを σ2で割ったものは自由度 n−3の χ2

分布に従う．したがって残差の期待値は (n−3)σ2で

ある．上の手順ではそれ以下の軌跡ベクトルの個数

が最大になるように 3次元アフィン空間を当てはめ，
有意水準 1% でインライアと見なされないものを除
去している (図 1)．実験によれば，通常の動画像で
は σ = 0.5程度が適当であることが確認されている
[15]．

3.4 アフィン空間の当てはめ

アウトライアを除去した軌跡ベクトル {pα} が N

個あるとし，それに３次元アフィン空間を当てはめ
2実験では 200 回連続して更新がないことを収束条件とした．
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る．まず重心

pC =
1
N

N∑
α=1

pα (10)

を計算し，n× nモーメント行列

M =
N∑

α=1

(pα − pC)(pα − pC)> (11)

の大きい３個の固有値に対応する単位固有ベクトル

u1, u2, u3 とする．当てはめたアフィン空間は pC

を始点とする方向ベクトル u1, u2, u3の張る空間で

ある [11]．
このアフィン空間の当てはめが Tomasi・Kanade

[16]の「因子分解法」の「因子分解」に相当してい
るので，３次元復元の計算では特異値分解による行

列の行列の因子分解が現れない3(付録参照)．

4. 部分軌跡の延長

4.1 途切れた部分軌跡

軌跡が完全に求まらない主な原因は追跡した点が

途中で途切れることである．その時点で別の特徴点

を取り直して追跡を開始するとその前の部分が未知

である．またその追跡も途切れることがある．特徴

点が全フレーム中の κ フレームのみで追跡されたと

すると，式 (1)の軌跡ベクトル pαは k = 2κ個の成

分が既知であり，残りの n − k 個の成分は未知であ

る．そこでその k個の既知の成分を取り出し，順に

並べた k 次元ベクトルを p
(0)
α とし，残りの未知の成

分から成る n− k 次元ベクトルを p
(1)
α と置く．

これに対応して完全な軌跡ベクトルに当てはめた

３次元アフィン空間を定義する重心 pC と方向ベク

トル u1, u2, u3を同様に k個の成分 p
(0)
C ,u(0)

1 , u
(0)
2 ,

u
(0)
3 と残りの n−k個の成分 p

(1)
C , u

(1)
1 , u

(1)
2 , u

(1)
3 に

分ける4．

4.2 部分軌跡の信頼性評価

まず部分軌跡 pαが正しいかどうかを判定する．pα

の重心 pC からの差は，誤差がなければ方向ベクト

ル u1, u2, u3の線形結合で表せるので，観測される

k個の成分もある係数 c1, c2, c3 によって

p(0)
α − p

(0)
C = c1u

(0)
1 + c2u

(0)
2 + c3u

(0) (12)
3「因子分解法は特異値分解によって行列の因子分解を行なう

方法である」という説明は正しくない [9]．本質はアフィンカメラ
モデルによるアフィン復元である．

4これらは説明上の便宜であり，実際の計算では値が観測され
る成分に対する対角要素が 1，それ以外が 0 の対角行列を掛けて，
n 次元ベクトルのままで計算している．

と表せる．しかし誤差があれば等号は成立しない．

u
(0)
1 , u

(0)
2 ,u

(0)
3 を列とする k × 3行列をU (0)とする

と，上式より次のように書ける．

p(0)
α − p

(0)
C ≈ U (0)c (13)

ただし cは c1, c2, c3を成分とする 3次元ベクトルで
ある．k ≥ 3 として最小二乗法で cを定めると，解

は次のようになる．

ĉ = U (0)−(p(0)
α − p

(0)
C ) (14)

ただしU (0)−はU (0)の一般逆行列であり，次のよう

に計算できる．

U (0)− = (U (0)>U (0))−1U (0)> (15)

式 (14)を代入した ||p(0)
α − p

(0)
C −U (0)ĉ||2 は k次元

空間の点 p
(0)
α から p

(0)
C を始点とする方向ベクトル

u
(0)
1 , u

(0)
2 , u

(0)
3 の張る３次元空間までの距離の２乗

である．特徴点の各座標に独立に期待値 0，標準偏差
σの正規分布に従う誤差が入るとすれば，これを σ2

で割ったものはこの 3 次元空間に直交する k − 3個
の誤差成分の２乗和であるから自由度 k− 3の χ2分

布に従う，そこで排除の判定は次の有意水準 1%の
χ2 検定によって行なう．

||p(0)
α − p

(0)
C −U (0)ĉ||2 ≥ σ2χ2

k−3;99 (16)

4.3 軌跡の延長

信頼性があると判定された部分軌跡 pα の未知の

部分 p
(1)
α は式 (12)に相当して，誤差がなければ

p(1)
α −p

(1)
C = c1u

(1)
1 +c2u

(1)
2 +c3u

(1) = U (1)c (17)

が成り立つ．ただしU (1)は u
(1)
1 , u

(1)
2 , u

(1)
3 を列とす

る (n− k)× 3行列である．係数 cに既知の部分 p
(0)
α

から推定した式 (14)の最小二乗推定値 ĉを用いると，

未知の部分 p
(1)
α が次のように推定できる．

p̂(1)
α = p

(1)
C + U (1)U (0)−(p(0)

α − p
(0)
C ) (18)

4.4 延長の最適化

式 (18)は与えられたアフィン空間に最もよく適合
する未知部分の推定である．しかし，そのアフィン

空間は完全な軌跡のみに当てはめたものであり，途

中まで追跡された軌跡のもつ情報を利用していない．

完全な軌跡が少なく部分軌跡が多いときは，観測さ

れた部分軌跡にもよく適合するようにアフィン空間

4

研究会Temp 
－136－



の当てはめ直すほうがより精度の高い推定ができる

と考えられる．

ただし部分軌跡に含まれる情報は不完全である．特

に pα の 3個の成分を任意に与えても残りの成分を
調節すれば pαを任意の３次元アフィン空間に含ませ

ることができるので何の情報も得られない．そこで

特徴点 pαがM フレーム中の κフレームだけ観測さ

れたとき，その重みを

Wα =
k − 3
n− 3

(19)

とする (k = 2κ, n = 2M). そして一度排除された軌
跡も含めて次のようにアフィン空間の最適化を行な

う (軌跡の総数を N とする) ．

1. アウトライアと判定された（完全または部分）軌
跡ベクトル pα の重みを仮にWα = 0とし，そ
れ以外は式 (19)とする．

2. 全部の（完全および部分）軌跡ベクトルに 3次
元アフィン空間を当てはめる．これは 3.4節と
同じ計算であるが，式 (10), (11)の代わりに次
式の重みつき重心と重みつきモーメント行列を

用いる．

pC =
∑N

α=1 Wαpα∑N
α=1 Wα

(20)

M =
N∑

α=1

Wα(pα − pC)(pα − pC)> (21)

3. 当てはめたアフィン空間を用いて式 (9), (16)で
アウトライアの再判定を行なう．

4. アウトライアでないと判定された部分軌跡の未
知部分を式 (18)で再計算する．

5. ステップ 1に戻り，アフィン空間が変化しなく
なるまでこれを判定する．

これにより一度アウトライアと判定された軌跡が後

にインライアと再判定されることも，その逆もあり

得る．そして最終的に部分軌跡は最適に当てはめた

アフィン空間に適合するように最適に延長され，そ

のアフィン空間はそのように最適に延長した軌跡を

含めた全軌跡に最適に当てはまることになる．

本論文では完全な軌跡が少なくとも 3本は存在す
ると仮定して，それに当てはめたアフィン空間を初

期値としているが，完全な軌跡が存在しなくてもア

フィン空間を何らかの方法（例えば Jacobs [5]の方
法）で推定してそれを初期値とすれば本論文の方法

がそのまま適用できる．

5. 実ビデオ画像実験

実ビデオ画像を用いて特徴点軌跡の復元を行った

例を示す．

図 2(a) はカメラを移動しながら静止シーンを 50
フレームに渡って撮影したビデオ画像 (320× 240画
素)から 5フレームを抜き出したものである．初期フ
レームに 200個の特徴点を抽出し，KLT法で追跡し
た．そして特徴点を見失うごとに新たな特徴点を追

加し，図 2(b)のような合計 871個の軌跡が得られた．

この 871個のうち最終フレームまで追跡に成功し
た特徴点は 29個あり，そのうちの 11個がインライ
アと判定された．それらを図 2(a)の画像中に 2 印

で示す．その軌跡は図 2(c)のようになる．明らかに，
このような少数の点だけからは十分な 3次元復元は
できない．

そこで 3次元アフィン空間に当てはめ，それに基
づいて図 2(b)の 871個の軌跡を本論文の方法で延長
し，信頼性を判定しながら最適化を行なうと，反復

は 11回で収束し，最終的に図 2(d)のような 560個の
軌跡が得られた．途中で画像フレームからはみ出し

て実際には観測できない軌跡も予測されている．こ

の延長と最適化の実行時間は 134秒であった．ただ
し CPUには Pentium 4 2.4B GHz，主メモリ 1Gb，
OSには Linuxを用いた．

図 2(e)は最終的に得られた 560個の軌跡の番号を
横軸に，それが画像中に観測されているフレーム番

号を縦軸に図示したものである．軌跡の番号は消失す

る時刻および再検出されたフレーム番号の順にソー

トしてある．

図 2(f)は第 33フレーム上に得られたすべての特徴
点から三角形パッチを構成し第 1フレームの画像を
テクスチャマッピングして原画像上に重ねたもので

あり，フレーム外にはみ出た部分が予測されている．

図 2(g)は弱透視投影に基づく因子分解法により 3
次元復元を行い（手順は付録に示す），これを上方か

ら見たものである．ただし，物体の多面体表現には

初期フレームに抽出された 180個の特徴点のみを用
いている．図 2(h)はそのワイヤフレーム表示である．

比較のために同じ位置から見た初期の軌跡のみか

ら復元した結果を図 2(i)に，軌跡を延長して最適化
を行なわなかった場合を図 2(j)に，追跡の途中で新
たな特徴点を追加しない場合の結果を図 2(k)に示す．

このように，軌跡の延長によって多くの特徴点軌

跡が得られ，物体形状がより精密にまたより広範囲
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図 2: (a) 入力ビデオ画像 (1, 13, 25, 37, 50フレーム)と追跡した特徴点 (11個)．(b) KLT法で追跡した全軌跡 (871
個)．(c) インライアと判定された完全な軌跡 (11個)．(d) 図 (b)の軌跡を信頼性を判定して最適に延長したもの (560
個)．(e) 延長に用いられた各軌跡 (560個)とそれが観測されるフレーム．(f) 第 33フレームをテクスチャマッピング
によってフレーム外に拡大したもの．(g) 3次元復元した形状を別の視点から見たもの．(h) そのワイヤフレーム表示
(頂点は 180個)．(i) 初期の完全な軌跡のみを用いた復元 (頂点は 11個)．(j) 軌跡を延長して最適化を行なわなかった
場合 (頂点は 514個)．(k) 特徴点を追加しないで延長と最適化を行なった場合 (頂点は 184個)．
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に復元される．そして最適化によって精度が向上す

る．また，特徴点を追加すると運動パラメータの精

度が向上し，追加した特徴点を３次元復元に用いな

くても復元した形状の精度が向上している．

6. まとめ

本論文では，因子分解法による 3次元形状の復元
を目的とし，ビデオ画像上で追跡が途切れた特徴点

の軌跡を延長する手法を提案した．これは軌跡が含

まれるアフィン空間を最適化によって推定し，部分軌

跡をこの空間に当てはめるものである．そして，そ

の過程で誤差の統計モデルに基づいて軌跡の信頼性

を検定し，誤追跡を除去する．実ビデオ画像を用い

て，この手法によって多数の軌跡が得られ，詳細な 3
次元形状が復元できるとともに，最適化によって精

度が向上することを確認した．
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付録：因子分解法の計算手順

以下，弱透視投影による因子分解法の計算手順を

具体的に示す．注意すべきことは，特異値分解によ

る「因子分解」はどこにも現れない ことである．そ

れは本文中の３次元アフィン空間を当てはめる計算

が既にそれに相当しているからである．

入力:

• 2M 次元軌跡ベクトル pα, α = 1, ..., N .
• 第 κ画像の焦点距離 fκ, κ = 1, ..., M (未知な
ら任意に設定)．

• 第 1画像のシーンの平均奥行 Zc (未知なら任意
に設定)．

出力:

• 第 1画像の点の３次元位置 {r̂α}, {r̂′α} (互いに
鏡像)．

手順:

1. 軌跡ベクトル {pα}の重心を pC とし，{pα} に
当てはめた３次元アフィン空間の単位方向ベク

トルu1, u2, u3を列とする 2M ×3行列をU と

する

2. U> の第 (2(κ− 1) + a)列を u†κ(a) とする (κ =
1, ..., M , a = 1, 2)．

3. 次の関数を最小にする 3× 3対称行列 T を計算

する (計量条件)．→後述．

K =
M∑

κ=1

[(
(u†κ(1), Tu†κ(1))− (u†κ(2),Tu†κ(2))

)2

+(u†κ(1), Tu†κ(2))
2
]

(22)
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4. 並進 tκ の Z 成分 tzκ を次のように計算する．

tzκ = fκ

√
2

(u†κ(1), Tu†κ(1)) + (u†κ(2),Tu†κ(2))
(23)

5. 重心 pC の第 (2(κ − 1) + 1), 第 (2(κ − 1) + 2)
要素をそれぞれ t̃xκ, t̃yκ とする．

6. 並進 tκのX, Y 成分 txκ, tyκを次のように計算

する．

txκ =
tzκ

fκ
t̃xκ, tyκ =

tzκ

fκ
t̃yκ (24)

7. T の固有値 λ1, λ2, λ3 と対応する 3 次元単位
固有ベクトルの正規直交系 {v1, v2, v3}を計算
する．

8. 次の 2M 次元ベクトルを計算する．

mi =
√

λi




(u†1(1), vi)

(u†1(2), vi)

(u†2(1), vi)
...

(u†M(2),vi)




, i = 1, 2, 3

(25)
9. m1, m2, m3 を列とする 2M × 3行列をM と

する．

10. M>の第 (2(κ−1)+a)列をm†
κ(a)とする (κ =

1, ..., M , a = 1, 2)．
11. 次の特異値分解を計算する．

tzκ

fκ

(
m†

κ(1) m†
κ(2) 0

)
= V ΛU> (26)

12. 回転行列 {Rκ}を次のように計算する．

Rκ = V diag(1, 1, det(V U>))U> (27)

13. 行列M を次のように再計算する．

M =
M∑

κ=1

Π>κ Rκ (28)

ここに Πκ = (Πκ(ij)) は (i, j) = (1, 2κ − 1),
(2, 2κ)のときΠκ(ij) = fκ/tzκ，その他はΠκ(ij)

= 0の 3× 2M 行列である．

14. 3次元形状ベクトル {sα}を次のように計算する．

sα = (M>M)−1M>(pα − pC) (29)

15. {s′α}とR′
1 を次のように計算する．

s′α = −sα, R′
1 = diag(−1,−1, 1)R1 (30)

16. 2組の解 {r̂α}, {r̂′α}を次のように計算する．

r̂α =
Zc

tz1
(R1sα + t1), r̂′α =

Zc

tz1
(R′

1s
′
α + t1)

(31)

計量条件の計算 （式 (22)の最小化）：

1. 次の 3× 3× 3× 3テンソルA = (Aijkl)を定義
する．

Aijkl =
M∑

κ=1

[
(u†κ(1))i(u

†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

−(u†κ(1))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

−(u†κ(2))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(1))k(u†κ(1))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(2))l

+
1
4

(
(u†κ(1))i(u

†
κ(2))j(u

†
κ(1))k(u†κ(2))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(1))k(u†κ(2))l

+(u†κ(1))i(u
†
κ(2))j(u

†
κ(2))k(u†κ(1))l

+(u†κ(2))i(u
†
κ(1))j(u

†
κ(2))k(u†κ(1))l

)]

(32)

ただし (u†κ(a))i はベクトル u†κ(a) の第 i成分．

2. 次の 6× 6対称行列を定義する．

A =




A1111 A1122 A1133

A2211 A2222 A2233

A3311 A3322 A3333√
2A2311

√
2A2322

√
2A2333√

2A3111

√
2A3122

√
2A3133√

2A1211

√
2A1222

√
2A1233

2A1223 2A1231 2A1212

√
2A1123

√
2A1131

√
2A1112√

2A2223

√
2A2231

√
2A2212√

2A3323

√
2A3331

√
2A3312

2A2323 2A2331 2A2312

2A3123 2A3131 2A3112

2A1223 2A1231 2A1212




(33)

3. Aの最小固有値に対する６次元単位固有ベクト

ル τ = (τi)を計算する．
4. 3× 3対称行列 T を次のように計算する．

T =




τ1 τ6/
√

2 τ5/
√

2
τ6/
√

2 τ2 τ4/
√

2
τ5/
√

2 τ4/
√

2 τ3


 (34)

5. det T < 0であれば T ← −T と符号を換える．
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