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筆者の提起したくりこみ法の解釈をめぐって多くの疑問が提起されていたが，本論文では厳密な誤差解析を行い，くり
こみ法は最尤推定の近似解法ではなく，精度の理論限界（KCR下界）を達成するように構成した解法であることを指
摘する．この意味で，くりこみ法は最尤推定の解法である Leedanらの HEIV法や Chojnackiらの FNS法とは出発点
が異なるが，高次の誤差解析により，精度が最尤推定量と高次の項まで同一であることを指摘する．その結果として，
最尤推定量の精度を上回る解法の可能性が示される．
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Since the author presented his renormalization method, many questions and doubts have been raised about its
justification. This paper demonstrates by rigorous error analysis that it is not an approximate solution technique
for MLE (maximum likelihood estimation) but rather a method so constructed as to attain the theoretical accuracy
bound (KCR lower bound). In this sense, renormalization is different from the HEIV of Leedan and Meer and
the FNS of Chojnacki et al., both of which are solution techniques for MLE. However, we demonstrate by higher
order analysis that the accuracy of renormalization is identical to MLE up to higher order terms. This analysis
also implies the existence of better methods than MLE.

1. 何が問題か

「くりこみ法」とは誤差のあるデータに線形拘束条
件を最適に当てはめる計算法であり，最小二乗解に
特有の偏差を推定しては除去するという発想のもと
に考案された [7]．そして，その解の精度が高次の誤
差項を除いて理論限界（「KCR下界」[1]）を到達す
ることが証明された [9]．また，実験的にも非常に高
精度であることが実証され，画像からの３次元復元
のための基礎行列や画像モザイク生成のための射影
変換行列の最適計算に不可欠となっている [12, 13]．
そのため国内国外で広く利用され，商用システムに
も組み込まれている．
しかし，発表当時からその解釈をめぐる議論が絶
えなかった．それは，くりこみ法は最尤推定量を計算
しているのか，そうでないのかという疑問である．こ
れに対して，Chojnackiら [2, 3, 4, 5]は「金谷のくり
こみ法の正当化 (Rationalising the renormalisation
method of Kanatani)」と題する論文 [2]で，くりこ
み法は最尤推定の近似解法の一種であると位置づけ，
最尤推定解を直接に計算する方法として「FNS法」
を提案した [3]．さらに，Leedan ら [14] の「HEIV
法」も FNS法と同じ範疇の最尤推定の解法であるこ
とを指摘した [5]．
これらの結果から，Chojnacki らは，FNS 法や

HEIV法が理論的に最適とされている最尤推定解を
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計算しているのに対して，くりこみ法はその近似解
法であるから，FNS法やHEIV法のほうが優れてい
ると示唆している．
しかし，新たな疑問が生じる．くりこみ法が最尤

推定の近似解法であるなら，なぜ最尤推定解と同じ
精度なのであろうか．シミュレーション実験によっ
ても，くりこみ法は FNS 法や HEIV 法と比べて精
度に実質的な差がない．これは偶然であろうか1．そ
れとも，くりこみ法は最尤推定の近似解法ではなく，
別の意味の最適解法なのであろうか．それなら，そ
の “意味”は何であろうか．
本論文では，くりこみ法は最尤推定とは無関係に

構成される解法であることを示し，それが最尤推定
量と同等の精度をもつことを示す．その過程から，最
尤推定を上回る精度の解法の可能性が示唆される．

2. 幾何学的当てはめとKCR下界

幾何学的当てはめとは，観測したデータに対して，
成立すべき幾何学的拘束条件を当てはめてパラメー
タを計算することである [9]．最も単純な例は画像上
に与えられた N 個の点列 {(xα, yα)}に曲線（直線，
円，楕円，多項式曲線など）

F (x; u) = 0 (1)

を当てはめる問題である．ただし x = (x, y)> と置
1論文 [1] で最尤推定の最適性を筆者とは別の方法で証明した

Chernovは筆者との私信で，偶然であるなら奇跡的であり，最大
の謎であると述べている．この議論が本論文の動機となった．
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き，曲線のパラメータをベクトル u = (u1, ..., up)>

で表した．
これはコンピュータビジョンの多くの問題に拡張
できる．例えば複数画像間の特徴点の対応が得られ
れば，各点の “軌跡” は画像の直積空間（直積画像）
の１点とみなせる．それにカメラの撮像モデルから
導かれる拘束条件（エピ極線拘束条件，３重焦点拘
束条件，４重焦点拘束条件，アフィン拘束条件など）
を当てはめれば，カメラの運動やシーンの３次元形
状を計算することができる [6]．
データ {(xα, yα)} に誤差があるとき，xα =

(xα, yα)> と置くと，F (xα; u) = 0が α = 1, ..., N

のすべてに対して成立する解 uは存在しない．そこ
で，何らかの方法で uを推定する必要がある．これ
は u の推定値 ûをデータ {xα}の何らかの関数

û = û(x1, ..., xN ) (2)

の形に表すことである．関数 ûをuの推定量と呼ぶ．
この推定量 ûの共分散行列

V [û] = E[(û− u)(û− u)>] (3)

を考える2．各データ xα はその真の値 x̄α の各成分
に独立に期待値 0，標準偏差 ε の正規分布に従う誤
差が加わる，すなわち

xα = x̄α + ∆xα, ∆xα ∼ N(0, ε2I) (4)

とし，εをノイズレベルと呼ぶ．このとき，任意の不
偏推定量 ûに対して次の不等式が成立することが証
明される3[8, 9]．

V [û] Âε2

(
N∑

α=1

(∇uF̄α)(∇uF̄α)>

‖∇xF̄α‖2

)−1

(5)

ただし，Âは左辺から右辺を引いたものが半正値対
称行列であることを意味する．∇uF̄α は式 (1)の関
数 F (x;u)の uに関する勾配を x = x̄α において評
価することを表す．Chernovら [1]は式 (5)の右辺を
KCR（金谷・クラメル・ラオ）下界と呼んでいる．
このとき，最尤推定量 ûML（後述）の共分散行列

V [ûML]がO(ε4)を除いてこのKCR下界を達成する
ことが証明される4[9]．

2そのトレース trV [û] = E[‖û−u‖2]が二乗平均誤差である．
3前報 [11]に分かりやすい証明が示されている．これはより一

般的なノイズモデルに拡張できる．例えば指数分布族 に属する分
布であればよい [8, 9]．

4前報 [11]分かりやすい証明が示されている．Chernovら [1]
は同じ結論を別の観点から証明している．

3. 拘束条件の線形化

コンピュータビジョンによく現れる多くの問題で
は，拘束条件 (1)が変数変換によって次のように線
形化できる．

(ξ(xα), u) = 0. (6)

ここに ξ( · )はm次元ベクトルから p次元ベクトル
への（一般に非線形の）写像である．uには定数倍
の不定性があるので ‖u‖ = 1 と正規化する．

【例 1】 平面上のN 点 {(xα, yα)}, α = 1, ..., N に
２次曲線（円，楕円，放物線，双曲線，およびそれ
らの退化）を当てはめる問題の拘束条件は

Ax2
α +2Bxαyα +Cy2

α +2(Dxα +Eyα)+F = 0 (7)

と書ける．これは

ξ(x, y) = (x2 2xy y2 2x 2y 1)>

u = (A B C D E F )> (8)

と置けば，式 (6) の形に線形化される． 2

【例 2】同一シーンを異なる位置から撮影した 2画像
からN個の特徴点が抽出され，第１画像の点 (xα, yα)
が第２画像の点 (x′α, y′α)に対応すれば，画像に誤差が
なければある特異行列F（基礎行列と呼ぶ）があって，

(




xα

yα

1


 , F




x′α
y′α
1


) = 0. (9)

が成り立つ．これをエピ極線方程式と呼ぶ [6]．これは

ξ(x, y, x′, y′)=(xx′ xy′ x yx′ yy′ y x′ y′ 1)>

u=(F11 F12 F13 F21 F22 F23 F31 F32 F33)> (10)

と置くと，式 (6)の形に線形化される． 2

線形化した拘束条件 (6)に対しては，式 (5)の右辺
の KCR下界は O(ε4)を除いて次のように書ける5．
[9]．

VKCR[û] = ε2
( N∑

α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)

)−
(11)

ただし，上添え字−は（ムーア・ペンローズの）一般
逆行列であり，ξ̄α は真の値 x̄α を変換 ξα(x̄α)を表
す．右辺の分母の V0[ξα]は ξ(xα)の正規化共分散行

5データ x やパラメータ uに何らかの制約があったり，式 (1)
の形の拘束条件が複数あり，しかも重複したり冗長であったりす
れば，一般逆行列や射影作用素が含まれる [9]．
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列（ノイズレベル εを 1に正規化した共分散行列）で
ある．これはO(ε4)を除いて次のように評価できる．

V0[ξα] = ∇xξ>α∇xξα (12)

ここに∇xξα は ξ(x)のm× pヤコビ行列

∇xξ =




∂ξ1/∂x1 · · · ∂ξp/∂x1

...
. . .

...
∂ξ1/∂xm · · · ∂ξp/∂xm


 (13)

に x = xα を代入したものである．

4. 最適推定量の構成

式 (11)が共分散行列の下界であるということは，
最適な推定量 ûを構成するには，その共分散行列が
式 (11)に一致する ûを求めればよい．これは従来
の，発見的に何らかの方法（例えば最尤推定）を考案
しては，その精度をシミュレーションで試したり，そ
の共分散行列が KCR下界 (11)を達成するか事後的
に解析してみるアプローチとは正反対の発想である．
出発点は次の事実である．推定量 ûは単位ベクト
ルに正規化されているから，その定義域は p次元空
間の単位球面 Sp−1 である．したがって ûの不確定
性は常に ûに直交する．式 (11)の右辺の一般逆行列
( · · · )−は · · · を Sp−1の接空間に制限することを意
味している．
これはKCR下界 VKCF[û]−の零空間が û方向にあ
り，ûはVKCF[û]の固有値0の単位固有ベクトルであ
ることを意味する．したがって，KCR下界 VKCF[û]
が分かれば，推定量 ûはその固有値 0の単位固有ベ
クトルとして求まる．
一見すると，これは不可能に思える．なぜならKCR
下界 VKCF[û]にはデータの真値 {x̄α}とパラメータ
uの真値が含まれているからである．しかし，これは
問題ではない．{x̄α}はデータ {xα}で近似すればよ
いし，uにもその推定値を代入して反復すればよい
からである．この近似の程度を解析して，得られる
推定量 û の共分散行列と KCR下界の差が O(ε4)で
あれば目的が達成される．以下ではこれを実行する．

5. モーメント行列と摂動定理

次の行列M を考える．

M =
N∑

α=1

ξαξ>α
(u, V0[ξα]u)

(14)

これは線形化したデータ {ξα}の重みつき２次のモー
メントであり，単にモーメント行列と呼ぶ．式 (11)

のKCR下界は VKCR[û] = ε2M̄−と書ける．ただし，
M̄ は {ξα}に真値 {x̄α} を代入して計算したM の
値である．一般逆行列は零空間を保存するように定
義されるから，M̄ は M̄

− と，したがって VKCR[û]
と同じ零空間を持つ．したがって VKCR[û]の固有値
0の単位固有ベクトルを求めるには M̄ の固有値 0の
単位固有ベクトルを求めればよい．
実際，uが M̄ の固有値 0 の固有ベクトルである
ことは，拘束条件 (ξ̄α, u) = 0より次のように直接に
も確かめられる．

M̄u =
N∑

α=1

ξ̄αξ̄
>
α u

(u, V0[ξα]u)
=

N∑
α=1

(ξ̄α, u)ξ̄α

(u, V0[ξα]u)
= 0

(15)
実際には真のモーメント行列 M̄ は未知なので，こ
れを式 (14)のM で近似し，後でその誤差を評価す
る．データから計算したM は一般に正則行列であ
り，固有値 0を持たない．そこで最小6の固有値 λに
対する単位固有ベクトル uを求める．すなわち，

Mu = λu (16)

の解を ûとする．しかしM 自身に未知数 uが含ま
れている．そこで反復を行う．すなわち，M 中の u

に近似値 uiを代入して得られる式 (16)の解を ui+1

とし，これを適切な（例えば最小二乗法で求めた）初
期値 u0 から i = 0, 1, 2, ...と反復する．収束した解
ûは式 (16)が（与えた収束判定のしきい値以内で）
成立している．
次に，得られた ûがどの程度真の値 uを近似して
かを解析する．

ξα = ξ̄α + ∆ξα (17)

と置くと，行列M の誤差は次のように評価できる．

∆M = M − M̄

=
N∑

α=1

(ξ̄α+∆ξα)(ξ̄α+∆ξα)>

(u, V0[ξα]u)
−

N∑
α=1

ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)

=
N∑

α=1

∆ξαξ̄
>
α+ξ̄α∆ξ>α

(u, V0[ξα]u)
+

N∑
α=1

∆ξα∆ξ>α
(u, V0[ξα]u)

=
N∑

α=1

∆ξαξ̄
>
α + ξ̄α∆ξ>α

(u, V0[ξα]u)
+ O(ε2) (18)

固有値問題の摂動定理によれば，M̄ が M̄ −∆M に
摂動したとき，uは次のように摂動する [9]．

û = u + M̄
−∆Mu + O(ε2) (19)

6行列M はその構成法により半正値対称行列であるから，固
有値はすべて非負である．
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この共分散行列は次のように評価できる．

V [û] = E[(û− u)(û− u)>]

= E[M̄−∆Muu>∆MM̄
−]+O(ε4)

= E[M̄−
N∑

α=1

∆ξαξ̄
>
α+ξ̄α∆ξ>α

(u, V0[ξα]u)
uu>

N∑

β=1

∆ξβ ξ̄
>
β+ξ̄β∆ξ>β

(u, V0[ξβ ]u)
M̄

−]+O(ε4)

= E[M̄−
N∑

α=1

(∆ξα, u)(∆ξβ ,u)ξ̄αξ̄
>
β

(u, V0[ξα]u)(u, V0[ξβ ]u)
M̄

−]+O(ε4)

= M̄
−

N∑

α,β=1

(u, E[∆ξα∆ξ>β ]u)ξ̄αξ̄
>
β

(u, V0[ξα]u)(u, V0[ξβ ]u)
M̄

−+O(ε4)

= M̄
−

N∑

α,β=1

(u, ε2δαβV0[ξα]u)ξ̄αξ̄
>
β

(u, V0[ξα]u)(u, V0[ξβ ]u)
M̄

−+O(ε4)

= M̄
−

N∑
α=1

ε2ξ̄αξ̄
>
α

(u, V0[ξα]u)
M̄

−+O(ε4)

= ε2M̄
−

M̄M̄
−+O(ε4) = ε2M̄

−+O(ε4)

= VKCR[û]+O(ε4) (20)

ただし，δαβ はクロネッカのデルタであり，α = β

のとき 1，それ以外で 0をとる．また上式中で，各
データ xα に入る誤差は互いに独立という仮定から
E[∆ξα∆ξ>β ] = δαβV0[ξα]であることを用いた．最後
の項がO(ε4)であるのは，誤差は正負に対称であり，
εの奇数次の項の期待値が 0になるためである．

6. 偏差の除去

式 (20)より，データを代入したモーメント行列 M̄

の最小固有値に対する単位固有ベクトル ûを uの推
定値とすればその共分散行列はO(ε4)を除いてKCR
の下界に一致するという意味で “最適”である．しか
し，これは筆者が提案したくりこみ法ではない．筆
者が提案したくりこみ法は，これから偏差を除去し
たものである [7, 9, 10]．

式 (18)の最後の項を省略せず，その期待値をとる
と，次のようになる．

E[∆M ]

=
N∑

α=1

E[∆ξα]ξ̄>α+ξ̄αE[∆ξ>α ]
(u, V0[ξα]u)

+
N∑

α=1

E[∆ξα∆ξ>α ]
(u, V0[ξα]u)

=
N∑

α=1

ε2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)

= ε2N (21)

ただし，行列N を次のように定義した．

N =
N∑

α=1

V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)

(22)

ゆえに，式 (19)の期待値は次のようになる．

E[û] = u + ε2M̄
−

Nu + O(ε2) (23)

したがって，もし式 (14)の代わりに

M̂ = M − ε2N (24)

を用いれば，∆M̂ = M̂ − M̄ の期待値はOであり，
式 (23)の右辺第２項の偏差が除去できる．もちろん
KCR下界を達成しているという事実は変化しない．

7. くりこみ法

式 (24)の右辺中の ε2 が未知である．くりこみ法
ではこれを M̂ の最小固有値が 0となるように推定
している．具体的には，仮の値 ε2を用いた M̂ の最
小固有値 λ と対応する単位固有ベクトルを ûを計算
し，λ 6= 0なら ε2を cだけ増加させる．増加量 cは
(M̂ − cN)û = 0となるように，

(û, (M̂ − cN)û) = (û, M̂û)− c(û,Nû)

= λ− c(û, Nû) = 0 (25)

から c = λ/(û, Nû)とする．この反復を行列 M̂ の
固有ベクトル uを求める反復の中に含めて，くりこ
み法は次のように構成される [7, 9, 10]．

1. 初期値 u0 を与え，c0 = 0と置く．
2. 第 (i − 1) 回目の反復解 ui−1 を用いて式 (14),

(22) から計算した行列 M , N の値を M i−1,
N i−1 とし，固有値問題

(M i−1 − ci−1N i−1)u = λu (26)

の最小固有値に対する単位固有ベクトルをuiと
する．

3. λが十分 0に近ければ ui を ûとして終了．そ
うでなければ

ci ← ci−1 +
λ

(ui−1, N(ui−1)ui−1)
(27)

および ui−1 ← ui としてステップ 2に戻る．
初期値 u0 は，例えば

MLS =
N∑

α=1

ξαξ>α (28)
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の最小固有値に対応する単位固有ベクトルを用いる．
これは

JLS =
N∑

α=1

(ξα, u)2 (29)

を最小にする解（最小二乗解）である．
くりこみ法の反復が収束した時点では (M−cN)û

= 0が（収束判定しきい値以内で）成立しているか
ら，両辺と ûとの内積をとると次のようになる．

(û, (M − cN)û) = (û, Mû)− c(û,Nû) = 0 (30)

したがって cは次のようになる．

c =
(û, Mû)
(û, Nû)

(31)

この期待値を厳密に評価することは困難である．と
いうのは，ûはM だけでなく，c自身を用いて計算
しているためである．しかし，第１近似として û ≈
uとみなすと，上式の期待値は次のようになる．

E[c] =
(u, E[M ]u)

(u, Nu)
=

(u, ε2Nu)
(u,Nu)

= ε2 (32)

ûがuのよい近似であれば，上式の誤差はより高次の
O(ε4)と期待される（O(ε3)の期待値は 0となる）．こ
れを認めればE[M̂−M̄ ] = ε2N−E[c]N = O(ε4)で
あるから，式 (23)の右辺第２項の偏差が除去される．

8. 偏差除去の意味

以上のように考えれば，くりこみ法が式 (14) の
モーメント行列M を出発点することが正当化され
る．単に偏差を除去するだけなら，式 (14)のM で
はなく式 (28) のMLS を用いてもよいはずである．
実際，MLSの真値 M̄LS =

∑N
α=1 ξ̄αξ̄

>
α に対しても

M̄LSu = 0である．したがって，MLSûLS = 0の
最小二乗解 ûLS の偏差を除去してもよいことになり，
なぜ式 (14)のM を用いるのかという問に答えられ
ない．
筆者が式 (14)のM を用いたのは最尤推定（後述）
の類推であり，その正当化は事後的な誤差解析およ
び実験的検証であった．これから，くりこみ法は最尤
推定の近似解法であるという解釈が生じ，Choinacki
ら [2]もそのように解釈している．しかし，上述のよ
うに考えれば，くりこみ法はKCR下界から出発する
ものであり，最尤推定とは無関係に構成されること
がわかる．最尤推定との関係が類推されるのは，最
尤推定も KCR下界が達成されるという事実 [11]に
過ぎない．

しかし，新たな疑問が生じる．それは，なぜ式 (23)
の右辺第 2項の偏差を除去するのが有効かという問
である．式 (23)の右辺にはそもそもO(ε2)の誤差項
がある．第 2項もO(ε2)であるから，これを除去して
も依然として偏差はO(ε2)である．しかし，第 2項の
偏差を除去すると，しないのに比べて著しく精度が
向上することがシミュレーションによって実証されて
いる（例えば文献 [12, 13]参照）．さらに Chojnacki
ら [3]の FNS法や Leedan ら [14] のHEIV法と比べ
て精度にほととんど差がないことも確認されている．
これはなぜであろうか．その理由が示されない限り，
くりこみ法自体に対する疑問視に完全に答えること
ができない．

振り返ってみると，この問に答えられなかった理
由は，これまでの解析がすべて第１近似を用いてい
るためであることがわかる．これに答えるためには，
明らかに第２近似まで，すなわち O(ε2)の項まで厳
密に評価する必要がある．以下ではこれを行う．

9. ２次の摂動解析

式 (16)の固有値問題の摂動を２次の誤差項まで厳
密に評価するために次のように置く．

M = M̄ + ∆1M + ∆2M , (33)

ただし，∆1, ∆2はそれぞれO(ε), O(ε2)の摂動を表
す．式 (18)の計算より次のように書ける．

∆1M =
N∑

α=1

∆ξαξ̄
>
α + ξ̄α∆ξ>α

(u, V0[ξα]u)
(34)

∆2M =
N∑

α=1

∆ξα∆ξ>α
(u, V0[ξα]u)

(35)

そして式 (16)を次のように書く．

(M̄ + ∆1M + ∆2M)(u + ∆1u + ∆2u + · · ·)
= (∆1λ + ∆2λ + · · ·)(u + ∆1u + ∆2u + · · ·) (36)

両辺の O(1), O(ε), O(ε2)の項をそれぞれ取り出す
と，次の結果を得る（導出は付録 A）．

∆1u = −M̄
−∆1Mu (37)

∆2u = −M̄
−∆2Mu + M̄

−∆1MM̄
−∆1Mu

−‖M̄−∆1Mu‖2u (38)

E[∆1M ] = O であるから E[∆1u] = 0である．ま
たE[∆2M ] = ε2N であるから，∆2uの期待値は次
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のようになる．

E[∆2u] = −ε2M̄
−

Nu + M̄
−

E[∆1MM̄
−∆1M ]u

−E[‖M̄−∆1Mu‖2]u (39)

E[‖M̄−∆1Mu‖2] = ε2tr(M̄−)であり（導出は付録
B），くりこみ法は偏差−ε2M̄

−
Nuを除去するもの

であるから，解 ûRN の期待値は次のようになる（ε

の 3次の項の期待値は 0 となることに注意）．

E[ûRN] = u + M̄
−

E[∆1MM̄
−∆1M ]u

−ε2tr(M̄−)u + O(ε4) (40)

10. 最尤推定

式 (40)の意味を調べるために，これを最尤推定解
と比較してみる．最尤推定とは二乗マハラノビス距
離 (= 負の対数尤度の 2ε2 倍)

J =
N∑

α=1

(ξα − ξ̄α, V0[ξα]−(ξα − ξ̄α)) (41)

を拘束条件

(ξ̄α,u) = 0, α = 1, ..., N (42)

のもとで最小にするように {x̄α}, uを推定すること
である．εが小さいときの摂動解析を行うために，（摂
動解析の意味については前報 [11]を参照），線形近
似を用いてラグランジュ乗数によって拘束条件 (1)を
消去すると，式 (41)は次のように書ける [9, 11]．

J =
N∑

α=1

(ξα,u)2

(u, V0[ξα]u)
(43)

これを最小にすることは最尤推定のノイズレベル ε

が小さいときの近似であるが，ここでは εが小さい
ときの摂動解析を行なっているので，単に「最尤推
定」と呼ぶ．Chojnackiら [3]の FNS法も，Leedan
ら [14] の HEIV法も，最近Mühlichら [15] が発表
した平衡化法と呼ばれる方法の一種もすべて上式を
最小化する解 ûML を計算しようとするものである．
式 (43)の微分は次のようになる．

∇uJ =
N∑

α=1

2(ξα, u)ξα

(u, V0[ξα]u)
−

N∑
α=1

2(ξα, u)2V0[ξα]u
(u, V0[ξα]u)2

(44)
最尤推定量 ûML はこれを 0にするものであるから，
次の方程式の解である．

Mû = Lû (45)

M =
N∑

α=1

ξαξ>α
(u, V0[ξα]u)

, L =
N∑

α=1

(ξα,u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

(46)
Chojnacki ら [3] の FNS 法も，Leedan ら [14] の
HEIV法も，式 (45)を固有値問題，あるいは一般固
有値問題の反復によって解く方法である．
式 (43)は拘束条件 ‖u‖ = 1のもとで最小化すべ

きであるから，∇uJ は uに直交する方向のみ 0で
はないかという疑問が生じる．しかし，式 (43)は u

の 0次形式であり，uの定数倍によって変化しない．
したがって ∇uJ は u方向にも 0 であり，全方向に
∇uJ = 0である（‖u‖ = 1に対するラグランジュ乗
数を導入しても同じ結果になる）．
誤差による M̄ の摂動は式 (33)∼(35) で与えられ
る．一方，Lについては次のようになる．

L =
N∑

α=1

(ξ̄α + ∆ξα, u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

=
(∆ξα, u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

= ∆2L (47)

すなわち，L̄ = O, ∆1L = Oである．そこで式 (45)
を次のように書く．

(M̄ + ∆1M + ∆2M)(u + ∆1u + ∆2u + · · ·)
= ∆2L(u + ∆1u + ∆2u + · · ·) (48)

両辺の O(1), O(ε), O(ε2)の項をそれぞれ取り出す
と，次の結果を得る（導出は付録 C）．

∆1u = −M̄
−∆1Mu (49)

∆2u = −M̄
−∆2Mu + M̄

−∆1MM̄
−∆1Mu

+M̄
−∆2Lu− ‖M̄−∆1Mu‖2u (50)

既に見たように，E[∆1u] = 0であり，E[∆2M ] =
εN である．式 (47)より ∆2Lの期待値は次のよう
になる．

E[∆2L] = E[
N∑

α=1

(∆ξα,u)2V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

]

=
N∑

α=1

(u, E[∆ξα∆ξ>α ]u)V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

=
N∑

α=1

(u, ε2V0[ξα]u)V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)2

= ε2
N∑

α=1

V0[ξα]
(u, V0[ξα]u)

= ε2N (51)

以上より，最尤推定量 ûML の期待値は次のように
なる．

E[ûML] = u + M̄
−

E[∆1MM̄
−∆1M ]u
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−ε2tr(M̄−)u + O(ε4) (52)

これは式 (40)と一致する．これから次の結論を得る．
1. くりこみ法の解 ûRNと 最尤推定量 ûML の期待
値は

E[ûRN − ûML] = O(ε4) (53)

2. ûRN, ûMLは共にKCR下界を満たし，O(ε2)の
項が共通であるから，これらの共分散行列は

V [ûRN] = V [ûML] + O(ε6) (54)

11. まとめ

本論文で新たに発見した結論は次の通りである．

• くりこみ法は最尤推定の近似解法ではなく，
KCR下界を満たす解を構成し，それからO(ε2)
の偏差項の一つを除去するものである．

• くりこみ法の解も最尤推定量も共に KCR下界
を満たすだけでなく，その期待値が O(ε4)を除
いて一致し，その共分散行列も O(ε6)を除いて
一致する．

• くりこみ法の解にも最尤推定量にも共通の誤差
項 M̄

−
E[∆1MM̄

−∆1M ]u が存在する．

上記の誤差項を推定して差し引けば，最尤推定を上
回る精度が達成できるはずである．これについては
現在検討中である．
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付録A. くりこみ法の高次解析
1. uは単位ベクトルであるという条件のもとに摂動する
ので，次式が成立しなければならない．

‖u+ ∆1u+ ∆2u+ · · · ‖2
= (u+ ∆1u+ ∆2u+ · · · ,u+ ∆1u+ ∆2u+ · · ·)
= 1 (55)

O(1), O(ε), O(ε2)の項をそれぞれ取り出すと次のように
なる．

(u,u) = ‖u‖2 = 1, (u, ∆1u) = 0 (56)

(u, ∆2u) = −(∆1u, ∆1u) = −‖∆1u‖2 (57)

2. 式 (36)の O(1)の項を取り出すと M̄u = 0 となる．

3. 式 (36)の O(ε)の項を取り出すと次のようになる．

M̄∆1u+ ∆1Mu = ∆1λu (58)

両辺と uとの内積をとると次のようになる．

(u,M̄∆1u) + (u, ∆1Mu) = ∆1λ(u,u) (59)

(u,M̄∆1u) = (M̄u, ∆1u) = 0, (u,u) = ‖u‖ = 1およ
び式 (34)より，∆1λが次のようになる．

∆1λ = (u, ∆1Mu)

=

N∑
α=1

(u, ∆�α)(�̄α,u) + (u, �̄α)(∆�α,u)

(u, V0[�α]u)
= 0 (60)

行列 M̄ の 0 でない固有値を λ1, ..., λn−1 とし，対応す
る単位固有ベクトルの正規直交系を u1, ..., un−1 とする
（uは M̄ の固有値 0に対する単位固有ベクトルであるこ
とに注意）．式 (58)の両辺と ui との内積をとると，次の
ようになる．

(ui,M̄∆1u) + (ui, ∆1Mu) = ∆1λ(ui,u) (61)

これは (ui,M̄∆1u) = (M̄ui, ∆1u) = (λiui, ∆1u) と
(ui,u) = 0より，次のように書ける．

λi(ui, ∆1u) + (ui, ∆1Mu) = 0 (62)

7

研究会temp
テキストボックス
－21－



式 (56)の第 2式より，∆1uは uに直交するから，正規直
交系 u1, ..., un の線形結合で次のように表せる．

∆1u =

n−1∑
i=1

(ui, ∆1u)ui = −
n−1∑
i=1

ui(ui, ∆1Mu)

λi

= −
(n−1∑

i=1

uiu>i
λi

)
∆1Mu = −M̄−

∆1Mu (63)

4. 式 (36)の O(ε2)の項を取り出すと次のようになる．

M̄∆2u+∆2Mu+∆1M∆1u = ∆1λ∆1u+∆2λu (64)

両辺と uとの内積をとると次のようになる．

(u,M̄∆2u) + (u, ∆2Mu) + (u, ∆1M∆1u)

= ∆1λ(u, ∆1u) + ∆2λ(u,u) (65)

(u,M̄∆2u) = (M̄u, ∆2u) = 0, (u, ∆1u) = 0, (u,u) =
‖u‖ = 1および式 (63)より，次式を得る．

∆2λ = (u, ∆2Mu) + (u, ∆1M∆1u)

= (u, ∆2Mu)− (u, ∆1MM̄−
∆1Mu) (66)

式 (64)の両辺と ui との内積をとると，

(ui,M̄∆2u) + (ui, ∆2Mu) + (ui, ∆1M∆1u)

= ∆1λ(ui, ∆1u) + ∆2λ(ui,u) (67)

となる．(ui,M̄∆2u) = (M̄ui, ∆2u) = (λiui, ∆2u) と
(ui,u) = 0および式 (60), (63)より，次式を得る．

λi(ui, ∆2u) + (ui, ∆2Mu)

−(ui, ∆1MM̄−
∆1Mu) = 0 (68)

これと式 (57)より ∆2uが次のように表せる．

∆2u =

n−1∑
i=1

(ui, ∆2u)ui + (u, ∆2u)u

= −
n−1∑
i=1

ui(ui, ∆2Mu)

λi

+

n−1∑
i=1

ui(ui, ∆1MM̄−
∆1Mu)

λi
− ‖∆1u‖2u

= −
(n−1∑

i=1

uiu>i
λi

)
∆2Mu− ‖M̄−

∆1Mu‖2u

+
(n−1∑

i=1

uiu>i
λi

)
∆1MM̄−

∆1Mu

= −M̄−
∆2Mu+ M̄−

∆1MM̄−
∆1Mu

−‖M̄−
∆1Mu‖2u (69)

付録B. E[‖M̄−∆1Mu‖2]の評価
(�α,u) = 0であるから，式 (34)より次のようになる．

∆1Mu =

N∑
α=1

(∆�α,u)�̄α

(u, V0[�α]u)
(70)

したがって，次のようになる．

E[‖M̄−
∆1Mu‖2] = E[(M̄−

∆1Mu,M̄−
∆1Mu)]

= E[(∆1Mu, (M̄−
)2∆1Mu)]

= E[(

N∑
α=1

�̄α(∆�α,u)

(u, V0[�α]u)
, (M̄−

)2
N∑

β=1

�̄β(∆�β ,u)

(u, V0[�β ]u)
)]

=

N∑
α,β=1

E[(∆�α,u)(∆�β ,u)](�̄α, (M̄−
)2�̄β)

(u, V0[�α]u)(u, V0[�β ]u)

=

N∑
α,β=1

(u, E[∆�α∆�>β ]u)(�̄α, (M̄−
)2�̄β)

(u, V0[�α]u)(u, V0[�β ]u)

=

N∑
α,β=1

(u, ε2δαβV0[�α]u)(�̄α, (M̄−
)2�̄β)

(u, V0[�α]u)(u, V0[�β ]u)

= ε2

N∑
α=1

(u, V0[�α]u)(�̄α, (M̄−
)2�̄α)

(u, V0[�α]u)2

= ε2

N∑
α=1

(�̄α, (M̄−
)2�̄α)

(u, V0[�α]u)

= ε2tr(

N∑
α=1

�̄α�̄
>
α

(u, V0[�α]u)
(M̄−

)2)

= ε2tr(M̄(M̄−
)2) = ε2tr(M̄−M̄M̄−

)

= ε2tr(M̄−
) (71)

付録C. 最尤推定量の高次解析
1. u が単位ベクトルであるという制約から，その摂動
∆1u, ∆2uに対して式 (55)が成立する．

2. 式 (48)の O(1)の項を取り出すと M̄u = 0となる．

3. 式 (48)の O(ε)の項を取り出すと次のようになる．

M̄∆1u+ ∆1Mu = 0 (72)

両辺に左から M̄− を掛けると次のようになる．

P u∆1u+ M̄−
∆1Mu = 0 (73)

ただし，P u = I−uu>は uに直交する方向への射影演算
子である（M̄−M̄ = P u であることに注意 [9]）．式 (56)
の第２式より∆1uは u に直交するから，P u∆1u = ∆1u
である．これから式 (49)が得られる．

4. 式 (48)の O(ε2)の項を取り出すと次のようになる．

M̄∆2u+ ∆1M∆1u+ ∆2Mu = ∆2Lu (74)

両辺に左から M̄− を掛け，移項すると次式を得る．

P u∆2u = −M̄−
∆2Mu+ M̄−

∆1MM̄−
∆1Mu

+M̄−
∆2Lu (75)

これは∆2uの uに直交する成分である．u方向の成分は
式 (57)から −‖∆1u‖2uであり，

∆2u = P u∆2u− ‖∆1u‖2u (76)

となる．∆1uは式 (37), (49)から分かるように，くりこみ
法の場合と等しい．したがって，既に示したように ‖∆1u‖2
= −‖M̄−

∆1Mu‖2u である．以上より式 (50)を得る．
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