
非観測データを伴う行列の因子分解のための数値解法について
岡谷貴之 出口光一郎

東北大学

概要: 本稿では，非観測成分を含む場合の行列の因子分解（主成分分析）の問題を考える．この問題で行列の分解
が一意に定まるかどうかは，観測成分の観測行列内の分布の仕方に依存する．この分布についてわれわれは，分解
が一意に定まるための必要十分条件を導く．さらに，この問題のための最も基本的なアルゴリズムであると考えら
れる，Wibergのアルゴリズムを改めて評価し直す．同アルゴリズムの導出過程と適切な実装方法を示し，上述の
一意性条件との関係について述べる．また，Wiberg のアルゴリズムは，計算量と収束性能の面で他のアルゴリズ
ムよりも優れていることを実験結果を交えて述べる．
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Tohoku University

Abstract: This paper considers the problem of factorizing a matrix (or principal component analysis) with
missing components. Whether a matrix is uniquely factorized or not depends on how the missing components
distribute in the matrix. In this paper, we derive a sufficient and necessary condition on the missing components
distribution for unique factorization. We also review the Wiberg algorithm, supposedly the most basic algorithm
for the problem. We summarize the derivation of the algorithm and describe its appropriate numerical imple-
mentation, including its relation to the above uniqueness condition. We also show through experimental results
that the Wiberg algorithm shows better performance than other algorithms with respect to computational cost
and convergence property.

1 はじめに

観測データからなるm× n行列Yに対して，この行
列のあるべきランク r(< m, n)が事前に分かっていると
いう条件の下，Yをm× r と n× r の 2つの小行列U
とV の積：

Y → UV>. (1)

に分解する問題を考える．この問題は，コンピュータビ
ジョンのいくつかの応用問題，例えば運動からの形状復
元問題（SFM）や，照明方向の異なる画像集合からの
形状と照明の計算などで共通に現れる．通常，データの
誤差を考慮して，この分解は行列の成分ごとの 2 乗和
（Frobeniusノルム）‖Y −UV>‖2 を最小化する U, V
を求める問題として定式化される．このとき平均を一緒
に推定すれば問題は主成分分析と一致する．いずれにせ
よ，最小化問題は行列の固有値問題に帰着され，固有値
問題はほぼいつも数値的に安定に解くことができるから，
上の行列分解は容易に数値計算できる．
現実には，データには観測されない部分があることが
多い．つまり Y の成分 yij のうち一定の数の yij が観
測されないが，どの成分が存在しないかは分かっている
場合である．データにこのような非観測成分がある場合

は，観測成分のみについて求めた 2乗和 ‖Y −UV>‖2
が最小化されるが，その場合はもはや固有値問題には帰
着できない．そのため，数値計算はデータが完全である
場合に比べて難しくなる．この問題は，非観測成分を含
む場合の主成分分析（PCAMD）という名前でも知られ
ている．

コンピュータビジョンの分野で，最初にこの問題の存
在を取り上げ，その数値計算方法について議論したのは，
Shumら [4]である．彼らは，70年代に提案されていた
Wibergの論文 [5]を下敷きに，行列分解のためのアルゴ
リズムを提案し，それを 3次元物体のモデリングに応用
した．上述のように，非観測成分を含む場合には非線形
最小化問題を直接解くことになるので，アルゴリズムの
収束性能や計算量が課題となる．そのような観点から，
Shum らの研究以降，多数の研究が行われてきている．
最近発表された論文 [1]にはこれら多くの研究のサーベ
イがある．

この問題について，本稿では次の二つを述べる．一つ
は，観測成分の観測行列内の分布と，行列の分解の一意
性との関係を議論し，分解が一意となるための必要十分
条件を導くことである．もう一つは，この問題を解くア
ルゴリズムの中でも基本となる，Wibergのアルゴリズ
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ムの再評価を行い，その適切な実装方法を示す．そして，
適切な実装がなされたWibergのアルゴリズムが，知ら
れている他のどのアルゴリズムよりも優れていることを
実験結果を交えながら述べる．以下この二つの目的の背
景を，順に述べる．
行列の因子分解の問題において，分解が一意に定まる
かどうかは本質的な問題である．そもそも完全データの
場合にも分解は一意でないが，その場合の不定性は単純
である．しかし非観測成分が存在すると，観測行列Y 内
での非観測測成分の分布の仕方に応じて，色々なパタン
の不定性が生じる．例えば，Y のある特定の行の観測成
分の総数が想定したランク rより小さい場合，あるいは
観測成分が行列内でブロック状に存在する時などに，分
解は不定となる．このような場合を一つ一つ列挙して分
解が一意に定まるための必要条件を記述することは可能
だが，その表現は複雑になり実用的でない上，十分性が
不明である．因子分解のために非線形最小化問題を解か
なければならないことを考えると，事前に分解が一意か
どうかを知ることには大きな意義がある．しかしながら
著者らの知る限り，この種の非観測成分の存在下での分
解の一意性とその条件についての研究は少ない [3]．
これに対し本稿では，観測成分の分布（あるいは非観

測成分の分布）について，行列の分解が一意となるため
の必要十分条件を導く．これは，観測成分の分布が定め
るある行列について，その列空間の次元の数によって条
件を表したもので，シンプルかつ具体的であり，実用性
がある．これを使えば，観測成分の分布が与えられれば
分解が一意に決められるかどうかを直ちに知ることがで
きる．
本稿のもう一つの目的はWibergのアルゴリズムにつ

いてである．先述のように，Wibergの論文 [5]は Shum
らの研究の基礎となった重要なもので，その後の多くの
文献でも引用されている．しかしながらWibergのアル
ゴリズムは，過去の多くの研究で誤解されているように
見える．というのは，後述するように本来Wiberg のア
ルゴリズムは非常に高い性能を持つのに，それを無視し
たような議論が行われたり，あるいは同アルゴリズムよ
り低い性能しかもたない方法の提案が行われているから
である．われわれは，Wibergのアルゴリズムがこれま
での研究で「正しく」実装されたケースは，むしろ稀で
さえあるのではないかと考えている．
実際，一部の文献には，Wiberg のアルゴリズムに関
する誤った記述が見られる．例えば，Buchananらの論
文 [1]では，多数のアルゴリズムの分類を行っているが，
Wibergのアルゴリズムは特に分類していない．さらにそ
こでは，計算時に関数の一次微分のみを用いる「交互法」
は人気があるが，二次微分を用いる Newton法系のアル
ゴリズムの方が性能が優れているので，そちらを使うべ
きであるという指摘がなされている．しかし，Wiberg
のアルゴリズムは元々Gauss-Newtonアルゴリズムなの
である．また Jacobsは，この問題の数値解法は一般に

初期値依存性が極めて高いという指摘を行い，良い初期
値を計算するというスキームを提案している [2]．しか
しながら，Wiberg のアルゴリズムはかなり良い大域収
束性能を持っているし，Jacobsの方法が結局は収束性が
はっきりしない反復解法であることを考えると，その有
効性は疑問である．
このようにWibergのアルゴリズムが誤解されるのは，

Wibergの原著論文が簡潔過ぎて理解に努力を要する上，
論文に記載されている表面的な内容だけではアルゴリズ
ムを実装するのが難しいということがあるためだと想像
される．そこで本稿では，Wibergのアルゴリズムにつ
いて，その導出過程と実装方法を詳しく述べることにし
た．そして，実験結果を交えつつ計算量や収束性能など
について他の方法と比較を行う．Wibergのアルゴリズ
ムが一番良く，標準的手法として使うべきであるという
のが本稿の結論である．

2 問題の定式化と記法

m×n行列Yの成分を yij(i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n)
とし，考えている分解 Y → UV> における U =
[u1, . . . ,um]>，V = [v1, . . . ,vn]> と書く（ui, vj はと
もに r次元ベクトル）．そして，データ yij は，次のよ
うなモデルにしたがって生成されるとする：

yij = u>i vj + εij . (2)

ここで εij は観測ノイズである．より一般的には yij の
j に関する平均 µj（あるいは iに関する平均 µi でも良
い）を加えて

yij = u>i vj + µi + εij . (3)

のようなモデルを使う（主成分分析）．以下では，表記
の簡略化のため平均 µi を含まない場合のモデル (2)式
を主に考えることにし，平均を含むモデル (3)式につい
ては変更点のみ示すことにする．
以上のモデルに基づいて問題を次のように定式化する．

観測成分・非観測成分の分布を表現するために，Yと同
サイズの行列Hを用意し，その成分 hij で成分 yij が観
測されたかどうかを表す．観測されたら hij = 1，そう
でなければ hij = 0である．Hは既知（与えられる）と
する．これを使って，次のような最小二乗によって U,
Vを推定する：

φ(U,V) ≡
∑

i,j

hij |yij − u>i vj |2 → min. (4)

以降の説明の準備として，この関数 φを書き直す．ま
ず，uiを縦に並べてmr次元ベクトルu ≡ [u>1 , . . . ,u>m]>

を定義し，同様に nr 次元ベクトル v ≡ [v>1 , . . . ,v>n ]>

を定義する．なお以下では，Uと u，Vと vをそれぞれ
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相互に区別なく入れ替えて使用する（例えば φ(U,V) =
φ(u,v)）．次に，Y のうち観測された成分 yij のみを，
添え字の辞書順にならべてできる p次元ベクトルを yと
する（pは観測されたデータの個数で p ≤ mn）．U の
行ベクトル u1, . . . ,um と，V の列ベクトル v1, . . . ,vn

を，y における yij と対応するように並べて p×nr行列
F と p×mr行列G をそれぞれ作ると，φ(u,v)は次の
ように 2通りに書き直せる．

φ(u,v) = ‖Fu− y‖2 = ‖Gv − y‖2 (5)

この FとGは次のような形となる（観測されない成分
yij に対応する行の部分が FとG ともに欠落すること
に注意）：

F ≡

2
66666666666666666666666664

v>1
v>2
...

v>n
v>1
v>2
...

v>n
. . .

v>1
v>2
...

v>n

3
77777777777777777777777775

, G ≡

2
66666666666666666666666664

u>1
u>1

. . .

u>1
u>2

u>2
. . .

u>2
...

u>m
u>m

. . .

u>m

3
77777777777777777777777775

. (6)

3 行列分解の一意性の条件

本節では，今考えている問題で，行列の分解が一意と
なるための条件を考える．具体的には，ある観測成分の
分布H = (hij)に対して，UV> = U′V′> なる再分解が
できるかどうかを考える．つまりここでは「分解が一意
であること」を「再分解ができないこと」と同一視する．
なお，このような再分解が可能かどうかは U，V （の
成分の値）にも依存するが，ここではH のみによって
決まる条件を主に考える．
まず，非観測成分のない完全データの場合にも行列の
分解は一意でなく不定であるが，ここではこの不定性を
基本不定性と呼ぶ．

定義 (基本不定性). 任意のU, Vに対して，任意の正則
な r×r 行列Aを使って次のような再分解が可能である．

UV> → UA−1AV> → (UA−1)(VA>)> → U′V′>.

この不定性は非観測データの有無とは関係なくいつで
も存在するが，非観測成分が存在するときは，その存在
のあり方に応じてさらなる不定性が生じ得る．以下では，
このような基本不定性を除く不定性が発生しないような
条件を考える．結論は次の命題によって与えられる．以

下，行列 F, Gの列空間（列ベクトルが作る空間）をそ
れぞれ SF, SG と書く．

命題 1. ある観測成分の分布Hが与えられ，UとVがと
もにフルランクで，対応するFとGもフルランクである
とする．F，Gの列空間SF, SGの積空間をSF∩SGと書
く．基本不定性を除いて行列の分解が一意であることは，
この積空間の次元数が r2，すなわち dim(SF ∩SG) = r2

であることと同値である．

さて，この命題の証明のため，３つの補題を示す．記
述を簡潔にするため記号を定義する．GはHを与える
と構造（サイズも含む）が決まり，さらに uを与えると
行列の成分の値が確定する．この関係から，H を固定し
た場合，行列Gは uの関数になると考えてG(u) と書
く．同様に F = F(v) と書く．

補題 1. 与えられたU, Vに対して，Gがフルランクな
らば，再分解UV> = U′V′>と，G(u)T = G(u′)なる
u′を存在させるようなTは，互いに 1対 1に対応する．

証明. まず，再分解 UV> = U′V′> は，G(u)v =
G(u′)v′と書き直せる．逆の書き換えも可能なので，こ
の 2つの表現は 1対 1に対応する．ある再分解G(u)v =
G(u′)v′ が与えられたとき，題意の Tは（Gはフルラ
ンクなので）一意に決定される．逆に題意の T が一
つ与えられれば，その T は次のような再分解を一つ
与える：G(u)v → G(u)TT−1v → G(u′)T−1v →
G(u′)v′.

補題 2. フルランクの FとGが与えられたとき，Gs =
Ft なる等式を満たす (s, t)の集合を考える．sと tはそ
れぞれ線形空間を張るが，dim(SF∩SG) = kならば，そ
れら空間の次元はともに kとなり，その逆も正しい．

証明. 線形空間 SF ∩SGの次元が kのとき，正規直交系
をなす基底を k個選ぶことができる．それらを列ベクト
ルに持つ p× k行列Eを定義する．適当な正則の正方行
列RF, RG を選ぶと F = [E |F1]RF, G = [E |G1]RG

とできる．ただし，F1, G1は Eと直交する行列である
（E>F1 = E>G1 = 0）．s′ ≡ RGs, t′ ≡ RFtと置くと，
Gs = Ftは，[E |G1]s′ = [E |F1]t′ と書き換えられる．
ここから，この等式を満たす s′, t′ はともに k次元の線
形部分空間を張ると分かる．RF, RGの正則性から，s,
tもやはり k次元の線形部分空間を張る．逆は，その対
偶を考えれば明らかである．

補題 3. 基本不定性に対応する補題 1 の T について，
ベクトル Tv は線形部分空間 S0 を張り，その次元は
dim(S0) = r2 となる．

証明. 基本不定性はU′ = UA−>, V′ = VA なる r × r

行列Aだけの任意性である．このAをそのまま使って
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nr× nrのブロック対角行列T(A) = diag[A,A, . . . ,A]
を定義する．このとき Aの r2 個の成分を並べて r2 次
元のベクトル aを定義すると，Tv = Xaと書き直せる．
ここでX は vの成分を vj ごとに並べてできる nr × r2

行列である．VがフルランクであればXもフルランク
となる（X>Xが，r× r行列V>Vをブロック成分に持
つ nブロック行列となるので）．aは任意の r2次元ベク
トルであるから，Xa = Tvが r2次元の線形部分空間を
張ると分かる．

命題 1の証明. まず，十分性「dim(SF ∩ SG) = r2なら
ば基本不定性を除き分解は一意である」を示す．背理法
を使う．基本不定性以外の不定性があったと仮定する．
このとき，補題 1よりこれに対応するTが存在する．こ
のTによるベクトル s = Tvを考えると，この sは，補
題 3で論じた基本不定性に対応する空間 S0 には存在し
ないはずである．なぜなら同じ空間に存在するとすれば，
（補題 3 の aが存在し）Tは基本不定性に還元されてし
まうからである．sが張る空間を S1 と書くと，これは
S0 とは異なるので，直和空間 S2 = S0 + S1 の次元は
dim(S2) > r2 となる．これは，Gs = Ft の解となる s
の張る空間の次元が r2 を超えることを意味するが，補
題 2より，そうであれば dim(SF ∩SG) > r2となるはず
であり，最初の仮定と矛盾する．
次に，必要性を示すためにその対偶「dim(SF∩SG) 6=

r2ならば基本不定性以外の不定性が存在する」ことを示
す．補題 3 の空間 S0の次元はいつも r2あり，したがっ
て補題 2より常に dim(SF ∩ SG) ≥ r2 だから，題意の
条件は dim(SF ∩ SG) > r2 となる．ゆえに，補題 2よ
り，Gs = Ftの解 sで，S0に属さないようなものを選ぶ
ことができる．選んだ sに対応する tから，G′ ≡ G(t)
を作ることができ，さらにこれを使ってGT = G′なる
Tを作れる（T = (G>G)−1G>G′）．このTについて
GTvを作ると，これはGTv = G′v = Ft = Gs と変
形できる．ここから s = Tvであると分かる．補題 1よ
り，Tに対応する不定性が存在することが言え，さらに
s = Tvは S0に属さないから，その不定性は基本不定性
ではない．このようにして題意の不定性を実際に構成で
き，題意は示された．

なお，ここで証明した命題は，あくまで行列の再分解
可能性に関するものであり，最小化問題 φ → min.の解
の一意性に言及しているわけではないことに注意する．
つまり，φが異なる局所極小解を複数持つ可能性は否定
されない．

4 Wibergのアルゴリズム

Wibergのアルゴリズムは (4)式の最小化問題を解く
ためのものである．本節ではこのアルゴリズムを導出し，
実装方法を述べる．Wibergのアルゴリズムは，この後

述べる交互法と表面的には似ておりそのため良く混同さ
れるが，実際にはかなり異なるアルゴリズムである．こ
の違いを鮮明にするためにまず交互法を要約する．

4.1 交互法

今，φ の最小値を求めるために，方程式 ∂φ/∂u =
∂φ/∂v = 0 の解 (u,v)を探すことにする．ここで (5)式
の表記を使うと，これら導関数は形式的には，それぞれ

[
∂φ/∂u
∂φ/∂v

]
=

[
F>(Fu− y)
G>(Gv − y)

]
, (7)

と表現できる．∂φ/∂u = ∂φ/∂v = 0を独立に考えれば，
それぞれの解は形式的に

û = (F>F)−1Fy, (8a)

v̂ = (G>G)−1Gy, (8b)

と与えられる．(8a)式は，vを与えたとき，これに対し
て φを最小化する uがただちに線形計算されることを示
し，(8b)式は uが与えられれば vが同様に線形計算さ
れることを示す．この考察に基づいて適当な初期値 v(0)

（あるいは u(0)）から出発し，上の 2式にしたがって交
互に v(k) → u(k) と u(k) → v(k+1) の計算を反復するの
が交互法 [1]である．
確かにこの反復は φを単調減少させるから，いつかは

φの極小値に到達する．しかしながら φが単調に減少す
ることは確かだが，速度については何の裏づけもなく，
実際，収束速度は一般に遅い [1]．

4.2 素朴なGauss-Newtonアルゴリズム

Wibergのアルゴリズムに進む前に，(4)式に対し直接
Gauss-Newtonアルゴリズムを導いておく．まず，パラ
メータをまとめて x ≡ [u>,v>]>と書き，最小化する関
数を

φ(x) =
1
2
f>f , (9)

と表記する．ただし f = Fu − y = Gv − yである（後
述するように，分解不定性を拘束するために条件を加
える場合，f はそれに対応して付加項をもつ）．そして
dφ/dx = 0 なる x を見つけるのに，Newton法により
方程式 (dφ/x) + (d2φ/dx2)∆x = 0 の解 ∆x を使って
x+∆x → xなる更新の反復を行う．上述の f を使えば，
dφ/dxは dφ/dx = (df/dx)>fと書ける．同様に 2階微分
d2φ/dx2は d2φ/dx2 = (df/dx)>(df/dx)+(d2f/dx2)>f
となる．Gauss-Newtonアルゴリズムでは，このうち 2
番目の項 (d2f/dx2)>f を無視する．すると ∆x の更新
式は (

df
dx

)>
f +

(
df
dx

)>(
df
dx

)
∆x = 0, (10)
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あるいはそれと等価な
∥∥∥∥f +

df
dx

∆x
∥∥∥∥

2

→ min. (11)

となる．適当な初期値から出発しこのような更新を繰り
返し xを探索するのが（ここでの問題に対する）Gauss-
Newtonアルゴリズムである．

4.3 Wibergのアルゴリズムの導出

次にWibergのアルゴリズムを導出する．基本となる
アイデアは，(8a)式のように vを定めると uが線形計
算できることから，この関係を v の関数 û(v) と見て，
φ(u,v)の最小化問題を次の ψ(v)の最小化問題に書き直
そうということである：

ψ(v) ≡ φ(û(v),v). (12)

ψ(v) を最小化する解 v は，u = û(v)とともに，元の
φ(u,v) を最小にするから，書き換えた問題は元の問題
と同じ解を与えることは明らかである．
そしてこの ψ の最小化問題を解くのに，∂ψ/∂v = 0
の解を，Gauss-Newton の反復スキームによって探索す
る（この点が交互法と異なる）．前節同様，ψ(v)は

ψ(v) =
1
2
g>g, (13)

と書くことができる．ただし g = g(v) = f(û(v),v) =
Fû(v)− yである．これを使って，更新の式は

∥∥∥∥g +
dg
dv

∆v
∥∥∥∥

2

→ min. (14)

と書ける．ここで g = f(û(v),v)なので，その 1階微分
は微分の連鎖則により

dg
dv

=
∂f
∂u

dû
dv

+
∂f
∂v

. (15)

となる．ここに現れた f の偏微分は f = Fu−yなどから

∂f
∂u

= F,
∂f
∂v

= G. (16)

となる．さらに全微分 dû/dvは，次のように計算される．
û(v)の定義から，φu(û(v),v) は vのいかんに関わらず
常に零となる．したがってこの関数のvでの微分もやはり
零となるはずである．今，φu(û(v),v) = F>(Fû−y) =
F>g であるが，再びGauss-Newtonの考え方を適用し，
(dF/dv)>gの項を無視すると，右辺の微分は

d

dv
(F>g) ≈ F>

dg
dv

= F>
(

∂f
∂u

dû
dv

+
∂f
∂v

)
(17)

となる．これが 0となるはずなので，

dû
dv

= −(F>F)−1F>G (18)

を得る．これと (16)式を使うと，(15)式は

dg
dv

= (I− F(F>F)−1F>)G. (19)

と書き直せる．ここでQF ≡ I−F(F>F)−1F> を定義す
る．幾何学的にはこれは行列Fの列空間の直交補空間へ
の射影子である．このQFを使うとgはg = Fû(v)−y =
−QFy と書き直せる．これと (18)式を使うと，(14)式
は最終的に

‖QFG∆v −QFy‖2 → min. (20)

となる．更新量∆vはこの最小二乗によって定める．な
お，後述するように上の更新式には解が無数にある（こ
のことは [5]には記述がない）．これは QFG が常に特
異となる（フルランクでない）ことによる．したがって
上の式による∆v の決定には一考を要す．

4.4 更新解の計算と基本不定性の拘束

上の QF は Fの列空間の直交補空間への射影を行う
行列であるから，行列QFGのランクと第 3 節の共有部
分空間の次元数 dim(SF ∩ SG)の間には次の直接的な関
係が成り立つ：

rank(QFG) = nr − dim(SF ∩ SG).

このことと第 3節の結果から，分解の不定性は，QFGの
ランクによって確かめられることが分かる．つまり，この
ランクが nr−r2 = (n−r)rならば，基本不定性を除いて
分解は一意であると言える（また逆に，ランクがそれ以
外の値をとるのに一意になるということはない）．ランク
を計算するには例えば，QFGの特異値の比 σ(n−r)r/σ1

を閾値処理すれば良い．ランクが (n− r)rでないことを
検出したときは計算を中断する（ユーザに，観測成分が
足りず一意に分解ができない旨を伝える）．なおこの方
法では，本来H だけで不定性の判断ができるはずのと
ころを，U, Vの値をも使っている．U, V が特別な値
をとることが理由で不定となる場合もあり得て，この方
法ではその場合を分離できない．しかしながら数値計算
上は，その場合も計算を中断すべきであるから，この判
断方法はその意味では妥当である．
さて，基本不定性以外に不定性がないことがわかって

も，QFGはフルランクではないので，更新式には解が
無数に存在する．その解は次のように表現できる．

∆v = (QFG)†QFy + z. (21)

ただし，(QFG)† は QFG の一般逆行列であり，z は
QFGの零空間の任意のベクトル（QFGz = 0）である．
具体的には (QFG)†はその特異値分解をQFG → SDT>

としたとき，
(QFG)† ≡ TD̃−1S> (22)
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1. vを初期化．

2. vから Fを作り，‖Fu− y‖2を最小化する uを
計算する．

3. 収束したら終了．そうでなければ次へ．

4. uからGを作り，‖QFG∆v−QFy‖2 を最小に
する∆vを前節の方法に従って計算する．求め
た∆vを使い vを v + ∆v → vと更新する．2
へ．

図 1: 平均を推定しない場合のWibergのアルゴリズム

と与えられる．ただし，D̃−1は，Dの対角成分（すなわ
ち特異値）のうち 0でないもののみ逆数をとり，0であ
れば 0のままとした対角行列である．実際には，基本不
定性を除いて分解が一意となる場合には行列のランクは
ちょうど (n− r)rになることが分かっているから，特異
値が 0かどうかを判断する必要はなく，特異値を大きい
ものから (n− r)r個を選んで上のように逆数をとり，残
りは捨てるという機械的な操作で良い．
上述のようにこの方程式の解は，zの任意性の分だけ
存在する．理論的にはこのうちどれを選んでもよいが，
ここでは，基本解すなわち z = 0 に対応する解を選択す
る．これは |∆v|2 が最小となる∆v を決めることと等価
である．この選択にはそれ以上の特段の理由はないが，
このように解を選択するとき良い収束性能を経験的に得
ている．
更新量を決める方程式の解がこのように不定となった
のはQFGがフルランクでないためであるが，そもそも
そうなったのは基本不定性にせいであると言うこともで
きる．そう考えると，上のように更新量を恣意的に選ぶ
ことは，基本不定性に対する一種の拘束であると考える
ことができる．他のアルゴリズムでも基本不定性の拘束
は行われ，通常はそのために付加的な拘束条件が導入さ
れる．例えばU とVそれぞれが直交することを強制し
たり，これら行列の成分の一部を固定したり，あるい正
則化を行う（φ + λ1‖U‖2 + λ2‖V‖2）．このような通常
の基本不定性の拘束方法と比べると，Wibergのアルゴ
リズムにおける上述の方法はかなり異なる．Wibergの
拘束はいわば「浮動的」なもので，数値的にはあまり好
ましくないようにも見えるが，実際にはうまく働く．

4.5 まとめ（平均を推定する場合の方法）

結局，アルゴリズムは図 1のようになる．また，平均
を併せて平均する場合のアルゴリズムは次のようになる．
まず，平均からなるベクトルをm = [µ1, . . . , µn]>とし，
Ṽ ≡ [V,m]を定義し，Ṽ の行ベクトルを ṽj と表現す
る．つまり Ṽ> = [ṽ1, ṽ2, . . . ṽn]．これらの行ベクトル

1. ṽを初期化（つまりVとmを初期化）．

2. v1, . . . ,vnから Fを作り，‖Fu + m−y‖2を最
小化する uを計算する．

3. 収束したら終了，そうでなければ次へ．

4. uから G̃を作り，‖QFG̃∆v−QF(y−m)‖2 を
最小にする∆vを，平均を含まない場合同様に
求める．求めた∆vを使い vを v + ∆v → vと
更新する．2へ．

図 2: 平均を推定する場合のWibergのアルゴリズム

を縦に並べて ṽ> = [ṽ>1 , ṽ>2 , . . . ṽ>n ]を定義する．これに
よって (5)式は次のように書き換えられる：

φ(u, ṽ) = |Fu + m− y|2 = |G̃ṽ − y|2.

ここで y，u，Fは以前と同じもので，G̃ は (G̃ṽ− y)k

が u>i vj +µj−yij となるように定義された p×m(r+1)
行列である．この行列は，(6)式の Gの u>i を [ui, 1]>

によって形式的に置き換えて得られる．以上の置き換え
に伴って，基本不定性は，r2ではなくて r(r +1)のラン
クの低下を生む．不定性の判定にもこれを反映させる．
それ以外は平均を含まない場合と同じである．結局この
場合のアルゴリズムは図 2 のようになる．なお，いずれ
の場合も，ステップ 2で uを計算する際，Fのブロック
性を利用すると計算量を大幅に低減できる．

5 アルゴリズムの比較

本節では，Wibergのアルゴリズムと他のアルゴリズ
ムを計算量と収束性能について比較する．

5.1 計算量

まず，Wibergのアルゴリズムと 4.2節の素朴なGauss-
Newtonアルゴリズムの，反復一回当たりの計算量を比
較する．データのサイズが大きいときは，いずれの場合
も更新量を求めるための線形連立方程式の計算（最小二
乗）が支配的となる．係数行列がM ×N の大きさを持
つ方程式の計算量が O(MN2) と見積もれるとすると，
Wibergではそのサイズは p × nr，Gauss-Newtonでは
p× (m + n)r となるから，計算量はそれぞれ O(pn2r2),
O(p(m + n)2r2)となる．つまり，反復一回当たりの計
算量は，WibergがGauss-Newtonの n2/(m + n)2であ
る．m ≈ n であれば約 4分の 1に，m と nに差が付け
ば両者の差はいっそう大きくなる．このようにWiberg
の計算量は mによらないので，問題が行と列の入れ替
え（Y の転置を分解する）を許す場合は，行と列のうち
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その数が小さい方に Vが対応するようにその選択を行
うべきだと言える．
なお，Wibergのアルゴリズムでは，反復一回につき 2
つの方程式（‖Fu−y‖ → min.と ‖QFG∆v−QFy‖ →
min. ）を解く必要があるが，このうち最初の方程式は係
数行列のブロック性を使って計算量を低減できる．その
場合の計算量は，後の方程式に比べて無視できる程度に
小さくなる（O(mnr2)）（上述の計算量はそうした場合
のものである）．交互法でも同様にこのブロック性を利
用した計算量の低減は行える．その場合，解くべき 2つ
の方程式ともにそれが可能なので，反復一回当たりの計
算量はかなり小さくなるが，交互法は収束に到るまでの
反復回数が多く，トータルの計算量（計算時間）は他の
方法よりもむしろ大きくなることが多い [1]．

5.2 収束性能

次に，Wibergアルゴリズムと Levenberg-Marquardt
アルゴリズム（以下 LMアルゴリズム）の収束性能を比
べた．LMアルゴリズムは，Gauss-Newtonアルゴリズ
ムと最急降下法の組み合わせからなる方法であり，一般
に単体のGauss-Newtonアルゴリズムよりも優れた大域
収束性能を示す．
以下，シミュレーションデータと実画像を用いた実験
結果を順に示す．以下では 4.5の平均を推定する場合を
考える．また，LMアルゴリズムについては，実装の際，
基本不定性を拘束するのに SFM での利用を意識して，
V （カメラパラメータ側に対応）の第 1,2,3行とm の
第 1,2,3 成分を更新せず固定した．

5.2.1 シミュレーションデータ

まず，計算機でランダムに作ったデータを使って，
Wibergと LM両アルゴリズムの比較を行った．データ
はm = 30, n = 20, r = 3として作成した．さらに，デー
タは，uij , vij , µj をガウス分布N(0, 1) にてランダムに
発生させ，yij = u>i vj + µj + εij と yij を決めた．ここ
で誤差 εはガウス性N(0, σ2)である．σ = 0.05とした．
このように行列Yを生成した後，非観測成分 (i, j)をラ
ンダムに選択した．
以上のようにして作成したデータに対し，初期値のみ
をランダムに変えて，各アルゴリズムを実行した（観測
ノイズと非観測成分の分布は試行によらず固定）．非観測
成分の割合（(非観測成分の数)/mn）を，30%, 65% と
変えて行った結果を図 3, 4 に示す．図 3 は，非観測成
分が 30%の時の結果で，上の 2 つがそれぞれのアルゴ
リズムでの収束回数のヒストグラムで，下の 2つが収束
後の残差（

∑
(yij − uivj − µj)2）のヒストグラムであ

る．なお，反復は 100回で強制的に打ち切った．図から，
Wibergアルゴリズムは 100%収束したのに対し，LM ア
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図 3: Wibergと LMの収束性能の比較．行列サイズに対
する非観測成分の割合が 30%の場合．左の列がWiberg，
右がLM．上の行が収束回数．下が残差．詳細は本文参照．
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図 4: Wibergと LMの収束性能の比較．行列サイズに
対する非観測成分の割合が 65%の場合．

ルゴリズムは試行の 10% 強は（100 回の反復のうちに
は）収束しなかったことが分かる．残差のプロットから
は，Wibergはいつも正解に到達していること，LMも，
収束すれば正解に到達しているらしいことが見て取れる．
一方，非観測成分が 65%のとき（図 4）は，Wibergは
ほぼ 100%が 100回以内に収束している（また，それら
が正解であることを確認した）．これに対し LM は 100
回以内に収束したものは極めてわずかしかないことが分
かる．
以上のように，Wibergアルゴリズムはランダムな初

期値であってもほぼ収束するという，良い大域収束性を
示した．

5.2.2 実画像

次に，ターンテーブル上に物体を置き，これを固定し
たカメラで撮影しながら約 360度回転させて作った 177
枚からなる画像系列を使って，アフィンカメラの仮定の
下での SFMによる因子分解を試みた．図 5にその画像の
一部を示す．この画像系列にまず Lucas-Kanade-Tomasi
のトラッカーを適用して特徴点の軌跡を算出し，得られた
軌跡から外れ値を手で除去した．除去した結果の軌跡を
図 6左に示す．最終的に軌跡（特徴点）の総数は 106とな
り，観測データの個数は 5550(座標で数えればその 2倍)，
行列内の非観測成分の割合は 5550/(106×177) = 29.6%
となった．
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図 5: 実験に用いた画像系列．177枚のうちの 3枚．

図 6: 画像系列から抽出した特徴点の軌跡．左は初期状
態で非観測成分を含む．右はWibergアルゴリズムで計
算した因子分解結果から再構成した全特徴点の全軌跡を
表示したもの．

このデータに対し，初期値を毎回変えながら両アルゴ
リズムを実行した．100 回の試行の結果を図 7に示す．
図はいずれも，収束するまでに要した反復回数のヒスト
グラムで，図中一番上は，ランダムな初期値から始めた
Wibergの結果である．図に示されるように，Wibergは
すべて 100 回以内に収束した．一方で LMはランダム
な初期値から始めると，100 回の試行すべてで反復回
数 100 回のうちには収束しなかった．そこで，ランダ
ムな初期値ではなく，Wiberg によって算出された解を
一定の割合だけランダムに変動させたものを初期値とし
て，LM を実行した．これが図 7の 2，3番目のヒスト
グラムである．初期値は，具体的には（U, V）の各成
分に，正規乱数 α ∼ N(0, σ2

1)による (1 + α)をかけて生
成した．二つある図はそれぞれ σ1 = 0.1, 0.3 に対応す
る．σ = 0.1 つまり正解から 10%ランダムにずれた初期
値を使うと LMはほぼうまく収束しているが，30% ず
れた値を初期値とすると収束性がかなり悪くなった．こ
のことから，Wiberg のアルゴリズムは，少なくとも上
述のように基本不定性を拘束した LM アルゴリズムに比
べて，遥かに良い収束性能を持っていると言える．

6 まとめ

非観測成分を含む観測行列の因子分解について，分解
一意性の条件を導いた．条件は，非観測成分の分布が決
定する 2つの行列について，それらの列空間が共有する
部分空間の次元数によって表現される．この条件は，分
解一意性を判断するのに便利に使用できる．今後はこれ
を，射影カメラの SFMの問題の場合に拡張することを
考えている．又本稿では，Wibergのアルゴリズムの導
出過程と適切な実装方法についても述べた．実験結果が
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図 7: 図 6の軌跡を使った計算における収束回数．上か
ら順に，初期値をランダムに選んだWibergアルゴリズ
ム，正解に 10%と 30%のランダムノイズを加えたもの
を初期値として選んだ LMアルゴリズム．詳細は本文を
参照．

示すように，Wibergのアルゴリズムは大変優れた収束
性能を持っている．Wiberg がこのアルゴリズムを考え
た動機は恐らく，単純に計算量の低減にあったのではな
いかと推察されるが，結果的に優れた収束性能を実現し
ている．収束性能が向上する理由は不明だが，Buchanan
らが [1]で交互法に人気があるのは初期収束速度が速い
ためであるという指摘を行っていることと関係があるか
もしれない．
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