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概要: スケールフリーなネットワークの生成モデルを提案する．このようなモデルとしては
Barabási-Albertモデルがよく知られているが，このモデルでノード数の多い現実のネットワーク
を再現しようとすると，クラスタリング係数が非常に小さくなるという問題があった．この問題
は，われわれのモデルによって解決することができる．また，われわれのモデルは創発的なつま
り局所的な相互作用のみでネットワークを生成することができる．そのため，スケールフリーな
ネットワークを生成する際によく用いられる優先的選択を必要としない．
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Abstract: Scale-free network generation model is proposed. Barabási-Albert model is well-known

to generate scale-free networks. That model, however, has trouble reproducing large real networks,

because the clustering coefficients of networks generated by that are too small. This problem is

settled by our model. In addition, our model is an emergent one, i.e., only local interactions are

needed to generate networks. Thus, it does not require the preferential attachment that is usually

required to generate scale-free networks.
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1 はじめに

複雑系のシステムはネットワークとしてみると理解
できることが期待されている [2]．現実のネットワーク
を離れてネットワークを抽象的に理解するためには，
モデルが必要である．では，モデルの善し悪しはどの
ように判断したらよいだろうか．対象の実ネットワー
クをそのまま再現するようなものでは意味がない．こ
こでは，対象の実ネットワークと統計的指標が同じに
なるようなネットワークを生成できるモデルをよいモ
デルと考える．

Erdős たちはランダム・グラフを用いて，系のサイ
ズに対して任意のノード間の距離を非常に小さくでき

ることを示した．Wattsと Strongatzはクラスタに分か
れた系を生成するモデルと，クラスタリングの度合い
の指標クラスタリング係数を提案した．Barabásiたち
は現実のネットワークにはそれまでのモデルでは説明
できないような多数のリンクを持つノードがあること
（スケールフリー性）を発見し，それを再現するような
モデルを提案した．このようにネットワークについて
の理解は深まってきたように見えるが，Barabásiたち
のモデルではクラスタの存在を説明できない．つまり，
彼らのモデルで生成されるネットワークはクラスタリ
ング係数が小さいのである．
そのため，スケールフリー性を持ちながら，クラス
タリング係数の大きなネットワークを生成するような
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モデルが求められる．本論文ではそのようなモデルを
提案する．
本論文の構成は次のとおりである．第 2章ではよく
知られた統計的指標をまとめる．第 3 章では既存の
ネットワーク・モデルを概観する．第 4章でわれわれ
のモデルを提案する．第 5章では現実のネットワーク
の統計的指標をモデルを用いて再現することを試みる．
第 6章では第 5章の結果について考察し，第 7章で本
論文をまとめる．

2 ネットワークに関する統計的指標

ネットワークはその表現であるグラフ G = (V, E)を
与えることで一意に決まる．ここで V は頂点の集合，
E は辺の集合である．
ネットワークに関する統計的指標には次のようなも
のがある．

• ノード数 (N = |V |)
• リンク数の分布
• ノード間最短距離の平均 (�)

• クラスタリング係数 (C)

• スペクトル密度

リンク数の分布は，リンクを k 本持つノードの割
合 P(k) で定義される．分布がよく知られた形になる
場合には，さらに詳細な指標を用いることができる．
たとえば，後述のランダム・グラフにおいて，分布は
ポアソン分布となるが，その際にはリンク数の平均
〈k〉 = ∑

kP(k) が分布の典型的なスケールになる．分
布が巾乗則 (P(k) ∝ k−γ) になる場合には，その巾 γ も
ネットワークの指標となる．
ただし，P(k)をそのまま両対数プロットして直線を
フィットさせると，点の少ない領域の影響が非常に大き
くなる．そのため，対数軸上で区間を等分割し，その区
間ごとの頻度を計算するのがふつうである (logarithmic

binning)．ただし，この場合には等分割の方法などに
よって γ は変化する．つまり，γ は明確に定義できる
指標ではない．本論文では，全体を [1.2(1+ log2 N)]分
割し，さらに全体の 2% 以上の点を含む bin のみを用
いて直線をフィットさせている．
ノード間最短距離の平均 � の計算量は，疎グラフの
全点間の最短経路を求める Johnsonのアルゴリズムを
用いるならば O(N2 log N + N |E|)となるが [5]，この計

算量は小さくない．また，グラフが連結でないと � は
定義されないが，その場合には最大のクラスタに属す
るノード間の最短距離の平均ということにする．
クラスタリング係数 C の定義は次のとおりである

[9]．
C =

1
N

∑ 2Ei

ki(ki − 1)
. (1)

ここで ki は i 番目のノードが持つリンクの数，Ei は i

番目のノードにつながっているノード同士のリンクの
数である．C はネットワークのクラスタリングの度合
いを表す指標であり，大きい C はよくクラスタリング
されていることを示す．
スペクトル密度の定義は次のとおりである [1]．

ρ(λ) =
1
N

N∑
j=1

δ(λ − λ j). (2)

ここで λ j はグラフの隣接行列の固有値である．この ρ
はグラフのトポロジー的な特徴を表すことが知られて
いるが [1]，本論文では用いない．

3 ネットワーク・モデル

3.1 ランダム・グラフ (RG)

ランダム・グラフ (RG) は任意の 2 ノードが確率 p

でつながっているようなグラフである．このグラフは
ノード数 N と接続確率 pを与えれば生成できる．

RGの統計的指標は次のとおりである [1]．

〈k〉 = p(n − 1) � pn
(
p
(
N
2

)
= N〈k〉/2より

)
, (3)

� ∼ log N/ log〈k〉 � log N/ log pN (〈k〉� ∼ N より),
(4)

C = p, (5)

P(k) =
(
N − 1

k

)
pk(1 − p)N−1−k. (6)

N が大きいとき，P(k)はポアソン分布 exp(−〈k〉)〈k〉k/k!

に近づく．
3.2 スケールフリー・ランダム・グラフ (SFR)

スケールフリー・ランダム・グラフ (SFR)は P(k)が
典型的なスケールを持たないようなグラフである．数
種類のモデルが提案されているが，ここでは次のよう
にして P(k) が巾乗則の分布になるようなグラフを生
成する [7]（本論文と異なり，文献 [7]では分布関数に
カット・オフが導入されている）．
このグラフはノード数 N と巾 γを与えれば次のよう
に生成できる．
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図 1 γ = 2の SFR で生成したネットワーク
の � と C（10個のグラフの平均値，エラー・
バーは標準偏差．）

1. P(k) = Ck−γ に従って N 個の乱数 ki を生成する
（ただし C = 1/

∑N
k=1 k−γ）．

2.
∑

ki が奇数だったら 1に戻ってやり直す．
3. 1 から N までの整数を 2 つ (m, n)，一様に生成
する．

4. km � 0 ∧ kn � 0ならば m番目のノードと n番目
のノードを結び，km と kn を 1減らす*1．

5. すべての ki が 0ならば終了．そうでなければ 4

に戻る．

このネットワークに関する統計的指標は図 1のよう
になる．� は N とともに増加，C は log N の一次関数
で減少する傾向がある．
3.3 Watts-Strongatzモデル (WS)

Watts-Strongatz モデル (WS) は格子のようなグラフ
と RGを補間するようなグラフである [9]．
このグラフはノード数 N とリンク数 K（偶数），確
率 pを与えれば生成できる．まず，最も近い K/2個の
ノードがつながっているような円環グラフを生成し，
各ノードの各リンクについて，そのリンク先を確率 p

でランダムに変更すればよい．
このネットワークに関する統計的指標には次のよう
な性質があることが知られている [9, 4]．

• C はランダム・グラフと比べて大きな値で，N

に依らない．

*1この方法はすでにリンクが張られているかどうかを検査しない．
そのため，生成されるグラフは厳密には P(k)に従わない．検査
を導入するとこのアルゴリズムは停止しなくなる可能性がある
ため，この問題を回避するには根本的な修正が必要になる．
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図 2 m0 = m = 5 の BA で生成したネット
ワークの �と C，γ（10個のグラフの平均値，
エラー・バーは標準偏差．）

• N が大きいところでは，�は logN の一次関数で
増加する．
• �, C ともに pが増加すると減少する．ただし，�
の減少のほうが速い．
• P(k) は 〈k〉 = K 付近にピークを持ち，k が大き
くなると指数的に減少する．

3.4 Barabási-Albertモデル (BA)

Barabási-Albert モデル (BA) はスケールフリーなネ
ットワークの起源を説明するために考案されたモデル
である [3]．このモデルは，成長と優先的選択という 2

つのルールからなり，生成されるネットワークの P(k)

は巾乗則になる．

成長 まずサイズ m0 の小さいコアを作り，ノードを追
加していくことでネットワークを生成する．

優先的選択 新たに追加されるノードは，既存のノー
ド m個との間にリンクを張る．ただし，m個の
ノードはそのリンク数 k に比例した確率で選択
される．つまり，i番目のノードが選択される確
率は ki/

∑
k j である.

よって，BAはノード数 N とコア・サイズ m0，新しい
ノードのリンク数 mを与えれば生成できる．
このネットワークに関する統計的指標の理論的解析
は文献 [1] などで与えられているが，実際に生成して
調べると図 2のようになる．
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4 提案するモデル (YB)

本論文では新しいネットワーク生成モデル (YB) を
提案する．
4.1 YBの生成法

YB の生成方法は次のとおりである（図 3も参照）．
このネットワークはノード数 N とコア・サイズ m0，リ
ンク数 mをを与えると生成できる．

1. サイズ m0 のコアを作る．
2. ノード数が N になったら終了．
3. ランダムにノード A（図では 2）を選び，Aにつ
ながるノード B（図では 5）を新たに 1 つ生成
する．

4. B にリンクを追加する．ただし，その接続先は
すでに Bにつながっているノード（はじめは A

のみ）とつながっているノード（図では 3と 4）
から選ぶ（図では 4を選んだ）．

5. Bが持つリンクが m本になったら 2に戻る．

第 4段階においては 2ステップで行けるノードに新
たなリンクを張るが，そのうちの特定のノードが選択
される確率は，そのノードへの経路の数に比例するよ
うにする．そのためには，すでに接続されているノー
ド（1ステップで行ける）に接続されているノード（2

ステップで行ける）のリストを単純に連結し，その中
からノードを等確率で選択すればよい．また，ノード
が平等に選択されるようにするためには，リストを連
結する際に，重複を取り除けばよい．いずれにしても，
このような変更によって YB の定性的な性質は変化し
ない．
4.2 YBの特徴・他モデルとの相違点
計算機シミュレーションによって，YB は次のよう
な性質を持つことを確認できる．

スモールワールド性 1 �が N に比べて小さい．また，
� の増加は N の増加に比べて遅い．これは RG,

SFR, WS, BAに共通の性質である．
スモールワールド性 2 Cが大きい，つまりクラスタリ

ングの度合いが高い．これはWSが持つ性質で
ある．N が増加すると C は減少するが，その変
化は log N の緩やかな一次関数であり，BAの場
合に比べて遅い．

スケールフリー性 P(k)が巾乗則に従う（図 4）．これ
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図 3 YBにノードを追加する方法．（左）ま
ずランダムにノードを選び (2)，そこに新しい
ノード (5)を接続する．（中央）新しいノード
(5)に追加するリンクは，そのノード (5)から
2ステップで行けるところにあるノード (3,4)
から選ぶ．（右）選んだノード (4) と新しい
ノード (5)を接続する．

は SFRと BAが持つ性質である．
創発性 ネットワークの生成において，局所的な情報

しか利用しない．上述の 4 つのモデルはこの性
質を持っていない．

創発的でないモデルは，全体的な視点なしには生成
することができない．他のモデルは次のような理由で
創発的ではない．

RG 任意の 2 ノードを確率 p で接続するためには，
まず 2つのノードを選択できなければならない．
そのためにはすべてのノードを知っていなけれ
ばならない．

WS リンク先はランダムに変更されるが，すべての
ノードを知っていなければ新しい接続先を選べ
ない．

SFR, BA すべてのノードのリンク数をつねに知って
いなければ，新たな接続先を選択できない．

上述の YBの生成法では，新たにノードを追加する際，
まずランダムにノードを選び，そこに新しいノードを
接続していたが，これと等価な操作を全体的な視点なし
に実現することは可能である．そのためには，各ノー
ドに確率 1/N で新しいノードを付加するようにすれば
よい．
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図 4 N = 1000, m0 = m = 5の YBで生成し
たネットワークの P(k)．巾乗則に従っている
ことがわかる．
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図 5 m0 = m = 5 の YB で生成したネット
ワークの �と C，γ（10個のグラフの平均値，
エラー・バーは標準偏差．）

5 モデルによる実ネットワークの再現

現実に存在するネットワークの統計的指標を，モデ
ルから生成したネットワークで再現することを試みる．
対象とする実ネットワークは表 1のとおりである．
ネットワークを生成する際，そのノード数 N は目標
の実ネットワークと同じにする．それ以外のパラメー
タも，統計的指標から容易に制限できるならばその値
に固定する．たとえば，ランダム・グラフ (RG) にお
いては，任意のノード間にリンクを張る確率 p がパ
ラメータであるが，目標とする統計的指標の一つであ
る平均リンク数 〈k〉 から容易に制限できる．つまり，
pN(N − 1)/2 = N〈k〉/2 でなければならない．よって，
RGのパラメータ pは p = 〈k〉/(n − 1)と一意に定まる．
これは N と 〈k〉をあわせることの優先順位を高くする
ことを意味するが，これは制約がわかりやすいだけの
ためである．

表 1 再現を試みる実ネットワーク（指定の
ないものは [1]より）

N γ 〈k〉 � C
Ythan food web (Yt) 134 1.05 8.7 2.43 0.22
Silwood food web (Si) 154 1.13 4.75 3.4 0.15
S. cereviciae (Sc)[6] 1869 2.4 2.36 6.81 0.067
Yeast protein (Ye)[8] 2361 1.40 5.86 4.38 0.13
LANL co-auth. (La) 52909 9.7 5.9 0.43
Math. co-auth. (Ma) 70975 2.5 3.9 9.5 0.59

5.1 ランダム・グラフ (RG)

ランダム・グラフ (RG) のパラメータはノード数 N

と接続確率 p である（3.1節）．N は目標のネットワー
クの値を用いる．上述のように pは目標のネットワー
クのノードあたりの平均リンク数 〈k〉 から一意に決ま
る．よって，RGには自由なパラメータはない．
5.2 スケールフリー・ランダム・グラフ (SFR)

スケールフリー・ランダム・グラフ (SFR)のパラメー
タはノード数 N と巾乗則の係数 γ であるが（3.2節），
どちらも目標のネットワークの値を用いる．文献 [7]

で用いられているようなカット・オフなどを導入して
いるならば（つまり分布関数にもう一つパラメータが
あれば），〈k〉 = ∑

kP(k) の関係から平均リンク数もあ
わせることができるが，ここではモデルを単純に保つ
ため採用しない．よって，SFR には自由なパラメータ
はない．
先述のように γ はよく定義された量ではないため，
目標のネットワークの γを SFRで用いても，その γが
再現されるわけではないことに注意してほしい．
5.3 Watts-Strongatzモデル (WS)

Watts-Strongatz モデル (WS) のパラメータはノード
数 N と初期状態のノードが持つリンク数 k，リンク
の張り替え確率 p である（3.3節）．N は目標のネット
ワークの値を用いる．kは目標のネットワークの 〈k〉に
もっとも近い偶数とする．以上から，p のみがWS の
自由なパラメータとなる．

WS はスケールフリーにはならないため，実ネット
ワークの統計的指標のうち，再現できる可能性がある
のは � と C である．目標のネットワークのものを �G,

CG，WSで生成したネットワークのものを �, C と書く
ことにし，再現のよさを，

RMS error =

√
w�

(
� − �G
�G

)2

+ wC

(
C − CG

CG

)2

(7)
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図 6 Ythan food webをWSで再現する場合の RMS error

のような関数で表す．ここで w は適当な重みである
（ここでは w� = 1, wC = 0.1とする）．この関数の最小
値を与える pを求めればよい．
例として，Ytを再現する場合の RMS errorを図 6に
示す．RMS error は複雑な形にはならないため，簡単
に最小化できる．
5.4 Barabási-Albertモデル (BA)，YBモデル

Barabási-Albertモデル (BA)・YBモデルのパラメー
タは，ノード数 N とコア・サイズ m0，成長時に新しい
ノードが持つリンクの数 m である（3.4,4.1節）．N は
目標のネットワークの値を用いる．生成されるネット
ワークは 〈k〉 � 2mとなるため，逆に目標のネットワー
クの 〈k〉からモデルの mを制限することができる．こ
こでは 〈k〉/2に最も近い整数を採用するが，この値が 2

未満の場合は 2とする．よって，BA・YBの自由なパ
ラメータは m0 となる．このパラメータを変化させて
式 (7)を最小化する．

BA・YBともにコアは完全グラフとする．
5.5 結果
モデルを使って生成したネットワークの統計的指標
を表 2に示す．理論的な期待値が知られている場合で
も，実際に生成したネットワークの指標を求ている．
5.6 ネットワーク・サイズと C が大きい場合
サイズが大きいネットワークは統計的指標の計算
量が膨大になる．そのため，ここではサイズが小さい
場合の傾向を外押する．対象にする実ネットワークは
LANL co-authorship (La) と Math. co-authorship (Ma)

である（表 1）．
まず，BAと YBそれぞれについて，ネットワーク・
サイズ N を 2000程度に限定してクラスタリング係数
C を調べる．

表 2 モデルを使って再現した統計的指標（誤
差が 20%以下のものを枠で囲っている）

Yt Si Sc Ye
real N 134 154 1869 2361

γ 1.05 1.13 2.4 1.40
〈k〉 8.7 4.75 2.36 5.86
� 2.43 3.4 6.81 4.38
C 0.22 0.15 0.0672 0.130

RG � 2.49 3.39 8.36 4.61
C 0.062 0.032 8.64 × 10−4 2.62−3

SFR γ 0.803 0.90 1.61
〈k〉 13 11.5 1.83
� 2.63 2.8 4.70
C 0.24 0.21 0.0257

WS 〈k〉 8 4 4 6
p 0.35 0.38 0.5 0.42
� 2.71 4.10 6.08 4.92
C 0.20 0.20 0.0689 0.121

BA m0 12 6 13 33
γ 1.58 2.13 2.61 2.71
� 2.42 3.2 3.96 3.25
C 0.22 0.14 0.0504 0.0980

YB m0 12 6 6 12
γ 1.70 1.97 2.28 2.46
� 2.58 4.13 6.84 4.88
C 0.48 0.69 0.697 0.569

表 3 外挿による C の見積もり

N C CBA CYB

LANL co-auth. (La) 52909 0.43 1.9 × 10−3 0.32
Math. co-auth. (Ma) 70975 0.59 1.2 × 10−3 0.69

BAの場合，C ∼ N−0.75 となることが知られているた
め [1]，この関数をフィットさせると，La については
C � 6.70N−0.75，Maについては C � 5.15N−0.75 となる
（図 7,8）．

YBの場合，log N の一次関数だと仮定してフィット
させると，Laについては C � 0.491− 0.0360 log n，Ma

については C � 0.704 − 0.00298 log nとなる（図 7,8）．
こうして得られた傾向を実際のサイズまで外挿する
と表 3のようになる．

6 考察

表 2をみるとわかるように，Watts-Strongatz モデル
(WS) は現実のネットワークの � と C をよく再現でき
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図 7 LANL co-authorshipの C を見積もる準
備．各点は m0 = m = 5 で生成した 5 個の
ネットワークの平均である．
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図 8 Math. co-authorshipの C を見積もる準
備．各点は m0 = 5, m = 2で生成した 5 個の
ネットワークの平均である．

る．これは WS の � と C がパラメータに対して異な
る振る舞いをするため（どちらも pが増加すると減少
するが，C の減少のほうが �の減少よりも遅い），pを
うまく調整することで，両方の指標を実ネットワーク
にあわせることができるからである．しかし，WS の
P(k)は巾乗則にはならないため，それが本質的に重要
な場面では使えないだろう．

Barabási-Albert モデル (BA) は実ネットワークのサ
イズが小さい場合には，統計的指標をよく再現できる．
しかしながら，表 3で見たように，サイズが大きくなる
とクラスタリング係数 C が急速に小さくなるため，大
きなネットワークのクラスタリングを説明できない．

YB モデルはこの問題を解決できる．C をさらに実
ネットワークに近づけたければ，YBの生成法（4.1節）
の第 4ステップの後で，リンクをランダムにつなぎ変
えるような操作を導入すればよい．これによって，C

は小さくなるため，実ネットワークにより近くするこ
とができる．しかし，この操作は局所的な情報のみで

は行えないため，これを採用するとモデルは創発的で
はなくなる．

Barabási らは，スケールフリーなネットワークを生
成するためには，成長と優先的選択が必須だと主張し
ている [2, 1]．しかしながら，本論文で提案した YBは
優先的選択を用いていないにもかかわらず，スケール
フリーなネットワークを生成する．よって，少なくと
も優先的選択は必須ではないことが明確に示された．

7 おわりに・今後の課題

スケールフリーでクラスタリング係数の大きいネッ
トワークを生成するためのモデルを提案した．実際，
既存のモデルでは同時に再現することができなかった
この 2つの性質を持つことを，計算機シミュレーショ
ンで示した．
このモデルは局所的な相互作用のみでネットワーク
を生成する，創発的なモデルである．これはネットワー
クの統計的指標と異なり，定量的にとらえることが難
しい概念であるが，このような考え方は現実に存在す
るネットワークの起源を理解する際に役立つだろう．
本論文ではネットワーク・サイズが小さいところで
シミュレートし，結果を外挿するという手法を採用し
たが，理論的な解析を進めることで，サイズが非常に
大きくなった場合の振る舞いを高い精度で予測できる
ようにする必要があるだろう．
ここで提案したモデルには自由度が少ないという問
題もある．現実のネットワークをさらに精度よく再現
できるようにするためには，可変のパラメータをいく
つか持った，豊かなモデルを作る必要があるだろう．
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