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 現在、コンピュータグラフィックスにおいて、テクスチャリングは不可欠なものとなっている。本研究は、反復

関数系(Iterated Function System : IFS)の持つフラクタル性、またその描画アルゴリズムである Chaos Game 

Algorithm とポイントレンダリングとの類似性に着目し、IFS をテクスチャ生成と描画に用いることを目指す。ベ

ジエ曲面を（確率付き）IFS に変換し、その不変測度をテクスチャとして用いることにより、物体のテクスチャリ

ングと描画の両方を IFS によって実現した。まずベジエ曲線、IFS について述べ、ベジエ曲線から IFS への変換手

法を説明し、本手法のベジエ曲面への適用を示す。 
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Recently, texturing is an indispensable tool in computer graphics. We notice fractality and similarity 

between point rendering and Chaos Game Algorithm in Iterated Function System (IFS). The goal of this 
research is the utilization of IFS for both generating texture and drawing geometry. We achieve this goal by 
transforming Bezier surface into the IFS attractor, and by using invariant measure of IFS as a texture. First, 
we describe about the Bezier curve and IFS, and explain how to transform Bezier curve into IFS. Finally, we 
show the application of this method into Bezier surface. 

 
 

１．はじめに 
現在、コンピュータグラフィックスにおいて、テクスチ

ャリングは不可欠な技術となっている。テクスチャの利用

例としては、通常のテクスチャマッピングやディスプレイ

スマッピング、HyperTexture 等[1]が挙げられるが、これ

らに共通して言えることは、立方体や球などの物体に、色

や不透明度と言ったパラメータを与える、３次元実数空間

による関数である、と言うことである。 

一方、物体のモデリング方法には、主にポリゴンモデリ

ング、プリミティブを組み合わせる CSG 表現、NURBS 曲面

によるモデリング等がある。本研究では、扱いが容易であ

ることから、ベジエ曲面[2]によるモデリングについて見て

いく。 

ところで、フラクタル画像の生成に、（確率付き）反復

関数系(Iterated Function System : IFS) [3]という手法

がある。IFS は、アトラクタと呼ばれるモノクロ画像と、

それに濃淡値を付加した不変測度を持つ。また、それらの

描画手法に、点のプロットを基本とする Chaos Game 

Algorithm が存在する。IFS の主な適用としては、フラク

タル画像圧縮が挙げられるが、jpeg等の既存手法より優れ

た結果が出ているとはいい難いのが実情である。 

そこで本研究では、IFS をテクスチャ生成に用いること

を提案する。IFS を用いると、アトラクタで幾何形状を、

不変測度でテクスチャを表現することが可能である。アト

ラクタ、不変測度は共にフラクタルになる。樹木など、多

くの自然物にはフラクタル性が見られ、それらの表現に

IFS を用いる事は妥当だといえる。また、アトラクタも不

変測度もスケールに依存せず、視点の接近などの影響を受

けない。また、描画に Chaos Game Algorithm を用いる事

で、ポイントレンダリングも可能である。さらに、生成手

法は確立されていないものの、任意のアトラクタや不変測

度を生成可能であることがCollageの定理により保証され

ている。 

本研究では、ベジエ曲面でモデリングされた物体を IFS
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へ変換することで、物体の概形をアトラクタに持つIFSを

生成し、その不変測度をテクスチャとして用いることによ

り、物体のテクスチャリングと描画の両方をIFSによって

実現することを目的とする。 

 

 

２．ベジエ曲線 

 ベジエ曲線はパラメトリック曲線の一つである。 次ベ

ジエ曲線は、 個の制御点で記述される。本研究では

３次ベジエ曲線を扱った。 をそれぞれ制御点

の位置ベクトルとすると、３次ベジエ曲線 は、 
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となる。図１に、３次ベジエ曲線の例を示す。 

 

図 1   ３次ベジエ曲線 

 

 

３．ベジエ曲面 

 ベジエ曲面はパラメトリック曲面の一つである。 mn× 次

ベジエ曲面は、 )1()1( +×+ mn 個の制御点で記述される。

ni ≤≤0 、 mj ≤≤0 について、 を制御点の位置ベク

トルとすると、

ijP
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と定義される。ただし、 1,0 ≤≤ vu  

また、 ( )tBni はベジエ曲線と同様、Bernstein関数である。 

なお、本研究では双３次ベジエ曲面を扱った。すなわち、

3==mn 。 

 

 

４．Iterated Function System (IFS) 

 （確率付き）IFS は、完備な距離空間X 、n個の縮小写

像 XXi →:ω 、確率 によって、 ip

{ }nn ppX ,,;,,; 11 LL ωω  

と定義される。距離空間 X によるハウスドルフ空間を

( )XH 、 ( )XHC∈ とすると、 

( ) ( ){ }U
n

i
i CccCW

1

:
=

∈= ω  

と定義される写像 ( ) (XHXHW →: )は縮小写像になる。

よって、点列{ }∞=1)( n
n CW o はある収束点Aを持ち、この点

をアトラクタと言う。すなわち、 

( )CWA n

n

o

→∞
= lim  

また、 F をフィールド、 （ただしFAi ∈ Ni∈ 、

φ=∩ ji AA ）とすると、 

∑
∞

=

∞
= =∪

1
1 )()(

i
iii AA µµ  

を満たすような関数 ),0[: ∞→Fµ を測度(measure)とい

う。特に、 )(XΡ をハッチンソン空間、 )(XΡ∈ν を正規

化Borel測度とし、 )()(: XXM Ρ→Ρ を 
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をIFSの不変測度(invariant measure)という。 

 

IFSのアトラクタを描画するアルゴリズムに、Chaos Game 

Algorithmがある。これは、ある点 に、IFSコード

内の確率に従って変換を選択し、

Xxn ∈
( )nin xx ω=+1 とするアル

ゴリズムである。得られた点列をプロットしていくことで、

アトラクタを近似的に描くことができる。この時、点の密

度が不変測度になる。すなわち、BをBorel部分集合とし

て、 

⎭
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BB

n

に含まれる点の数µ  

 なお、IFSの写像としては、アフィン変換を用いるのが一

般的である。本研究でもアフィン変換のみを扱っている。 

 

 

５．IFSによるテクスチャリング 

それでは、IFS によるテクスチャリングについて説明す

る。テクスチャリングにおいて、最も簡単なものはテクス

チャマッピングである。テクスチャマッピングでは、２次

元画像を生成し、その後にベジエ曲面のパラメータ に

従って曲面上にマッピングする。IFS はアトラクタとアト

ラクタ上に定義される不変測度を生成できるので、2 次元

実数空間上のIFSを作成し、その不変測度の

vu,

]1,0[]1,0[ × 部

分をテクスチャ画像として用いれば良い。しかし、これで

は描画の際に IFS の Chaos Game Algorithm を用いること

ができない。 

Chaos Game Algorithmを用いるためには、ベジエ曲面の

描画にもIFSを用いる必要がある。しかし、これも難しい

ものではない。IFSのアトラクタを の空間全体

と定義すれば、ベジエ曲面 に対応するので、Chaos Game 

Algorithm で出てきた点 を Bernstein 関数に代入す

れば、ベジエ曲面をChaos Game Algorithmで描画できる。 

]1,0[]1,0[ ×

vu,
),( vu

本研究ではこれをさらにもう一歩進め、ベジエ曲面自体

をアトラクタに持つIFSの導出を目指している。これによ

り、IFS コードに変更を加えることで、幾何形状そのもの

にフラクタル性を持たせることができると考えたためで

ある。 

 

 

６．ベジエ曲線からIFSへの変換 

ベジエ曲線のIFSへの変換手法について説明する。説明

には３次元空間上の３次ベジエ曲線を用いる。３次ベジエ

曲線をアトラクタに持つIFSの導出は一般に困難であるた

め、本研究ではBernstein関数をIFS化する手法を用いた。

本手法の基本概念を図４に示す。 

 

図 2  本手法の基本概念 

まず、４次元実数空間を考える。この空間上で、曲線 ( )tB
を、 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tBtBtBtBtB 3
3
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と定義する。ただし、tは媒介変数で、  10 ≤≤ t
以後、この曲線 ( )tB を、Bernstein関数曲線と呼ぶ。この

Bernstein関数曲線によって、３次ベジエ曲線 は次の

ように再定義される。 
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ただし、 は制御点、iP 3,2,1,0=i  

 次に、縮小写像を計算する。縮小写像が存在すると仮定

した時、仮に Bernstein 関数曲線を 2
1=t で２つに分割

できるとすると、 
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となるはずである。ただし、 に対して、

はアフィン変換であり、 

2,1=i

44: RRi →ω

( ) iii TxAx +=ω  

iAは４×４の行列、 は４次元列ベクトルである。 iT
なお本手法では、Bernstein関数曲線を、媒介変数tによ

る任意の点で任意の数に分割することができる。そのため

には、Bernstein 関数曲線のtに t2
1 などの１次式を代入

し、合成関数を求めればよい。分割の位置や個数により、

描画される曲線が変化することはない。 

次に、先の仮定で立てた式を変数tによる恒等式と見な

し、これを解くことでアフィン変換のパラメータを決める。

本研究ではこれを行列の掃き出し法によって求めた。導出

されたアフィン変換は、列ベクトル の要素による１次式

の形になる。 

iT

ここで適当な列ベクトル を代入すれば、アフィン変換

を求めることができる。しかし、これらのアフィン変換は

代入する によって縮小係数 が異なり、場合によっては

が 1 以上の値になってしまう。これは

iT

iT is

is 10 <≤ is という

縮小写像の定義に反する。そこで本研究では、縮小係数を

最小にする を求める、という最適値問題を解くことで

を決定した。導出方法には山登り法を用いた。実際に求め

たアフィン変換を以下に示す。 
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このアフィン変換の縮小係数はどちらも 4
3 である。 

 これらにより、{ }21,21;,; 21
4 ωωR というIFSによっ

て Bernstein 関数曲線を表すことができた。 本手法を用

いて描いたベジエ曲線を図３に示す。図１のベジエ曲線と

同じ制御点を用いているため、図１と全く同じ曲線を描い

ていることが見て取れる。 

 なお、本論文では
2
1=t で２つに分割したが、これは分

割の１例である。本手法では、任意のtで、任意の数に分

割することが可能である。 

 

図 3  IFSによるベジエ曲線 

 

 

７．ベジエ曲面への適用 

 先に述べたベジエ曲線の変換手法を、双３次ベジエ曲面

に適用した。すなわち、２つの Bernstein 関数 、

をそれぞれ先の手法でIFS化し、その組み合わせに

よってベジエ曲面を導出した。 

)(3 uBi

)(3 vBj

 図４に、本手法によって描画した Utah TeaPot を示す。

描画には Chaos Game Algorithm によるポイントレンダリ

ングを用いている。 
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図 4  IFSによるベジエ曲面(Utah TeaPot) 

 

 

８．不変測度によるテクスチャリング 

上で示したUtah Teapot に対し、IFS の不変測度を使用

したテクスチャリングを行った。 

まず、最も簡単な例として、ベジエ曲面をランダムに格

子状に区切るIFSを用いたテクスチャリングを行った。結

果を図５に示す。 

 

図 5  ランダム格子型 IFSによるテクスチャ 

単に格子状に区切っただけであるため、パッチの縦横に

線が走り、単純な模様になってしまっている。 

次に、IFSの重なりを許した場合の例を図６に示す。 

 

図 6  重なりを許した IFSによるテクスチャ 

これは上下対称のIFSではあるが、複雑な模様に見える。

ただし、全てのパッチに同じ不変測度をマッピングしてい

るため、各パッチに一つの模様という規則性が見えてしま

っている。 

なお、現段階では形状はベジエ曲面そのものであるため、

図６は２次元平面状のIFS 
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をテクスチャマッピングしたものと等価になっている。 

 

 

９．おわりに 

本研究は、反復関数系(Iterated Function System : IFS)
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の持つ、フラクタル性や描画アルゴリズムのポイントレン

ダリングとの類似性に着目し、その不変測度をテクスチャ

として用いることを提案した。また、対象となる形状をベ

ジエ曲面で表現されたものとし、ベジエ曲面をIFSに変換

することで、Chaos Game Algorithmを用いたポイントレン

ダリングによる描画と、不変測度によるテクスチャ生成を

IFSで実現した。 

ベジエ曲面からIFSへの変換方法として、４次元空間上

のBernstein関数曲線を考え、これをIFS化し、出てきた

点を変換して描画した。この方法は、IFS コードに変更を

加えることで、幾何形状そのものにフラクタル性を与える

ために取られた。 

また、IFS の不変測度によるテクスチャの例を２つ挙げ

た。これにより、特に重なりを許したIFSの場合、極めて

複雑なパターンを生成できうる事を示した。 

 

今後の課題として、IFS コードを最適値問題で導出する

際の解導出アルゴリズムの変更が挙げられる。本手法では、

縮小係数が 1 未満に収まっていれば支障はない。しかし、

この問題は多峰性であり、現在の山登り法で必ず縮小係数

が1未満になるという保証はない。 

また、ベジエ曲面への適用において、現在は２つの変数

Bernstein 関数を独立に IFS 化しているが、これを変更し

４次元 IFS×２ではなく、８次元 IFS×１とすることで、

より複雑なIFSが適用可能になると考えられる。 

本研究では、幾何形状におけるフラクタル表現を可能に

するため、単純な２次元画像生成ではなく、４次元の IFS

を導出した。しかし幾何形状の変更はまだ試していないた

め、IFS コードを具体的にどのように変更すればよいのか

を調べる必要がある。 

IFS は、フラクタル形状を生成する際に有効な手法であ

るが、決定論的フラクタルしか生成できず、統計的フラク

タルを生成することはできない、という欠点がある。それ

に対し、雲や樹木などの自然物の多くは統計的フラクタル

形状である。そのため、本手法で求めたIFSをどう変更し

ても、実際の自然物のような統計的フラクタル形状を生成

することはできない。しかしこれは、IFS に用いる変換を

アフィン変換以外のものにすることで規則性を感じにく

くしたり、IFS を拡張した LRIFS[4,5]を用いて統計的フラ

クタル性を持たせたりすることによって改善できると考

えられる。 

また、本手法を拡張することにより、有理ベジエ曲線や

他のパラメトリック曲線をIFS化することも可能であると

考えられる。 
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