
Edge CollapseとSizing Functionを用いた
等方的メッシュへの簡略化法

森口 昌樹　　杉原 厚吉
東京大学大学院 情報理工学系研究科

数理情報学専攻
{Masaki Moriguchi, sugihara}@mist.i.u-tokyo.ac.jp

本研究では高密度メッシュから，指定された頂点数を持つ等方的な簡略化メッシュを作成する方法を提案
する．提案法ではまず，高密度メッシュに edge collapse操作を繰り返し適用して簡略化メッシュを作成す
る．このとき，sizing function（簡略化メッシュの理想的な辺長を表す関数）を考慮に入れた辺長をコスト
関数に用いることにより，比較的等方性の高いメッシュを高速に作成することができる．そしてそのメッ
シュを元にして，高密度メッシュ上に制約付き重心ボロノイ図を作成することにより，高品質な簡略化メッ
シュを作成する．本手法は特徴の保存を行うことができ，任意のトポロジーを持つメッシュを簡略化する
こともできる．
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In this research, we propose an efficient mesh simplification algorithm which simplifies dense triangular
meshes into isotropic meshes conforming to given vertex budgets and sizing functions. First, dense
meshes are simplified to moderate quality isotropic meshes by a sequence of edge collapse operations
until the desired vertex count is achieved . We measure the cost by the edge length with respect to the
sizing function. This enables to efficiently produce moderate quality isotropic meshes. Then, the quality
of these meshes is further refined using constrained centroidal Voronoi diagrams. Our algorithm can
preserve surface features and can process meshes with arbitrary topology.

1 はじめに
三角形メッシュは，コンピュータグラフィックス
や数値計算などにおいて，３次元モデルを表現する
手段として広く用いられている．そして有限要素法
などの数値計算においては，高品質なメッシュが非
常に重要な役割を果たす．本研究は表面メッシュを
対象としており，メッシュの品質は三角形の形・大
きさで測られる．三角形の形は正三角形に近い（等
方的）ほど質が高く，大きさに関しては，辺の長さ

が sizing functionで指定されている辺長に近いほ
ど質が高い．
近年では３次元スキャナなどの技術の進歩によ
り，数千万個ものポリゴンを持つ非常に高密度な
メッシュが得られるようになってきた．しかしその
ようなメッシュは非常に複雑なので，処理にかか
る計算コストが膨大になってしまう．また３次元ス
キャナなどから作成されたメッシュは，細長い三角
形を数多く持っているなど，質が悪い．そのため，
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高密度メッシュから質の良い簡略化メッシュを作成
することが望まれており，我々はその効率的なアル
ゴリズムを提案する．
メッシュの簡略化には，

• 簡略化メッシュの要素数を固定し，その中で
出来るだけ誤差の少ない・質の良いメッシュ
を作成する，

• 簡略化メッシュにおける誤差・質の閾値を定
めて，その範囲内で出来るだけ要素数の少な
いメッシュを作成する，

という二通りの方針があるが，本研究では前者を採
用する．つまり，指定された数の頂点数を持つ簡略
化メッシュを作成することを目的としており，誤差
や質の保証はない．
提案法はまず，高密度メッシュに sizing function
を利用した edge collapse簡略化法を適用して，比
較的質の良い簡略化メッシュを作成する．そしてそ
のメッシュを元に，高密度メッシュ上に制約付き重
心ボロノイ図を作成することにより，高品質な簡略
化メッシュを作成する．本研究は，[16]のように，
入力が高密度な三角形メッシュで，出力は入力メッ
シュと比較して十分に小さな要素数のメッシュ（例
えば入力メッシュの数十分の一の頂点数を持った
メッシュ）である場合を想定している．

2 Sizing Functionを利用した
Edge Collapse簡略化法

この節では edge collapseおよび sizing function
の説明を行った後に，我々が提案するこれらを組み
合わせた簡略化法について述べる．

2.1 Edge Collapse

Edge collapseとは辺を一点に縮約させる操作の
ことを言い，縮約した辺は頂点となり，その辺に接
続していた全ての三角形は消去される [10]．Edge
collapseでつくられる新しい頂点の位置が，もとの
二つの頂点（縮約される辺の二つの頂点）位置に制
限されているものは half edge collapseと呼ばれる．
Edge collapseを繰り返し適用しメッシュの簡略化
を行う方法は，メッシュ簡略化において最も多く用

いられている．さらに，その中の大部分は次のよう
な貪欲アルゴリズムを用いている [9, 8]．

1. 全ての辺に対して edge collapse のコストを
計算し，優先順序付きキューに挿入する．

2. 最小のコストを持つ edge collapse をキュー
から取り出し，実行する．

3. 縮約された辺の近傍において，edge collapse
のコストを再計算する．

4. 指定された要素数が達成されるまで，もしく
は誤差が閾値をこえるまで，ステップ 2・3を
繰り返す．

ここで，コストとは edge collapseを適用すること
によって引き起こされる誤差を評価する関数である．
多くの場合，edge collapseによってつくられる

新しい頂点はコスト関数を最小にする位置に置か
れる．また，どのようにコストを計算するかで，ア
ルゴリズムの特徴付けを行うこともできる．

2.2 Sizing Function

Sizing function は，高密度メッシュ上で定義さ
れる関数で，その点における簡略化メッシュの理
想的な辺長を表している．通常，sizing functionは
メッシュの頂点のみに対して値が与えられ，他の点
では各三角形上で補間を行って値を求める．Sizing
functionの値はメッシュの幾何的性質や数値計算の
誤差評価などによって決定される．

Sizing functionが定数値関数の場合は，一様メッ
シュ（等方的で，全ての三角形の大きさがほぼ等し
いメッシュ）が作成され，曲率に依存した関数の場
合は曲率適応的メッシュが作成される．また sizing
functionは edge collapse, edge split, edge swapと
ともに，メッシュの質の最適化にも用いられてい
る [7]．実際の辺の長さが理想長（sizing function
の値）よりも短ければ edge collapseを，長ければ
edge splitを適用して，sizing functionとの整合度
を高くし，edge swap を用いて等方性を高くして
いる．
また注意すべき点として，sizing functionの変化
が大きい場合，適応度の高いメッシュが作成され
るのだがそれと同時に三角形の等方性が低下して
しまうことが挙げられる．これを防ぐには，sizing
functionの変化を抑える必要がある [1]．
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2.3 提案法
提案法の説明をする前に，辺長をコスト関数と
した edge collapse簡略化法について述べる（以下，
辺長簡略化法と略す）．この簡略化法はコストの計
算に最適化が必要ないので，高速である．さらに，
この単純な方法は比較的質の良い一様メッシュを作
成できることが確認されている．これは頂点の密度
を均一化するように edge collapseが働くからであ
る [15]．我々はこの方法を，sizing functionと組み
合わせることにより，適応的メッシュを作成できる
ように拡張した．
本研究では，頂点数が指定された数と一致する
ように簡略化を行うので，一般に，簡略化メッシュ
が sizing functionと整合する（実際の辺長と sizing
functionがほぼ同じ値を取る）ように簡略化を行う
のは無理である．そこで，このような状況で sizing
functionと整合性に意味を持たせるために，これら
を以下のように定義し直す．
まず，sizing function を辺の絶対長を表すもの
ではなく，相対長を表すものだと見なし，それを
relative sizing function (rsf)と呼ぶことにする．rsf
はメッシュ上の点に対して定義されるものだが，辺
に対しても定義することができる．辺 e上における
rsf の平均値を rsf(e)と定めるのである．
そして，次のような条件を満たすときメッシュと

rsf は整合性を持つ、と定義する：メッシュの全て
の辺 ei に対して，d(ei) ≈ α rsf(ei)を満たすよう
な定数 αが存在する（ここで dは実際の辺長を表
す）．また δ(e) = d(e)/rsf(e)とすると，この条件
は次のように書き換えられる：メッシュの全ての辺
ei に対して，δ(ei)はほぼ同じ値を取る．
つまり，δが全ての辺に対して等しくなるように
簡略化メッシュを作成すれば，rsf に整合したメッ
シュが得られることになる．δは，実際の辺長が理
想長と比較してどの程度“短い”かを表しており，
提案法ではこの δをコスト関数に用いた．辺長簡略
化法では，コスト関数に dを用いて，dが均一化さ
れるようにし，提案法では，コスト関数に δを用い
て，δが均一化されるようにしている．また，これ
は control space [1]において，辺長簡略化法を適用
することに相当する．

Edge collapseでつくられる新しい頂点の位置は
次のように定める．まず高密度メッシュの各頂点に，
次節で説明される式を用いて，密度関数を割り当て

る（この関数は rsfから計算される）．そして，各
dual faceに対して重さ（密度関数を dual face上で
面積分したもの）を計算し，それを各頂点の重さと
する．そして，新しい頂点の位置を，縮約される辺
の二つの頂点の重心に定める．重心の計算には先
ほど求めた重さを用いる．新しい頂点の重さは，二
つの頂点の重さの和を割り当てる．Edge collapse
を利用して簡略化されたメッシュの頂点は，高密度
メッシュ上においてその頂点に対応する dual face
のクラスタがある [11]．上のように計算された頂点
の位置は，その頂点に対応するクラスタの重心と一
致している．
図 1から見て取れるように，提案法は比較的質

の高い簡略化メッシュを作成することができる．

プログレッシブメッシュ 簡略化を行うときにプ
ログレッシブメッシュ[9]を作成すれば，任意の頂
点数を持つ簡略化メッシュが，それから抽出できる
ようになる．つまり，一つのモデル・一つの sizing
functionに対して，簡略化は一度だけ行えば十分で
ある．

特徴の保存 Edge collapseは単純で局所的な操作
であるため，特徴の保存を容易に行える．特徴を含
む辺および特徴と隣接する辺に簡単な制限を設け
るだけでよい．

トポロジー 入力メッシュが多様体の場合はトポ
ロジーを保ったまま簡略化を行うことが可能だが，
edge collapseは非多様体メッシュの簡略化を行うこ
ともできる．さらに，連結していないメッシュを融
合させたい場合，およびメッシュの接続関係が与え
られていない場合（ポリゴンスープ）でも，virtual
edge [8]を利用すれば簡略化を行うことができる．

3 制約付き重心ボロノイ図
制約付き重心ボロノイ図を利用すれば，前節の方
法で得られた簡略化メッシュから，高品質な簡略化
メッシュを作成することができる．この方法は，た
だの重心ボロノイ図ではなく制約付き重心ボロノ
イ図を利用することにより，Valette and Chassery
の提案した方法 [16]を特徴の保存も行えるように
拡張したものである．
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図 1: Buddhaモデル（543,652頂点）に edge col-
lapse簡略化法を適用して得られた曲率適応的メッ
シュ（25,038頂点）．

本節では，はじめに重心ボロノイ図および制約
付き重心ボロノイ図についての説明を行う．それか
ら，効率的に制約付き重心ボロノイ図を作成するこ
とができる提案法について述べる．

3.1 重心ボロノイ図
重心ボロノイ図とは，各ボロノイ領域の母点と
重心が一致するという特殊な母点配置を持ったボ
ロノイ図のことである [3]．重心ボロノイ図の各ボ
ロノイ領域は，正六角形に近い形をしており，その
双対図形であるドロネー三角形分割の各三角形は，
正三角形に近い形をしている．すなわち，重心ボロ
ノイ図は等方的メッシュの作成に用いることができ
るのである．メッシュを作成したい領域上に重心ボ
ロノイ図を作成し，その双対を取ることにより等方
的メッシュが得られる．重心ボロノイ図は次に述べ
る Lloyd法と呼ばれる反復法を用いて計算される
ことが多い．

Lloyd法 [13]は，まず重心ボロノイ図を作成した
い領域に母点をランダムに配置する．そして，収束
条件を満たすまで次の二つの操作を繰り返す：

1. 与えられた母点のボロノイ図を作成する．

2. 母点をそれぞれのボロノイ領域の重心に更新
する．

この操作がメッシュの作成にどのような効果を与え
ているかを考えてみよう．つまり，これらの操作が
ドロネー三角形分割にどのような影響を与えてい
るかを考えてみよう．母点はドロネー三角形分割に
おける頂点，ボロノイ領域同士の接続関係はドロ
ネー三角形分割の辺に対応していることを考える
と，ステップ 1は接続関係の最適化に対応してお
り，ステップ 2は頂点位置の最適化に対応している
ことが分かる．この二つの操作を繰り返し適用する
ことにより，メッシュは等方的になっていく．

3.2 制約付き重心ボロノイ図
曲面上のメッシュ生成，特徴の保存などには重心
ボロノイ図よりも制約付き重心ボロノイ図の方が
適している．制約付き重心ボロノイ図では，（一部
もしくは全ての）重心が曲面上や特徴上に制約され
る [4, 5]．制約されている重心を制約付き重心と呼
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ぶ．この制約によって曲面上のメッシュ生成や特徴
の保存が可能になっている．
測地距離などを用いれば曲面上に重心ボロノイ
図を作成してメッシュ生成を行うこともできるが，
計算コストが大きいという欠点を持つ．一方，Du
らが提案した制約付き重心ボロノイ図 [5]は距離を
ユークリッド距離で計算しているので，コストは高
くない．
制約集合Sに制約されている制約付き重心は，制
約無し重心から S への最近点であることに注意し
てほしい．この最近点を求める操作をプロジェク
ションと呼ぶ．制約付き重心ボロノイ図も Lloyd法
を用いて計算できるが，ステップ 2が，制約無し重
心の計算してさらにプロジェクションを行って制約
付き重心を求める，という二段階構成になる．

3.3 提案法
我々は [16] と同じく，離散近似を行って効率的
にボロノイ図を計算をした．離散近似を行った理由
は，各ボロノイ領域を連結に保つことが容易で，さ
らに計算が高速・ロバストに行えるからである．こ
の方法は，入力メッシュが高密度で出力メッシュの
要素数が十分に小さいときに効果的で，それ以外の
場合は離散化誤差が大きくなるので，あまり質の良
くない簡略化メッシュが得られるようになる．離散
近似ボロノイ図を作成することをクラスタリング，
離散近似ボロノイ領域のことをクラスタと呼ぶこ
ともある．
提案法も Lloyd法を用いて制約付き重心ボロノ

イ図の計算を行った．母点の初期配置にはランダ
ムサンプリングを利用するのではなく，前節で得ら
れた簡略化メッシュの頂点を利用する．ただ，この
簡略化メッシュの頂点は高密度メッシュ上に乗って
いないため，まずプロジェクションを行う必要があ
る．それから Lloyd法の反復に入る．ここでは次
のような操作を行う：

1. 高密度メッシュ上でボロノイ図を計算する（ク
ラスタリングを用いる）．

2. ボロノイ領域の境界の調整を行って離散化誤
差を減らす．

3. 制約無し重心を計算し，それからプロジェク
ションを行い母点を更新する．

クラスタリング 特徴の保存を行うために，高密度
メッシュの dual faceをセルと定め離散近似ボロノ
イ図を作成した（dual faceクラスタリング）．三角
形をクラスタリングして離散近似ボロノイ図を作
成することもできるが（faceクラスタリング），こ
の方法だと特徴を保存する方法が複雑になってしま
う．Kleinらはメッシュ上の測地ボロノイ図を dual
faceクラスタリングを用いて計算している [12]．
クラスタリングには次のように region growing
アルゴリズムを用いた [14, 2]：

1. 各母点に対し, 母点に最も近い dual face を
seed dual faceと定める．

2. Seed dual faceを含むクラスタとそれに隣接
する dual faceのうち最も距離の小さい組を
クラスタリングする．

3. 全ての dual faceがクラスタリングされるま
でステップ 2を繰り返す．

このアルゴリズムは，制限を設けた（母点と接続し
ている辺しか縮約できない）half edge collapse簡
略化法と同等であり，特徴の保存（位相的データ）
は容易に行える．

境界の調整 Dual faceクラスタリングによる離散
化誤差を少なくするために，高密度メッシュの各三
角形内でクラスタ間の境界を実際のボロノイ図の
境界に整列させる．

プロジェクション 特徴の保存（幾何的データ）を
行うために，特徴を含むクラスタの母点を特徴上に
制約する．それ以外の母点は高密度メッシュ上に制
約する．重心を計算するときに密度関数 ρ(x)が必
要になるが，それは次の式を用いて計算する [6]：
ρ(x) = rsf(x)−4．

4 結果
我々はシャープエッジを持った機械部品のモデル
や 1千万個以上ものポリゴンを持ったモデルに対
して実験を行った．実験結果によれば，Lloyd法で
の反復は 10回程度で行えば，高品質な簡略化メッ
シュが得られることが分かった．そして，提案法は
特徴の保存を行うことも可能であり（図 2），任意
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図 2: 特徴を保存した一様な簡略化メッシュ．

のトポロジーを持つメッシュの簡略化を行うことが
できる．

5 まとめ
本研究では，edge collapseと sizing functionを
組み合わせることにより，比較的質の良い簡略化
メッシュを高速に作成する方法を提案した．またそ
のメッシュを元にして，制約付き重心ボロノイ図を
利用することにより，高品質なメッシュを効率的に
作成する方法も提案した．そして，いくつかの実験
を通して提案法の有効性を確認した．
今後の課題として，等方的なメッシュだけはでな
く非等方的なメッシュを作成できるようにするこ
と，提案法を簡略化の枠組みからリメッシングの枠
組みへと拡張することが挙げられる．
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