
通信遅延を考慮した完全k分木の
近似タスクスケジューリングアルゴリズム

藤本典幸 萩原兼一
大阪大学 大学院情報科学研究科

タスクグラフのトポロジが木で，タスク処理時間と通信遅延がすべて単位時間である場合に限定しても，タスクス

ケジューリング問題は NP困難であることが知られている．本論文では，タスクグラフのトポロジが完全 k分木で，

タスク処理時間がすべて単位時間であり，かつ，通信遅延が高々(k − 1)単位時間で一定である場合のタスクスケ

ジューリング問題に対する精度保証が高々3の近似アルゴリズムを示す．特に利用できるプロセッサ数が kのべき

の場合に対して精度保証が高々2の近似アルゴリズムを示す．
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a Complete K-ary Tree with Communication Delays
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It is known that task scheduling problem of an intree with unit time tasks and unit time communication delays

onto a limited number of processors is NP-hard. In this paper, we show that such a problem is approximable

within a factor of 3 if we assume a complete k-ary intree with at most (k − 1) constant communication delay.

Also we prove that the problem is approximable within a factor of 2 if a given number p of available processors

is a power of k.

1 はじめに

本論文では，すべてのタスク処理時間が単位時間

であり，通信遅延が一定で，かつ，トポロジが木で

あるタスクグラフを p台のプロセッサにスケジュー

リングするタスクスケジューリング問題を考える．

ここで pは入力で指定される正整数である．すべて

の通信遅延が単位時間である場合に限定しても，こ

の問題は NP困難であることが知られている [12]．

以降では，すべてのタスク処理時間が単位時間

で，かつ，高さが hである完全 k分木を Tk,hと書

く．本論文では，まず最初に，Tk,h を p台のプロ

セッサにタスク数 nの線形時間でスケジューリン

グするアルゴリズム TOSH（Two Optimal phases
Scheduling Heuristic）を提案する．次に本論文で
は，通信遅延が高々(k − 1)で一定の場合，kh + 1
が Tk,hのスケジュールのメイクスパンの下界であ

ることを示す．n/pは Tk,hのスケジュールのメイ

クスパンの自明な下界である．本論文では，TOSH
が出力するスケジュールのメイクスパンをこれらの

下界と比較することにより，TOSHは最適メイク
スパンの高々3倍のメイクスパンをもつスケジュー

ルを出力することを示す．特に pが kのべきのと

き，TOSHは最適メイクスパンの高々2倍のメイク
スパンをもつスケジュールを出力することを示す．

2 諸定義

並 列 計 算 を モ デ ル 化し た 重 み 付 き の

DAG(Directed Acyclic Graph) をタスクグラフ
[5]と呼ぶ．タスクグラフの節点は並列計算のタス
クを表す．節点 u の重み λ(u)は，タスク u の処

理時間が λ(u)単位時間であることを意味する．有
向辺 (u, v)は，タスク v の計算のためにはタスク

uの計算結果が必要であることを意味する．(u, v)
の重み τ(u, v)は，タスク uを計算するプロセッサ

qからタスク vを計算するプロセッサ q′へのプロ
セッサ間通信遅延は，q と q′が異なる場合，高々
τ(u, v)単位時間であることを意味する．qと q′が
同一なら，通信遅延は 0とする．各タスクをいつ
どのプロセッサで実行するかを決定したものをス

ケジュールという．スケジュール S のすべてのタ

スクの実行が完了する時刻を S のメイクスパンと

いう．メイクスパン最小のスケジュールを最適スケ
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ジュールという．タスクグラフと利用可能なプロ

セッサ数が与えられて最適スケジュールを１つ見

つける問題をタスクスケジューリング問題（SPC）

という．通信遅延が一定値 cをとる場合の SPCは
以下の２つのクラスに分類できる [9]：Gの節点数

が増えると cの値も大きくなる SPCを一様通信遅
延 スケジューリング問題（UDS）という；Gに関

わらず cが一定の SPCを定数通信遅延 スケジュー
リング問題（CDS）という．最適メイクスパンの

高々ρ 倍のメイクスパンをもつスケジュールを ρ-
近似スケジュールという．ρ-近似スケジュールを多
項式時間で見つけるアルゴリズムを ρ-近似アルゴ
リズムという．ρを近似率あるいは精度保証という

[1]．節点 uから節点 vに有向辺があるとき，uを

vの直接先行節点という．木の節点から根節点への

パス上の有向辺の数をその節点の深さという．節

点の深さの最大値を木の高さという．すべての内

部節点がちょうど k 個の直接先行節点をもち，か

つ，すべての葉の深さが等しい木を完全 k分木と
いう．

3 関連研究

本論文では，問題の記述に Grahamらの記法 [7]
の拡張記法 [12]をさらに拡張した記法を用いる．以
下，拡張点について説明する．記法’2 ≤ cjk ≤ 5’
は，各通信遅延は 2単位時間以上 5単位時間以下
であることを表す（通信遅延は一定でなくともよ

い）．記法’general cjk’，’uniform cjk’，’constant
cjk’はそれぞれ問題が SPC，UDS，CDSであるこ
とを表す．本論文の対象問題は，この記述法を用い

ると P|complete k-ary intree, pj = 1, cjk = c (1 ≤
c ≤ k − 1)|Cmaxと書ける．

プロセッサ数が限られる場合については以下の結

果が知られている．P|intree, pj = 1, cjk = 1|Cmax

は NP 困難である [12]．これに対して以下の制限
を加えた問題は多項式時間で解けることが知ら

れている：Pm|intree, pj = 1, cjk = 1|Cmax は

O(n2m)時間で解ける [18]；P2|intree, pj = 1, cjk =
1|Cmax は O(n)時間で解ける [8, 11, 12, 15, 18]；
P2 with integer speed ratios|complete intree,
pj = 1, cjk = 1|Cmax は O(n) 時間で解ける
[2]．我々が知る限り，プロセッサ数が限られる場
合の近似アルゴリズムは１つしか知られていない：

P|prec, cjk = 1, pj = 1|Cmax の 3-近似アルゴリズ
ム [16]が知られている．

プロセッサ数に制限がない場合については以下

の結果が知られている．木のスケジューリングの

NP 困難性について以下の結果が知られている：
P∞|complete binary intree, pj = 1, general cjk

|CmaxはNP困難である [9]；P∞|binary intree, pj =
1, uniform cjk|Cmax は NP 困難である [9]；
P∞|intree of height ≤ 2, general cjk|Cmax は NP
困難である [4]．これに対して以下の制限を加え
た問題は多項式時間で解けることが知られてい

る：P∞|prec, constant cjk|Cmax は O(nτ+1) 時
間で解ける [10]．ここで τ は通信遅延である；

P∞|complete k-ary intree, uniform cjk|Cmax は

O(n2 log n) 時間で解ける [9]；P∞|intree, cjk ≤
minj pj|Cmax は O(n) 時間で解ける [3]；
P∞|complete k-ary intree, pj = 1, cjk = c (1 ≤
c ≤ k − 1)|Cmax は O(n) 時間で解ける [6]；
P∞|complete k-ary intree, pj = 1, k − 1 ≤ cjk ≤
k|Cmax は O(n)時間で解ける [6]．木のスケジュー
リングの近似アルゴリズムについては以下の結果が

知られている：P∞|prec, pj = 1, uniform cjk|Cmax

に対する 2-近似アルゴリズム [14]が知られている；
P∞|prec, pj = 1, cjk = 1|Cmax に対する 4

3 -近似ア
ルゴリズム [13]が知られている．

4 プロセッサ数が制限されない場
合の最適アルゴリズム

TOSHがサブルーチンとして用いる Naiveアル
ゴリズム [6]と，その性質について必要最小限の説
明を行う．

アルゴリズム Naive
入力: すべての通信遅延が一定値 cである Tk,h

出力: プロセッサ数に制限がない場合の Tk,h のス

ケジュール

begin
必要なだけプロセッサを用いて，すべての葉タスク

を時刻０に割り当てる．

各深さ i (0 ≤ i ≤ h − 1)に対して以下を行う：必
要なだけプロセッサを用いて，深さ iのすべてのタ

スクを時刻 (c + 1)(h − i) に割り当てる．
end

以下の定理が成り立つ [6]．
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定理 1 すべての通信遅延が一定値 cである Tk,hに

対してNaiveアルゴリズムはメイクスパン (c+1)h+
1のスケジュールを出力する．

定理 2 プロセッサ数に制限がない場合，c ≤ k − 1
ならば，(c + 1)h + 1はすべての通信遅延が一定値
cである Tk,h のスケジュールのメイクスパンの下

界である．

5 提案アルゴリズムTOSH

kh個以上のプロセッサが利用できる場合は 4節の
Naiveアルゴリズムにより Tk,h の最適スケジュー

ルが得られるので，以下では一般性を失うことなく

利用できるプロセッサ数は kh個未満であると仮定

する．

アルゴリズム TOSH
入力: すべての通信遅延が一定値 cである Tk,h，利

用可能プロセッサ数 p

出力: Tk,hの pプロセッサ用スケジュール

begin
riを深さ �logk p�の節点とする．（1 ≤ i ≤ k�logk p�）．
Tiを riを根とする Tk,h の部分木とする．T0を深

さが高々(�logk p� − 1)の節点すべてからなる Tk,h

の部分木とする（図 1参照）．
Piが {Tx|x = i+(j−1)p, 1 ≤ j ≤ �k�logk p�/p�, 1 ≤
x ≤ k�logk p�}中の全タスクをトポロジカル順に逐
次計算するように割り当てる（図 1参照）．
tを riの実行完了時刻の最大値とする．時刻 t + c

から T0を 4節の Naiveアルゴリズムを用いて p個

のプロセッサにスケジューリングする．（図 1参照）．
end
以下の定理が成り立つ．

定理 3 �logk p� − logk p を α と書く．∀(u, v) ∈
E, τ(u, v) = cを満たす Tk,hから TOSHは p個の

プロセッサに対してメイクスパン (c+ 1)�logk p�+
�kα�
kα × kh+1−pkα

(k−1)p のスケジュールを出力する．

6 TOSHの精度保証の解析

プロセッサ数に制限がない場合のメイクスパンの

下界は，プロセッサ数が制限される場合の下界でも

あるので，定理 2より，以下の定理が成り立つ．

定理 4 p 個のプロセッサが利用できるとき，c ≤
k − 1ならば，(c + 1)h + 1はすべての通信遅延が
一定値 cである Tk,hのスケジュールのメイクスパ

ンの下界である．

定理 5 利用できるプロセッサ台数が kのべきでな

い場合，TOSHは 3-近似アルゴリズムである．

証明 p個のプロセッサが利用できるときの Tk,hの

スケジュールのメイクスパンの下界を OPTk,h,pと

する．Tk,hの総タスク数は kh+1−1
k−1 である．ゆえに

OPTk,h,p ≥ kh+1−1
(k−1)p．また定理 4より OPTk,h,p ≥

(c + 1)h + 1．定理 3より，TOSHはメイクスパン
(c + 1)�logk p� + �kα�

kα × kh+1−pkα

(k−1)p のスケジュール

を出力する．また α ≥ 0かつ k ≥ 2より �kα�
kα < 2．

ゆえに α ≥ 0かつ k ≥ 2 より (c + 1)�logk p� +
�kα�
kα × kh+1−pkα

(k−1)p < ((c+1)h+1)+ �kα�
kα × kh+1−1

(k−1)p ≤
OPTk,h,p + �kα�

kα × OPTk,h,p < 3OPTk,h,p

系 1 kのべきの個数のプロセッサが利用できると

き，TOSHは 2-近似アルゴリズムである．

証明 pが kのべきのとき，定理 5の証明で α = 0
である．ゆえに �kα�

kα = 1より題意成立．

7 まとめ

すべてのタスク処理時間が単位時間で，かつ，通

信遅延が高々(k − 1)単位時間で一定である完全 k
分木のタスクスケジューリング問題に対する 3-近
似アルゴリズムを示した．特に pが kのべきであ

る場合に対して 2-近似アルゴリズムを示した．
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