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遺伝的アルゴリズムにおける確率的揺らぎの効果

古 谷 博 史y

与えられた問題に遺伝的アルゴリズム（GA）を適用する際，個体数 N は直感的に決められること
が多い．小さな N を選んだ場合，計算コストは軽減されるが揺らぎの効果が顕著になる．揺らぎの
効果の多くは，同一試行を繰り返し平均化を行えば �となる．しかし，効果の中には平均化をしても
有限の寄与を与えるものがある．本報告では，積型適応度関数を用いて，平均操作後の平均適応度と
個体数 N の関係を調べた．数値実験の結果，個体数が少なすぎると個体数を充分多くとった計算と
比較して平均適応度の増加が遅れてしまう場合があることが分かった．

E�ect of Stochastic Fluctuation in Genetic Algorithms

Hiroshi Furutaniy

When we apply genetic algorithms �GAs� to a given problem� we often choose the popu�
lation size N intuitively� Though we can reduce the cost of calculation by choosing a small
number of N � e�ects of random �uctuation become signi	cant� The most part of these e�ects
become zero after averaging repeated trials� However there are several types of e�ects which
bring 	nite contribution even after avaraging� In this report� we have studied the relation
between the average 	tness 
f and N after averaging by using the multiplicative landscape�
We found in numerical experiments that there is a case of slower increase of the average 	tness

f with a small number of N than 
f with larger N �

�� は じ め に

ある与えられた問題に対して遺伝的アルゴリズム

（GA）を適用する場合，集団の個体数 N は直感的に

決められることが多い．難しそうな問題では N を大

きく選び，そうでなければ比較的小さな N を採用す

る．しかし，N を決定する客観的な基準を定めるには

理論はまだ無力であり，そのための研究も少ない．

一般に個体数を少なくすると計算コストは軽減でき

るが，確率的揺らぎの効果は相対的に大きくなり，結

果を解釈する際には注意が必要となる．揺らぎの効果

は，乱数を変えながら同じ計算を繰り返し，平均化を

行えば消えてしまうことが多い．しかし，中には平均

化の後も有限な量として観測されることがある．

我々が OneMax問題における平均適応度と最適解

頻度の世代数依存性を調べた際，両者とも個体数Nに

大きく依存する場合があることが分かった ��．交叉を

用いないで弱い突然変異の下に GA計算を行うと，平

均適応度，最適解頻度ともに N の小さい場合は大き

く決定論的モデルの結果からずれていく．二つの量は
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いずれも世代ごとの増加率が小さくなり，我々にとっ

て好ましくない結果を示す．N を大きくしていくと決

定論的モデル（N が無限に大きい場合に対応すると考

えられる）とのずれは小さくなり，揺らぎの（悪い）

効果は観測されなくなる．この数値実験を詳細に検討

した結果，確率的揺らぎの効果は �次のスキーマ頻度

を通じて現れることが分かった。また，�次のスキー

マ頻度は平均化の操作を行うと揺らぎの効果は消えて

しまう．したがって，確率的揺らぎは高次のスキーマ

頻度において有限な効果を持つことが予想された．

本報告では，論文 ��において OneMax問題で用い

た解析を，積型適応度関数の GAに適用する．また，

注目する計算量としては平均適応度のみとする．積型

適応度関数を用いるのは，次の理由による．この適応

度を用いた決定論的モデルの下で，集団の分布は �次

のスキーマ頻度を用いて表すことができる．したがっ

て，高次のスキーマ頻度における揺らぎの効果がより

単純な形で観測できると期待されるからである．

�� 数学モデル

確率的揺らぎの効果は，決定論的理論と数値実験と

のずれに現れると考える．また，そのずれの大きさを

N を変えながら調べ，揺らぎの効果の程度を評価す
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図 � 平均適応度 　�f．
Fig� � The average �tness �f �

る．選択は適応度比例選択とし，交叉は一様交叉を用

いることにする．

決定論的理論では，仮想的に個体数が無限大の集団

を考え，確率的揺らぎを無視する．集団の構成要素は

世代毎に入れ替わる世代的GAを用い，進化の過程を

差分方程式で記述する．集団を構成する個体は �ビッ

ト固定長の �進ビット列で表し，これを個体の遺伝子

型とよぶ．遺伝子型の種類の総数は n � �� である．

このビット列を非負整数の �進表現とみなすこともあ

る．すなわち，i番目の遺伝子型 Bi に対応する � 進

ビット列は，i �� i�� � � � � i� � と表し，i を � から

n� �の整数に対応させる．

集団内の遺伝子型分布の変化を表すため，世代 tに

おける遺伝子型 Bi の相対頻度 xi�t� を用いる．GA

の進化を記述するときWalsh関数Wij によるWalsh

変換

�xi�t� �

n��X
j��

Wijxj�t� ���

を用いると表現が簡単になることがある ��．以下の

式の導出もWalsh 変換を用いて得られるものが多い

が，その詳細については論文 ��，��などを参照して

欲しい．

交叉や突然変異の役割を考察する上で非常に重要な

概念に連鎖不平衡 �linkage disequilibrium���がある．

集団が，遺伝子座 bにおいてビット値 mをとる相対

頻度を P �mb	と表す．また，遺伝子座 b，b�において

ビット値 m，m� をとる相対頻度を P �mb�m
�

b� 	とす

る．このとき連鎖不平衡係数を次式で定義する

D�b� b�	 � P ��b� �b� 	 � P ��b	P ��b� 	� ���

�� 積型適応度関数

積型適応度関数を次式で定義する．

fi �

�Y
k��

��� s�ik � �� � s � �� �
�

sは選択の強さを表すパラメータである．この適応度

を最大化させる問題を考える．

��� 連 鎖 平 衡

論文 ��において，積型適応度における GAの進化

は厳密に解けることを示した．したがって，スキーマ

表現を用いた場合においても，その進化の過程を決定

論の範囲で厳密に記述することができる．重要な点は，

世代 t � �において連鎖平衡ならば，その後も連鎖平

衡状態が維持されるということである．したがって，

集団の分布はすべての �次スキーマの頻度が分かれば

決定される．

xi �

�Y
m��

h�im�� ���

ここで h�im�は，ビット位置mにおいて定義された

ビット im をもつ �次スキーマの相対頻度である．

同様に，平均適応度についても連鎖平衡状態におけ

る平均適応度を用いて

�f�t� � �f �eq��

次のように表すことができる

�f �eq� �

�Y
m��

f�� s h��m�g� �
�

ビット当たりの適応度を次式で定義する
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図 � 適応度の分散 VAR�f�．
Fig� � The variance of �tness VAR�f��

gk � �� s h��k��

次の節では連鎖平衡を仮定しない，一般的な平均適応

度の表現を求める．

連鎖平衡状態にある集団は選択や突然変異の操作の

後も連鎖平衡にあり，このとき当然すべてのスキーマ

も連鎖平衡状態にある．交叉は連鎖平衡を維持する操

作であるから，t � �で連鎖平衡状態にあればその後

も連鎖平衡のままシステムは進化していく．

ビット当たりの適応度 gk の選択による世代当たり

の変化を

�gk�t� � bSgk�t�� gk�t��

とすると

�gk�t� �
vk�t�

gk�t�
� ���

と表される．分散 vk は次式で定義される．

vk � s� h��k�f�� h��k�g�

��� 連鎖平衡を仮定しない場合

次に，連鎖平衡を仮定しない場合の平均適応度の表

現を示す．このとき平均適応度 �f�t�はスキーマ頻度

を用いて表現できる．

�f�t� � �f �eq� � s����� � s�����

� � � �� ��s������� ���

ここで第m次の項は次式で与えられる

��m� �
X
k�

X
�k�

� � �
X
�km

D�k�� k�� � � � � km	�

m 次の連鎖不平衡係数はスキーマ頻度を用いて定義

される．

D�k�� � � � � km	

� h�m���k� � � � � � �km�� h��k�� � � � h��km��

論文 �� で示したように，OneMax問題における適

応度の分散 VAR�f�は �つの項の和として表される．

VAR�f� � Va � Ve� ���

Va �

�X
k��

h��k� f�� h��k�g�

Ve � �
X
k�

X
�k�

D�k�� k�	 � ������

ここで Va は additive variance，Veは epistatic vari�

anceとよばれる．積型適応度の場合も同様に ��m�の

和として表されるが，����から ����の項まですべて

の項が現れる．しかし，その表現は複雑になるのでこ

こでは省略する．

�� 数 値 実 験

既に述べたように，理論的解析は決定論的仮定の下

で行われた．ここでは確率的揺らぎの効果を，理論の

数値実験からのずれを見ていくことにより評価するこ

とにする．数値実験は，適応度比例選択，一様交叉を

用いて行った．用いたパラメータは，ビット長 � � �，

突然変異率 p � �����，選択の強さ s � ���である．交

叉率 �は，�（交叉あり）と �（交叉なし）の各々につ

いて同じ計算を行った．集団の大きさ N は，N � ��，

���，����の 
通りについて同じ計算を行い，揺らぎ

の効果を調べた．乱数を変えながら同じ計算を ���回

繰り返し，平均化を行った．

図 �は平均適応度の世代による変化を示したもので

ある．左図は交叉なし（� � �）の結果であるが，際

だった N 依存性が見られる．しかも N が小さくなる

に従って平均適応度の進化速度が遅れていき，N � ��

ではもっとも遅れている．それに対して，N � ����
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図 � � 次の項，epistatic variance Ve．
Fig� 	 The second order term� the epistatic variance Ve�

の結果がもっとも良く，しかも理論値とほぼ同じ値を

与えている．中間の N � ���の場合は，理論値との

ずれが見られ，まだ揺らぎの効果が残っているものと

考えられる．N � ��と N � ���の結果を見るかぎ

り，確率的揺らぎは進化を遅らせる方に働いているよ

うである．

図 �の右図は交叉あり（� � �）の結果である．こ

の図では N 依存性はあまり顕著でなく，N � ���，

N � ����の値は理論値とほとんど同じ結果になって

いる．

このことをより詳しく見ていくために，図 � に適

応度の分散 VAR�f�を示した．Fisherの定理 	�によ

ると，平均適応度の世代当たりの増加は次の式を満足

する
�f�t� ��� �f�t� � VAR�f�� �f�t�� ���

したがって，VAR�f�が大きいほど進化速度は速くな

る．左図は交叉なし（� � �）の結果であり，図 �の

左図と同様に際だったN 依存性が見られる．対照的に

右図は，N � ��を除いてほとんど決定論的理論値と

同じ結果になっている．この計算結果を見ると，交叉

が確率的揺らぎの効果を打ち消しているように思える．

図 
に VAR�f�の中でもっとも大きな寄与をする

高次項として，epistatic variance Ve，の値を示した．

右図の交叉ありの結果では，N � ��に小さな負の値

が見られる他はほとんど � と考えてよい．それに対

し，左図では N � ����を除いて負の値をとっている

ことが分かる．連鎖平衡の仮定の下では Ve � �であ

り，VAR�f�においてこの項からの寄与はない．しか

し，揺らぎの効果からこの項が負の値をとり，結果と

して平均適応度の増加を遅らせている．しかし，交叉

は Ve � �とする働きをし ��，結果として揺らぎの効

果を打ち消している．

�� まとめと今後の課題

確率的揺らぎは，平均化の操作を行っても大きな効

果が残ることがある．積型適応度の場合は，平均適応

度の増加を遅らせるという望ましくない結果を示した．

しかし，交叉はこの効果を打ち消す働きをすることが

分かった．しかし，どのようなメカニズムで確率的揺

らぎが働いているのか，という問題は未解決であり，

今後の研究が待たれる．
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