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概要

多数のプロセッサが結合されたシステムにおいて，故障したプロセッサを自動的に識別するためのモデル

としてシステムレベルの故障診断が研究されている．これは，各プロセッサが他のプロセッサの状態を検査

し，その検査結果を解析することによりシステム内の故障プロセッサを特定するものである．これに関して，

Nakajimaにより，少ない検査数で故障診断を行うためのアプローチとして adaptiveな診断が提案されている．

本論文では，代表的なネットワークモデルの一つであるバタフライネットワークにおける adaptiveな故障診断

について考察し，少ない検査数とラウンド数で全ての故障を識別するアルゴリズムを設計する．

キーワード：故障診断，PMCモデル，adaptiveな故障診断，同時 t 診断可能システム，バタフライネットワーク．

On Adaptive Diagnosis of Butterfly Networks

Aya Okashita Toru Araki Yukio Shibata

{aya,arakit,shibata}@msc.cs.gunma-u.ac.jp

Department of Computer Science, Gunma University
1-5-1 Tenjin-cho, Kiryu, Gunma 376-8515

Abstract

It is known that system-level diagnosis is a very important technique for identifying faulty processors in a system

with a large number of processors. Processors can test other processors, and then output the test results. The

aim of diagnosis is to determine correctly the faulty/fault-free status of all processors. Nakajima proposed the

adaptive diagnosis which requires fewer tests in order to perform diagnosis correctly. In this paper, we present

adaptive diagnosis algorithms for a system modeled by butterfly networks. The number of tests and testing rounds

of adaptive diagnosis are found to be smaller than those of one-step diagnosis.
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1 はじめに

多数のプロセッサが結合されているネットワーク

システムにおいては，システム内に発生する故障の可

能性が高くなるため，その耐故障化が重要な問題で

ある．システムの耐故障性に関して，故障したプロ

セッサを自動的に識別する，システムレベルの故障

診断が，システムの信頼性を高めるための重要な問

題の一つとして研究が行われている．システムレベ

ルの故障診断についての研究は，Preparataら [12]に

よって提案されたモデルにその端を発する．これは，

システム内の各プロセッサが互いの状態を検査し，そ

の検査結果を解析することにより，故障プロセッサ

を識別するというものである．ここで，正常なプロ

セッサが行った検査の結果は信頼できるが，故障し

たプロセッサの検査結果は信頼できないものと考え

る．このモデルは現在 PMCモデルと呼ばれており，

システムを有向グラフで表すことにより，故障診断

の問題を数学的に定式化したものである．

PMCモデルでは，各プロセッサがあらかじめ割り

当てられた検査を実行し，その検査結果を解析するこ

とにより故障プロセッサを識別する．それに対して，

Nakajima[11]によって提案された adaptiveな診断で

は，プロセッサが行う検査をいくつかのステップに分

けて実行することにより，検査数を減らし，診断を効

率化することができる．ここで，各ステップで行う検

査は，それ以前の検査結果から決定される．実際，n

個のノードを持ち，t 個以下のすべての故障を識別す

るためには，adaptive でない方法では少なくとも nt

本のテストが必要である [12] のに対し，adaptive な

方法では，すべてのノード間で通信が可能であるよ

うなシステムにおいては，n+ t −1本の検査で充分で

あることが示された [3]．

本報告では，バタフライネットワークにおける

adaptive な診断について考察する．バタフライはハ

イパーキューブと類似の構造をもつネットワークで

あり，ハイパーキューブと並んで代表的なネットワー

クモデルとして知られている [10]．バタフライネッ

トワークは，頂点の次数を増やさずに，結合する頂点

数を増やすことができるという特徴をもつ．結合す

るプロセッサ数が非常に多くなると，ハイパキュー

ブによる結合では各頂点の次数も大きくなってし

まうため，それと類似の構造を持つネットワークが

望まれる．同様の特徴を持つネットワークとしては

Cube-Connected Cycles（CCC）が広く知られている

[13]．

本報告では，バタフライネットワークにおいて，

少ない検査数とラウンド数で故障したプロセッサ

を識別するためのアルゴリズムについて考察する．

そして，Kranakis ら [8] によるハイパキューブ上の

adaptiveな診断と類似の結果が得られることを示す．

2 バタフライネットワーク

有向 k進 r 次元バタフライ
−→
BF(k,r)とは，k進 r 桁

のベクトル�x = x0x1 . . .xr−1，0 ≤ xi ≤ r−1と非負整

数 �のペア 〈�x;�〉で表される rkr 個の頂点を持つ．整

数 � をその頂点のレベルという．頂点 〈�x;�〉 は頂点
〈�x′;�+1〉へ有向辺を持つ．ここで，�x′ は�xと �ビッ

ト目の要素のみが異なるベクトルである．ただし頂

点のレベルについての演算は全て r を法とする．有

向バタフライ −→
BF(k,r) の各辺から向きを削除するこ

とによって得られる無向グラフをバタフライBF(k,r)

と呼ぶ．図 1に BF(3,3)を示す．定義より，BF(k,r)

の各頂点の次数は 2kである．

3 故障診断可能システム

システムは無向グラフ G = (V,E) によってモデル

化される．ここで，システム内の各ユニット（プロ

セッサ）とユニット間の通信リンクは，それぞれ G

の頂点と辺に対応する．各ユニットは，通信リンクに

よって隣接するユニットの状態を検査することがで

きると仮定する．ユニット uが vを検査することを，

頂点の順序対 (u,v) で表す．検査 (u,v) の結果を，u

が vを正常と判断したとき 0，故障と判断したとき 1

で表す．

検査 (u,v) の集合 A を，システム G = (V,E) の検

査割り当てと呼ぶ．システムの検査割り当ては，有向

グラフ T = (V,A) によって有向グラフにより表すこ

とができる．すなわち，有向辺 (u,v) ∈ Aは，ユニッ

ト u が v を検査することを表す．与えられた検査割

り当てに対し，その全ての検査結果の集合をシンド

ロームと呼ぶ．

システムは，故障の数が t を超えないという仮定の

もとで，すべての故障ユニットを識別できるような
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図 1: 3進 3次元バタフライ BF(3,3)．

検査割り当てが存在するとき，同時 t 診断可能である

という．同時 t 診断可能なシステムでは，ユニット数

が 2t + 1 個以上であり，かつ各ユニットが少なくと

も t 個の他のユニットによって検査されなければな

らない [12]．システムが同時 t 診断可能であるため

の必要十分条件は，Hakimi and Amin[6] によって与

えられた．

Preparataら [12]による同時 t 診断は，与えられた

システムに対して，検査割り当てがあらかじめ定めら

れており，すべての検査を実行した後に故障ユニッ

トの識別を行うものであった．この方法では，シス

テム全体で少なくとも nt 回の検査を実行しなければ

ならない．それに対して，Nakajima[11] によって提

案されたadaptive な診断では，検査割り当てをいく

つかのステップに分けて実行する．ここで各ステッ

プで実行される検査は，以前の検査結果を解析する

ことによって決定される．Blecher[3]は，システムが

完全グラフで表される場合に検査数 n + t −1 で同時

t 診断が可能であることを証明し，さらに，この検査

数が最小であることを示した．また，adaptiveな故障

診断の評価には，検査数の他にラウンド数を用いる．

各ユニットは，1 回の検査を実行するために 1 ラウ

ンド必要とすると仮定する．また，二つの検査 (u,v)

と検査 (x,y) は，u,v,x,y がすべて異なるときのみ並

列に実行できるとする．論文 [2, 7]では，完全グラフ

で表されるネットワーク上では定数ラウンドにより

同時 t 診断が可能であることが示されている．上記

の研究では，完全グラフが考察の中心であった．そ

れに対して，近年プロセッサ間の結合が制限された

ネットワークにおける adaptive な故障診断について

も，いくつかの研究が発表されている．Kranakis ら

[9]により，木やサイクルといった単純な構造を持っ

たネットワークにおいて，最適，または最適に近い検

査数で実行できるアルゴリズムを提案した．Fengら

[5]はハイパキューブにおける adaptiveについて考察

し，検査数 2n(�logn�+2)，ラウンド数 n+4のアル

ゴリズムを示した．Kranakis and Pelc[8]はその結果

を改良し，検査数 2n +3n/2のアルゴリズムと，高々

11 ラウンドのアルゴリズムを与えた．Björklund[4]

はハイパキューブにおいて最適な検査数 2n + n− 1

ですべての故障を識別できることを示した．さらに

高々 4 ラウンドで診断を行うアルゴリズムを与えて

いる．

4 バタフライにおける adaptiveな診断

k 進 r 次元バタフライ BF(k,r),k ≥ 2,r ≥ 3は同時

2k診断可能であることが示されている [1]．したがっ

て，故障ユニットは高々 2k個であるとする．本節で

は k ≥ 2,r ≥ 3とする．

BF(k,r)と r−1桁のベクトル�x = x0x1 · · ·xr−2, 0 ≤
xi < k−1 に対して，C(�x)を，次のような長さ kr の

サイクルとする．本報告ではこれをリングと呼ぶ：

〈�x0;0〉, 〈�x0;1〉, . . ., 〈�x0;r−1〉,
〈�x1;0〉, 〈�x1;1〉, . . ., 〈�x1;r−1〉,
. . .

〈�x(k−1);0〉, 〈�x(k−1);1〉, . . ., 〈�x(k−1);r−1〉,
〈�x0;0〉．
各リング C(�x)上で，レベルの低い頂点からレベル

の高い頂点へ検査を行うことを時計回りの検査と呼

ぶ．BF(k,r) は kr−1 個のリングを持つ．明らかに，

�x 
=�yならば，C(�x)とC(�y)は共通の頂点を含まない．
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検査結果が 0であるような検査を0-arrowと呼び，

リングにおける 0-arrow の極大列を0-string と呼ぶ．

0-stringの先頭の頂点をtop，末尾の頂点をbottomと

呼ぶ．1-arrow，1-stringも同様に定義される．

�x 
=�y に対して，頂点 u ∈ C(�x) と v ∈ C(�y) が隣接

するとき，リング C(�x)と C(�y)は隣接するといい，v

は uの外近傍であるという．明らかに，リング C(�x)

と C(�y)が隣接するための必要十分条件は�xと�yが 1

ビットのみ異なることである．

リングの時計回りのすべての検査結果が 0 である

とき，そのリングをhealthyリングと呼び，検査結果

1を含むリングをunhealthyリングと呼ぶ．

補題 4.1 healthy リングのすべての頂点は正常であ

る．

証明．リングのすべての検査結果が 0であるため，リ

ング上のすべての頂点が正常であるか，すべての頂

点が故障であるかのどちらかである．リングには rk

個の頂点が存在し，rk > 2kであることから，すべて

の頂点が故障であるならば故障の数の仮定に矛盾す

る．

バタフライ BF(k,r) における診断アルゴリズ

ムTWOWAY-DIAG は，Algorithm 1 に示すような

3ステップから成る．

Algorithm 1アルゴリズムBUTTERFLY-DIAG
ステップ 1 各リングを時計回りに検査し，healthy

リングと unhealthy リングに分類する．healthy

リング上のすべての頂点を正常と診断する．

ステップ 2 unhealthy リングのレベル 1 から r − 2

の頂点を，healthy リング上の外近傍から検査

する．

ステップ 3 unhealthy リングのレベル 0 とレベル

r−1の頂点を検査する．

補題 4.2 アルゴリズムBUTTERFLY-DIAG のステ

ップ 1は，検査数 rkr，rが偶数ならば 2ラウンド，r

が奇数ならば 3ラウンドで実行できる．

証明．rが偶数のとき，各リング上で，まず偶数レベ

ルの頂点が奇数レベルの頂点を検査し，続いて奇数

レベルの頂点が偶数レベルの頂点を検査することに

より，すべての検査を実行できる．よって 2 ラウン

ド必要となる．r が奇数のとき，1ラウンドでレベル

r−1の頂点を除くすべての偶数レベルの頂点が奇数

レベルの頂点を検査し，次のラウンドで，奇数レベ

ルの頂点が偶数レベルの頂点を検査する．最後にレ

ベル r−1の頂点がレベル 0の頂点を検査する．よっ

て，3 ラウンドでステップ 1 を実行することができ

る．検査数については，すべての頂点が 1 回ずつ検

査を行うため，rkr 個の検査が必要となる．

ステップ 2において，unhealthyリングが 2k−1個

以上存在したとき，各 unhealthy リング上には高々

2 個の故障しか存在しない．Kranakis ら [9] により，

n 個の頂点を持つリングにおいて，2 個以下の故障

を，検査数高々 n + 1，2 ラウンドで識別可能である

ことが示されている．したがって，unhealthyリング

が高々 2k−2個の場合を考える．

補題 4.3 unhealthy リングが高々 2k − 2 個ならば，

unhealthy リング上のレベル 1 からレベル r−2 の頂

点は，healthyリング上の外近傍を持つ．

証明．Cを任意の unhealthyリングとする．Cにおけ

るレベル 1からレベル r−2の各頂点は 2k−2個の外

近傍を持つ．C以外の unhealthyリングは高々 2k−3

個であるから，healthyリング上の外近傍を少なくと

も一つ持つ．

さらに，unhealthy リング上のレベル 1 から r− 2

の頂点に対して，healthyリング上の頂点を 1対 1に

対応させることができる．

補題 4.4 unhealthyリングが高々 2k−2個のとき，バ

タフライ BF(k,r)の unhealthyリング上のレベル 1か

ら r−2の頂点の集合をUH とし，UH の頂点と隣接

する healthyリング上の頂点を H とする．このとき，

UH と H を二部分割とする二部グラフには，UH の

すべての頂点を含むマッチングが存在する．

証明．任意の S ⊆ UH に対し，S の頂点と隣接する

healthy リング上の頂点の集合を N(S) とする．この

とき |S| ≤ |N(S)|となることが証明できれば，Hallの

定理により補題が成立する．

|S| = 1の時は，補題 4.3により明らかに成り立つ．

S を |S| > |N(S)| を満たす最小の濃度を持つ集合と
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する．S′ = S \{v}とすると，Sの最小性により S′ は
Hall の定理の条件を満たす．よって |N(S′)| ≥ |S′| =
|S|− 1 > |N(S)|− 1．N(S′) ⊆ N(S) であることから，

N(S) = N(S′)かつ |S′|= |N(S)|= |N(S′)|が成り立つ．
S′ は Hallの定理を満たすので，S′ と N(S′)の頂点の
間に完全マッチングが存在する．このマッチングに

より対応する 2 頂点をマッチする頂点と呼ぶ．また

vを含む unhealthyリングをCとする．

v の外近傍を x1,x2, . . . ,x2k−2 とする．x1, . . . ,xp を

unhealtyリング上の頂点とし，xi，i = 1,2, . . . , p，を

含む unhealthy リングを Ci とする．また，y j， j =

p + 1, . . . ,2k− 2 を x j とマッチする頂点とし，y j を

含む unhealthy リングを Cj とする．もし y j が v と

異なるレベルの頂点ならば，Cj は C と隣接しない．

yq+1, . . . ,y2k−2，q ≥ p，を v と同じレベルの頂点と

する．また zl，l = q + 1, . . . ,2k−2を yl と隣接する

healthy リング上の頂点とし，かつ v と異なるレベ

ルにある頂点とする．最後に zl とマッチする頂点を

含む unhealthy リングを Cl，l = q + 1, . . . ,2k− 2 と

する．

上記の様に定めた 2k − 1 個のリング C,C1,

C2, . . . ,C2k−2 は，バタフライの構造からすべて異なる

unhealthy リングである．これは unhealthy リングの

数を高々 2k−2としていることに矛盾する．

与えられた unhealthyリングに対して，Algorithm 2

に示すアルゴリズムRING-DIAG を用いることによ

り，unhealthy リング上のレベル 1 から r−2 の頂点

を検査できる．このとき，アルゴリズムRING-DIAG

において，検査される頂点はレベル 1 から r− 2 の

頂点であることに注意する．ポインタ CURがレベル

0，r−1の頂点 vを指した場合，CURは vの時計回

りの近傍にシフトする．

補題 4.5 アルゴリズムRING-DIAG は， f 個の故障

を含む unhealthyリングのレベル 1から r−2の頂点

を，検査数 f + 1，ラウンド数 f + 1 で診断できる．

特に f = 1のとき，検査数 1，ラウンド数 1で診断で

きる．

証明．アルゴリズムRING-DIAGにおいて，CURを

正常な外近傍によって検査される頂点とする．検査

結果が 1のとき，CURは故障である．検査結果が 0

Algorithm 2アルゴリズムRING-DIAG
ifちょうど 1つの 1-arrowが存在する then

START ← 0-stringの bottom;

else if 0-arrowが存在する then

START ←任意の 1-stringの topから反時計回り

の頂点;

else

START ←任意の頂点;

end if

CUR ← START;

whileリングに診断されていない頂点が存在 do

CUR ←（CURから時計回りの診断されてない

最初の頂点）;

CURを正常な外近傍から検査する;

if検査結果が 1 then

CURを故障と診断;

else

LAST ← CURを含む 0-stringの top;

CUR から LAST までの全ての頂点を正常と

診断;

LASTの時計回りの近傍を故障と診断;

end if

end while

(LAST,v)が 1-arrowである vを故障と診断;

(u,CUR)が 1-arrowである uを故障と診断;

のとき，CUR は正常であり，CUR から LAST まで

の頂点はすべて正常であり，LAST の時計回りの近

傍は故障である．よって，いずれの場合も一つの故

障に対して一つの検査が行われる．最後に，診断さ

れていない頂点が全て正常である場合に 0-string の

bottomを検査するため，検査数は高々 f +1，ラウン

ド数は高々 f +1となる． f = 1のとき，最初に検査

する頂点は故障頂点の時計回りの近傍となるため，す

べての正常な頂点は 1つの検査で識別でき，0-string

の topの頂点が故障頂点を検査している．よって，検

査数は 1である．

補題 4.6 アルゴリズムRING-DIAG を用いることに

より，すべての unhealthy リング上のレベル 1 から

r−2の頂点は，検査数が高々 3k，高々 2k +1ラウン
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ドで診断できる．

証明．故障をちょうど 1 個含む unhealthy リングの

数を aとし，少なくとも 2個の故障を含む unhealthy

リングの数を b とする．また B を少なくとも 2 個

の故障を持つリングのにある故障の総数とする．す

べての unhealthyリングにアルゴリズムRING-DIAG

を適用したときの検査数は高々 a + B + b である．

a+B ≤ 2kかつ b ≤ k−1より，a+B+b ≤ 3k−1が

いえる．補題 4.4から，すべての unhealthyリングは

並列に処理できることから，最もラウンド数がかか

る unhealthy リングについて考えると，2k 個の故障

を持つ unhealthy リングに対して高々 2k + 1 ラウン

ドが必要である．

補題 4.4 の結果を用いることにより，すべての

unhealthy リングのレベル 1 から r−2 の頂点を，並

列に 1ラウンドで検査することが可能である．

補題 4.7 すべての unhealthy リングのレベル 1 から

r−2の頂点は，検査数 k(r−2)(2k−2)，1ラウンド

で識別できる．

最後にアルゴリズムBUTTERFLY-DIAGのステッ

プ 3 について考える．ステップ 2 が終了したとき，

unhealthy リングのレベル 1，r − 2 のすべての頂点

の状態が分かっている．レベル r − 2 のすべての正

常な頂点 x に対して，その時計回りの近傍 y （レベ

ル r−1）を，ステップ 1での検査結果によって識別

する．さらに，yが正常ならば yの時計回りの近傍 z

（レベル 0）の状態もステップ 1での検査結果によっ

て識別する．ここまでで，既に 2k個の故障が識別さ

れていれば，アルゴリズムは終了する．識別された

故障が 2k−1 個以下のとき，まだ状態が不明な頂点

の集合を H とする．

補題 4.8 H の頂点について，次のいずれかが成り

立つ．

(1) H のどの頂点も，すでに正常と識別されている

頂点と隣接する．

(2) 高々 1つのレベル r−1の頂点 x ∈ H が，すでに

正常と識別されている頂点と隣接せず，かつ，す

でに 2k−1個の故障が識別されている．

証明．ある頂点 x ∈ H が正常と識別されている頂点

と隣接していないと仮定する．頂点 x のレベルが 0

ならば，xのレベル 1の近傍は全て故障である．xの

レベル r−1の近傍は，故障であるか，または H の要

素であるかのどちらかである．y ∈ H を xと隣接する

頂点とすると，y の反時計回りの近傍は故障である．

したがって，すでに 2k個の故障が識別されているこ

ととなり，矛盾となる．

頂点 x のレベルが r− 1 ならば，x のレベル r− 2

における近傍はすべて故障であり，かつ xのレベル 0

における近傍は故障であるか，または H の頂点かの

どちらかである．z ∈ H，z 
= y を x と隣接する頂点

とする．このとき，zの反時計回りの近傍を wとする

と，wは故障であるか，または H の要素かのどちら

かである．　もし w ∈ H ならば，wの反時計回りの

近傍は故障である．したがって，すでに 2k− 1 個の

故障が識別されている．

補題 4.9 H のすべての頂点は，検査数が高々 2k，高々

4k−2ラウンドで識別できる．

証明．まず，補題 4.8 の (1) の場合について考える．

このとき，以下の方法を H = /0となるか，故障が 2k

個になるまで繰り返す：レベル r− 1 の H の要素 w

を選び，その頂点を正常な頂点から検査する．もし

wが正常ならば，wの時計回りの近傍の状態をステッ

プ 1 の検査結果から識別する．w が故障ならば，さ

らに wの時計回りの近傍を正常な近傍から検査する．

H にレベル r−1の頂点がなければ，H の任意の要素

を選び，正常な頂点から検査する．

このときの検査数を考える．レベル r−2に s個の

故障が存在するとし，かつ，それらの頂点の時計回

りの近傍であり，かつ正常な頂点の数を s1 とする．

このときの検査数は s1 + 2(s− s1) = 2s− s1 である．

また，このときレベル r−2，r−1，0 に少なくとも

s+(s− s1) = 2s− s1 個の故障が存在する．仮定より，

これは 2kを超えない．したがって，必要とする検査

数は高々 2kである．

補題 4.8の (2)の場合，xの時計回りの近傍を yと

する．x 以外の H の要素は正常な近傍を持つ．よっ

て (1)の場合と同様に，x以外の頂点を検査する．も

し，故障が識別されれば終了する．故障が識別され
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なかったとき，最後に y から x を検査する．このと

きに必要な検査数は，レベル r−2に故障が 2k−1個

存在し，かつレベル r−1に故障が存在しないとき最

大となる．したがって，高々 k +1の検査数ですべて

の H の頂点の状態を識別できる．

必要なラウンド数は高々 |H|である，|H|の最大数
は 4k−2であることはすぐに分かる．

次に，ステップ 3 を少ないラウンド数で実行する

ことを考える．レベル r−2の正常な頂点の時計回り

の近傍は，ステップ 1 での検査結果によって識別で

きる．また unhealthy リングのレベル 1 の正常な頂

点によって，同リング上の反時計回りの近傍である

レベル 0 の頂点を検査する．検査を行った後，識別

された故障が 2k 個に満たないとき，レベル 1，r−1

の状態が不明であるような頂点を検査する．次の補

題は，これらの頂点を 1 ラウンドで検査できること

を示している．

補題 4.10 バタフライ BF(k,r)の unhealthyリング上

のレベル 1，r−1で，状態が不明であるような頂点の

集合を H1 とし，H1 の頂点と隣接し，かつすでに正

常と診断されている頂点の集合を H2 とする．このと

き，H1 と H2 を二部分割とする二部グラフには，H1

のすべての頂点を含むマッチングが存在する．

証明．任意の S ⊆ H1 に対し，S の頂点と隣接す

る正常な頂点の集合を N(S) とする．|S| = 1 のと

き，|N(S)| ≥ 1 となることが容易に証明できる．S

を |S| > |N(S)| を満たす最小の濃度を持つ集合とす
る．任意の v ∈ S′ を選び，S′ = S \ {v} とすると，
補題 4.4 の証明と同じように，N(S) = N(S′) かつ
|S′| = |N(S)| = |N(S′)|が成り立つ．S′ は Hallの定理

の条件を満たすので，S′ と N(S′) の頂点の間に完全
マッチングが存在する．このマッチングで対応する

2頂点を，マッチする頂点と呼ぶ．

頂点 vのレベルを 0とする（vのレベルが r−1で

も同様の議論ができる）．vと隣接する 2k個の頂点の

それぞれに対して，その頂点と対応する故障が存在す

ることを示す．このとき，すでに 2k個の故障が識別

されていることになり矛盾が生ずる．N(S) = N(S′)
より，vと隣接する正常な頂点はすべて N(S′)に含ま
れることに注意する．

vのレベル r−1の近傍で，故障と識別されている

頂点の集合を F1，正常な頂点の集合を FF1，状態が

不明な頂点の集合を UD1 とする．x を FF1 の任意

の要素とし，x′ を x とマッチする頂点とする（x′ は
レベル 0 の頂点）．このとき x′ の時計回りの近傍 x′′

（レベル 1）は故障である．このような故障の集合を

F2 = {x′′|x ∈ FF1}とすると，バタフライの構造から
|F2|= |FF1|が成り立つ．yをUD1の任意の要素とす

ると，yの半時計回りの頂点 y′（レベル r−2）は故障

である．このような故障の集合を，F3 = {y′|y ∈UD1}
とすると，|F3| = |UD1|である．これらの故障の集合
F1，F2，F3 は，互いに共通の頂点を含まない．した

がって |F1 ∪F2 ∪F3| = k．

vのレベル 1の近傍で，故障した頂点の集合を F4，

正常な頂点の集合を FF4 とする．z を FF4 の任意の

要素とし，z1を zとマッチする頂点とする（z1はレベ

ル 0 の頂点）．z1 のレベル r− 1 の k 個の近傍は Fi，

i = 1,2,3,4，と共通部分を持たない．|F1∪F2∪F3|= k

であるので，z1 はレベル r−1 の正常な頂点 z2 と隣

接する．この z2 は vと隣接しない．さらに z2 とマッ

チする頂点を z3（レベル 0）とし，z3 の時計回りの近

傍にある故障頂点を z4（レベル 1）とする．このよう

な z4 の集合を F5 = {z4|z ∈ FF4}とする．
以上のように定めた故障の集合 Fi，i = 1,2, . . . ,5，

は互いに独立であり，かつ | ∩5
i=1 Fi| = 2k を満たす．

補題 4.11 アルゴリズムBUTTERFLY-DIAG のステ

ップ 3は，検査数 2k2 −1，高々 2ラウンドで実行で

きる．

証明．まず，レベル r−2の正常な頂点の時計回りの

近傍を，ステップ 1での検査結果によって識別する．

次に unhealthyリングのレベル 1の正常な頂点によっ

て，同リング上の反時計回りの近傍であるレベル 0

の頂点を検査する．これは検査数 k(2k− 2)，1 ラウ

ンドでできる．検査を行った後，識別された故障が

2k 個に満たないとき，レベル 1，r−1の状態が不明

であるような頂点を検査する．これは補題 4.10によ

り検査数高々 2k−1，1ラウンドで実行することがで

きる．

以上の補題をまとめることにより，以下の結果を
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得る．

定理 4.12 バタフライ BF(k,r)，k ≥ 2，r ≥ 3 に

高々 2k 個の故障が存在するとき，アルゴリズ

ムBUTTERFLY-DIAG は，次の検査数とラウンド

数で，すべての頂点の状態を診断する．

(1) 検査数が高々 rkr +5k，かつ高々 6k+2ラウンド．

(2) 検査数が高々 r(kr + k)+4k2 −4k−1，かつ r が

偶数ならば高々 5ラウンド，rが奇数ならば高々

6ラウンド．

特に r ≥ 2k +1の場合，ベクトル�x = x1x2 · · ·xr−1，

0 ≤ xi ≤ k− 1，0 ≤ i ≤ r− 1 に対して，リング C(�x)

を 〈�x;0〉，〈�x;1〉，· · ·，〈�x;r−1〉，〈�x;0〉のような長さ r

のサイクルと定義しても，補題 4.1，4.2が成立する．

さらに，補題 4.3，4.4，4.5，4.6，4.7と同様の結果が，

unhealthyリング上のすべての頂点について成立する

ことを示すことができる．したがって，r ≥ 2k +1の

場合アルゴリズムBUTTERFLY-DIAGのステップ 2

を unhealthyリング上のすべての頂点に対して行うこ

とが可能になる

定理 4.13 バタフライ BF(k,r) において，r ≥ 2k + 1

ならば，以下の検査数とラウンド数ですべての故障

を識別することができる．

(1) 検査数が高々 rkr +3k，高々 2k +4ラウンド

(2) 検査数が高々 rkr + rk(2k−2)，rが偶数なら高々

3ラウンド，rが奇数なら高々 4ラウンド．

5 まとめ

本報告では，バタフライ BF(k,r)における adaptive

な故障診断について考察した．バタフライ BF(k,r)

において，故障の数が 2kを越えないと仮定したとき

に，少ない検査数ですべてのユニットの診断を行う

アルゴリズムと，定数ラウンドですべてのユニット

の診断を行うアルゴリズムを提案し，その検査数と

ラウンド数を求めた．頂点数 n で仮定できる故障の

数の上限が t であるグラフに対して，最小の検査数は

n + t − 1 である [3]．今回提案したアルゴリズムは，

バタフライ BF(k,r) を検査数が高々 n + 5t/2 で実行

できる．また r ≥ 2k− 1 ならばバタフライ BF(k,r)

は検査数 n+3t/2ですべてのユニットを診断できる．

また，r が奇数ならば 4ラウンド，r が偶数ならば 3

ラウンドですべてのユニットを診断できることを示

した．
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